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J//.’" 9 e Yen er. m “ Signor Professore. 


t 

Non. che io voglia porre sotto l egida del Suo chiaro “nome 
le imperfezioni di questo libro; ma per rispondere, in parte, al 
singolare affetto , con che Ella mi ammaestrò nella sublime 
Scienza, da Lei pure ornata di nuove verità, oso consacrarle 
quest' opera, che tratta d' un corso delle matematiche, ove spesso 
è mestieri richiamare i Suoi pregiatissimi lavori. 

Si compiaccia quindi , lll. m0 Professore , accogliere il me- 
schino omaggio di mia riconoscenza, e mi creda col più profondo 
rispetto. 


Di Napoli — Agosto 1861. 


Sua Um.’" * De v."‘° Serve 
R. RUBISI 
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DICHIARAZIONE 


Quest’ opera , che osiamo appena presentare al pubblico 
letterario, meglio che una ristampa di altra già da noi pubbli- 
cata nel 1852, può dirsi del tutto nuova, tanti essendo stati i 
cangiamenti e le aggiunzioni a quella. Nell'elaborarla abbiam 
l'atto tesoro di quanto v’ à di meglio, e nuovo nelle più clas- 
siche opere in questo genere , pubblicate da distinti Geome- 
tri italiani e stranieri , che sono onore del secol nostro , 
conformandone, in certo modo, l’esposizione a quel sistema 
tenuto nell’ altra citata opera. Quindi è che in questa nuova 
edizione si à maggiore riguardo alle coordinate cartesiane, e 
veggonsi riprodotti quasi per intero taluni capitoli esistenti 
nella prima, e principalmente quelli ehe riguardano costru- 
zione di forinole o di equazioni. Ciò forai a taluno sembrerà 
strano, dopo la pubblicazione dell’ opera pregiatissima del 
Prof.SALMON, ove per la prima volta veggonsi introdotti negli 
Elementi della Geometria analitica i moderni sistemi di coor- 
dinata; ma non si fa parola di costruzioni ; a noi però non è 
sembrato così, e ne diremo le ragioni. 

Non può certo negarsi l’importanza di cotesti sistemi nello 
studio delle proprietà generali dell’estensione (e specialmente 
di quelle dette proiettive), le quali , meglio che una conse- 
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guenza di quei sistemi, possonsi dire applicazioni delle pro- 
prietò delle forme algebriche all’estensione, ed è perciò che l’il- 
lustre Sylvester dice esser la Geometria un capitolo dell' Al- 
gebra. Ma è certo eziandio che le coordinate cartesiane son 
quelle, che esclusivamente si prestano allo svolgimento delle 
questioni di Meccanica, per la naturale ragione, che i moti 
non posson aver luogo che secondo certe direzioni, e intorno 
a certi assi, o certi punti; e d'altronde le forinole elementari, 
le metriche principalmente, fin ora trovate ne’ nuovi sistemi, 
non ànno, in generale, quella semplicità delle consimili for- 
mule nel sistema cartesiano, il quale dà formole semplicissi- 
me, anche quando è applicato al calcolo infinitesimale , ove, 
almeno sin ora, i nuovi sistemi di coordinate non mostrano 
tutta la loro potenza. Con ciò non intendiamo menomamente 
derogare ali’ importanza de’nuovi sistemi , che non abbiamo 
trascuralo di esporli in questo nostro libro; anzi raccoman- 
diamo il coltivarli , sicuri che verrà tempo in cui il loro 
perfezionamento, e quindi i grandi vantaggi che ne verran di 
conseguenza, non si lasceranno più desiderare. Fin qui de’si- 
stemi di coordinate: ora diremo alcun che intorno alla parte 
che riguarda le costruzioni. 

Uno dei principali vantaggi, che offre il metodo delle coor- 
dinale è quello di condurre drittamente alla soluzione d’ un 
problema geometrico, senza il bisogno di ricorrere a proprietà 
di luoghi geometrici anticipatamente investigate : la ragione 
è, che l’ indicato metodo, c con preferenza quello delle coor- 
dinate cartesiane, porge tutte le formole proiettive o metri- 
che, che servono ad esprimere analiticamente le condizioni 
geometriche del problema, Perchè dunque non trarne pro- 
fitto? Se lo studio de’ luoghi geometrici conduce eziandio 
alla risoluzione de'medesimi problemi, non è questa però una 
via diretta come la precedente. Pertanto, risolvendo un proble- 
ma col metodo diretto, si è quindi nella condizione di dover 
dedurre dalle formole finali la costruzione più elegante del 
problema, e qundi è necessario che s’ abbiano ad avere con- 
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venienti precetti, almeno generali, per potere raggiugnere lo 
scopo. L’ importanza di questi precetti si ravvisa in talune 
questioni di Meccanica applicata, e in tutta la Geometrica de- 
scrittiva principalmente; nè questa è nostra sentenza, ma è di 
quel celebre Monge, cbe tanto contribuì al perfezionamento 
del metodo delle coordinate cartesiane, e creò la Descrittiva. 
Noi pertanto abbiamo messo nel nostro libro ciò che abbiam 
creduto più convenevole in una prima istituzione, traendolo 
da un’opera, poco nota, ma assai pregevole, qual’è la Raccolta 
di problemi geometrici risoluti con V analisi algebrica del Prof. 
Padula, la quale, mentre mostra il genio incontrastabile del- 
1’ Autore, porge i mezzi più spediti, e generali pergiugnere, 
nel modo più elegante , alla costruzione d’ un problema di 
Geometria, sia nel piano che nello spazio. 

Per altro è da confessare che, comunque siensi perfezio- 
nati i metodi di costruzione, non si è andato però al di là 
delle equazioni di 4° grado, per le quali si richiede 1' uso 
delie sole coniche ; sarebbe perciò opera non spregevole 
quella di occuparsi benanche della costruzione geometrica 
delle equazioni di grado superiore al 4.° 

Se quest’ opera sia meritevole di prender posto tra i libri 
d'istituzione non è a noi il dirlo: il pubblico letterario la giu- 
dicherà, e saremo troppo fortunati se ci verrà accordato com- 
patimento. 
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ELEMENTI 

DI GEOMETRIA ANALITICA 

LIBRO 1. 

INTRODl ZIO N E 


CAPITOLO ! 

APPLICAZIONE PI RA DELLALGERHA ALLA GEOMETRIA. 


AKT. I. 


CoHlruziunr cromclricn di olrunr formoli- « c<|oaiii,ul, dio 
richiedono l’uso dello retto e del circolo. 


1. La geometria a n al il tea, per consentimento unii male, 
è quel ramo delle matematiche, che tratta le questioni relative allo 
spazio, adoperando il linguaggio algebrico, invece del linguaggio 
comune, con cui si trattano le medesime questioni nella geome- 
tria pura. 

La trigonometria , quale attualmente si trova esposta ne' spe- 
ciali trattati, porge il primo esempio di geometria analitica. In 
essa, infatti, rappresentando gli elementi geometrici con gli ordi- 
narli simboli algebrici, si traducono in forma di equazioni talune 
relazioni fondamentali, dipendenti dalla natura stessa del trian- 
golo, e quindi, operando su queste equazioni, secondo i precetti 
dell’algebra, si scovrono nume relazioni fra i detti clementi, cioè 
si incontrano altre proprietà di figura, e si giugne a formulare 
quelle espressioni che servono a determinare taluni di quegli ele- 
menti, quando altri sono dati ir. numeri, cioè si perviene a risol- 
vere numericamente i triangoli. 

2. Non sempre però gli elementi d una figura sono dati in uu- 
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meri, comunque ciò possa sempre farsi (’) ; ma comecché le pro- 
prietà d’una figura non dipendono da particolari valori degli ele- 
menti che la compongono, questi devono serbare la loro rappre- 
sentazione geometrica, ancorché indicati da un simbolo algebrico; 
e le operazioni numeriche espresse in una formola, che quegli c- 
tementi contiene, devono essere anche geometricamente interpe- 
trate e messe in atto, o sia debbono essere geometricamente c o- 
slruite. Noi qui passeremo a rassegna quelle formolc che sono 
più elementari, e che possono occorrere in ciò che appresso sare- 
mo per esporre, intanto facciamo avvertire che in tutto quello che 
ora saremo per esporre , supporremo l’ incognita rappresentare 
una retta, e quindi converrà tener presente quanto nella trigo- 
nometria è detto (”) intorno all'omogeneità delle formole,allorchè 
tutte le altre lince del problema insieme coll' incognita suppon- 
gonsi riferite ad un’unità arbitraria, non faciente parte della que- 
stione ; e ai grado che debbono avere dette formole quando rap- 
presentano una retta. 

3. Le formole algebriche più semplici , sotto cui può presen- 
tarsi una retta incognita x, in funzione di due rette note a, b so- 
no al certo le seguenti: 

(1) x=a-\-b, (2) x=a — 6, 

delle quali, com’è chiaro, la prima rappresenta la somma, e la 
seconda la differenza delle due rette a e b. Secondo l’ indicazione 
di queste formole sarà facile ottenere con una costruzione geo- 
c D metrica la retta x; imperocché, supposto 

, che sia AB=a e CD=ft, si prolungherà 

c ? la AB da B verso E d’una quantità BE 

=CD, e tutta la retta AE sarà eguale ad 

i‘ a-t-à, e quindi ad x della (1); o pure si 

porterà da B verso A una porzione BE'=CD, e sarà la porzione 
AE'=a — b, cioè AE' sarà l’incognita x espressa dalla formola (2). 

4. Se, più generalmente, s’abbia 


A E 


(’) Rubini. — Lezioni di trigonometrìa; n.° 1. 

(") Rubini. — Lezioni di trigonometria; n.* 5 a G. 
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si comporrà una sola retta di tutte quelle che hanno lo stesso se- 
gno 4-, ed un altra di tutte quelle che portano il medesimo se- 
gno — , al modo testé indicato; indi dalla prima se ne toglierà la 
seconda, ed il risultamento sarà la retta x. 

5. È da osservare intanto come, in tutto il precedente, siasi 
supposto, la retta da togliersi esser minore di quella dalla quale 
dev'esscr tolta. Se il contrario avvenisse, allora con l'efTettuarc l'o- 
perazione, allo stesso modo come sopra è stato indicato, la diffe- 
renza tra le due rette a e 6, che in tal caso sarebbero AB e CD’, 
verrebbe a cadere da A iu E", e si troverebbe cosi in senso oppo- 
sto a quello della differenza AE'; nel tempo stesso la forinola al- 
gebrica a — b risulterebbe negativa, mentre è positiva per la diffe- 
renza AE'. Questo risultamento è di conferma al detto nel n.° 14, 
della trigonometria. 

6. Passiamo ora alle formole frazionarie, e razionali. La più 
semplice di esse é evidentemente la seguente: 


h (3) 



" t 1 la quale dà successivamente ax=Ac, a:b::c:x, 

ci 1 c quindi la retta incognita x é quarta propor- 

v// stonale in ordine alle tre rette date a, b, c. On- 
de (*) formato l’angolo qualunque A, si taglierà 
\ X AB=a. AC=à, AD=c, c quindi, congiunta BD 
A c B e menata CM parallela a BD, sarà AM=zi. 

Se nella forinola (3) il numeratore, in luogo d’un prò lotto, fos- 
se un quadralo, per modo che s’avesse 


« 


a* 

*= 7 * 


allora, come sopra, cx=a *, c:a::a:x, e quindi la retta inco- 
gnita x sarà terza proporzionale in ordine alle due rette date c 
ed a. E questo caso si riduce al precedente. 

7. Dopo queste più semplici frazioni razionali, vengono imme- 
diatamente quelle in cui i termini, senza cessare d’ esser raouo- 


(’) Lecendre- — Geometria, proli. 2. lib. 3. 
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mii, sono composti ili diversi fattori com'è la formolo seguente: 

a v bc 


(°) 


x= 


de 1 


La costruzione di questa fnrmola facilmente otticnsi, mercè le 
precedenti, osservando che essa può prendere il seguente aspetto, 
cioè: 

a* 6 c 

; 

dee 

allora ponendo, per un momento, ^-=m, ^=n, si avrà: 
tic 

x — — , e così x sarà quarta proporzionale alle tre rette e, n, c, 
delle quali le due e c c sono immediatamente date, e la n si tro- 

Ttib 

va con la relazione ausiliarìncnle stabilita— =n, la quale indica 

che la n è quarta proporzionale alle tre rette e, m, b, essendo e 

e b rette immediatamente date, ed m essendo un'altra retta da 

costruirsi, dietro l’altra relazione ausiliaria — ==m, che indica 

a 

essere m terza proporzionale alle due rette d ed a. Pertanto la co- 
struzione della formola (5) si eseguirà cominciando dal costruire, 
come nel n.° precedente, quest’ultima terza proporzionale m, indi 
la quarta proporzionale n, ed in fine la retta cercata x. 

In generale, qualunque sia il numero de’ fattori determini della 
frazione (purché resti veriGcata la legge di omogeneità) si potrà 
sempre scomporla in fattori anche frazionarii, il primo de’ quali 
fosse della forma (3) o della forma (4), e tutti gli altri fossero dei 
rapporti; allora quel primo fattore indicherà una retta quarta o 
terza proporzionale a rette date, la quale costruita e moltiplicata 
pel secondo fattore indicherà una seconda retta quarta proporzio- 
nale; e così appresso. E questo appunto è stato il metodo tenuto 
nel costruire la (3). 

8. Passiamo linalmente alla costruzione delle frazioni a termini 
polinomi, e sia, per esempio, 

abc-\-d*e—f 3 

<“> *= ■ • 
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Per costruire questa formula osserveremo clic se, senza alterare 
il valore della frazione, si potesse giugnere a ridurre il numera- 
tore a prodotto di due fattori del primo grado, e il denominatore 
al primo grado, allora la precedente frazione sarebbe ridotta al 
caso della (3J. Questa riduzione è facile ad operarsi, perocché, di- 
videndo primamente ambo i termini della frazione data per un 
fattore monomio, di grado inferiore d’ un' unità al grado del deno- 
minatore, questo si abbasserà al primo, e il numeratore al secon- 
do. Cosi, dividendo ambi i termini della frazione (6) per t, s'avrà: 


ale d'e f* 

T + T-T 

X ! 

t-i 

t 

indi si potrà scomporre il numeratore in due fattori del primo 
grado, ponendo come fattore comune di tutti i suoi termini una 
qualunque delle lettere che entrano in essi, la f per esempio, e 
risulterà : 



Fatto ciò non rimane che costruire, per mezzo della regola del 
numero 7, le due rette ^ addizionarle come al n.° 3; indi 

fi fi 

n 

costruire la retta V , secondo si disse nel n.° 6, e togliere que- 


sta retta dalla somma delle due prime: s’avrà cosi per risultamcn- 
to una certa retta, che dinoteremo con m. Riduccndo similmente 
il denominatore ad un’altra retta che chiameremo n, col togliere 

la retta « dalla retta , risulterà x= — , c si tratterà flnal- 
t n 

mente trovare una quarta proporzionale in ordine alle tre rette 
», f, m per ottenere l’ incognita x. 

9. In generale, se n è il grado del numeratore, e perciò n — 1 
quello del denominatore, allora, dividendo ambi i termini della 
frazione per un fattore monomio del grado n — 2, si verrà a ridur- 
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re il numeratore al secondo grado, ed il denominatore al primo ; 
dopo di che si potrà scomporre il numeratore in due fattori del 
primo grado, dei quali uno può esser sempre una qualunque delle 
lettere che entrano ne’ numeratori delle frazioni del numeratore 
della frazione generale, c l’altro sarà un polinomio. E si badi che 
il fattore monomio del grado n — 2, di cui più sopra è detto, può 
talmente essere scelto che, fatta la divisione, acquistassero una 
forma molto semplice i termini che comporranno i novelli termi- 
ni della frazione data; c ciò si otterrà scegliendo quel divisore in 
modo da avere fattori comuni con quanti più si posson termini 
del numeratore e del denominatore della frazione data. 

10. Passiamo ora alla costruzione delle formole irrazionali, del- 
le quali le più semplici sono ad evidenza le seguenti tre: 

(7) x=\/a‘-hb', (8) x=V'« ì — ( 9 ) 

le quali elevate a quadrato dònno: 

x t =a t -\-b % , x’=a' — ò\ x’=ab; 

cosi la prima c’indica essere l'incognita x l'ipotcnusa d’un trian- 
golo rettangolo, avente per cateti le due rette date a e b; la se- 
conda ci dinota essere la x il cateto d'un triangolo rettangolo, a- 
ventc per ipotcnusa la retta data a c per altro cateto l'altra retta b; 
c finalmente la terza c’indica esser la x una media proporzionale 
tra le rette date a e b. Onde, come si sa dagli elementi di geome- 




tria, per costruire la x della formola (7), si formerà l’angolo retto 
A (tig. a) si prenderà All— a, AG =b; indi congiungendo BC sarà 
questa l'incognita x. Parimente per avere la x della (8), dopo co- 
struito l’angolo retto A (fig. b), si prenderà sopra uno de’ suoi 
lati una parte AB=6; indi col centro B, c con un raggio BC=a, 
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si descriverà un arco, che taglierà in C l’altro lato dell'angolo ret- 
to, e sarà AC=a;. 

In questo secondo caso è da notare che, se a<6, l’arco descrit- 
to come innanzi è detto, non può in verun modo incontrare il la- 
to AG, onde sarà impossibile costruire la x in quest’ipotesi; nel 
tempo stesso la (8) è immaginaria. Mentre dunque l’operazione 
geometrica, per natura dei dati, non può essere effettuata, l'alge- 
bra c’indica questo fatto con un simbolo immaginario. 

Finalmente per costruire la x della (9) può operarsi in tre di- 
versi modi, cioè: 

l.° Presa AB=a, BC=i, si descriverà sulla AC la mezza 



circonferenza AMC; indi dal punto B si 
eleverà la perpendicolare BM , e sarà 
questa la retta incognita x. 

2.° Presa AB=a, AC —6, si descrive- 
rà su AB la mezza circonferenza AM'B; 
indi, elevata dal punto C' la C'M' per- 
pendicolare ad AB, si congiungerà AM', 


che sarà la retta incognita x; poiché AM'=\/ A.tìxAC'=\Tab=x. 


«t- 


M 



3.° In fine, presa AB=a, ed AC=6, si de- 
scriverà sulla differenza CB , come diametro, 
la mezza circonferenza CMB; si menerà la tan- 
gente AM, e sarà AM la retta incognita x; 
poiché AM a =ABxAC=aà , e quindi AM 


® =y ab==x. 


11. Giova qui notare che, essendovi sotto un radicale quadrato 
una somma di termini di 2° grado, che in generale rappresente- 
remo con p*, </% r", ec., e supponendo perciò 


(10) x=y p*-hq* — r‘ — s\ ec. 


la retta x si può costruire in due modi: 

l.° Si può fare p*+q , =h*, e costruire, secondo la formola (7) 
il lato del quadrato ft’; in questo modo la formola precedente di- 
viene 

x=V A*— r’— s\ èc. 
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Indi porre h’ — r’=fc\ c costruire il lato del quadrato k ' secondo 
la formula (8), dopo di che si ha 

x=y k' — s\ ec. 

c così si continua sino a che non sieno stati considerati tutti i 
termini della forinola (10). 

2.° Si può ancora porre da principio la (10) sotto la forma se- 
guente 



indi costruire la retta rappresentata dal fattore chiuso in paren- 
tesi secondo le regole precedenti, e finalmente trovare una media 
proporzionale tra questa retta c l’altra p. 

E giova pur notare che le forinole (7), (8), (9) possono consi- 
derarsi come le radici d’un' equazione dei secondo grado incomple- 
ta, cioè della forma x'=q \ 

12. Veniamo ora alla costruzione delle radici d’un 'equazione 
del secondo grado completa, la quale, come si sa, con i segni espli- 
citi, può assumere una delle quattro seguenti forme: 

(11) x'-t -px=q*, (12) x * — px=q', 

(13) x'-\-px= — q *, (14) x' — px= — q*. 

Prima di passare a la costruzione, osserveremo che le radici 
della (11) sono quelle stesse della (12), prese col segno cambia- 
to (*) ; inoltre ciascuna ha le proprie radici di segno contrario 
tra loro, e dippiù nella (11) la radice maggiore in valore assoluto 
è la negativa, come nella (12) è, per conseguenza, la positiva. Si- 
milmente le radici della (13) sono quelle della (14) col segno con- 
trario, c inoltre nella (13) le radici sono amendue negative, men- 
tre nella (14) sono amendue positive. Da questa breve osservazio- 
ne risulta che la costruzione delle radici della (11) vale ancora 
per quelle della (12) ; come pure la costruzione delle radici del- 
la (13) vale ancora per quelle della (14). Premesso ciò, si chia- 
mino x ’ ed x" le radici della (11), e sia x" la radice negativa, 


(') Rubimi — Elementi d’ Algebra; n.° 292, c 182. 
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allora, per la teoria dell'equozioui di secondo «rado (*), avremo: 

x' — x"= — p, — x'x n — — i, 
ovvero x*—x'—p, x'x"=q'. 

Queste due equazioni ci mostrano clic le radici richieste sono i 
iati d un rettangolo equivalente al quadrato </% c la differenza di 
questi lati è p; laonde se (**) col raggio BC=4 p si descriva la 
circonferenza BMM'; indi si meni la tangente BA==</, si congiun- 
ga AL, c si prolunghi fino ad incontrare nuovamen- 
te in M' la circonferenza, sara: *'=AM, x"=z AM'. 
Pertanto le radici della (11) sono espresse dalla se- 
gante AM' e dalla parte esterna AM, e la prima di 
queste rette 6 la radice negativa. E quindi, per l’os- 
servazione fatta superiormente , le radici della (12) 
saran parimente espresse dalla segante AM' e dalla parte esterna 
AM, e questa sarà invece la radice negativa. 

Passiamo ora alla costruzione delle radici delle 

(13) **+/)*=— 7 * (14) x'—px=—q'. 

Dinotando con x’ , x" le radici di quest’ultima, e tenendo presen- 
te che sono ambedue positive, avremo come sopra 

x'-\-x"=J), x'x"=q*. 

il clic ci mostra essere le radici cercale i lati d’uu rettangolo equi- 
valente a q‘, e la somma di questi lati essere eguale a p; laon- 
de (***) sulla retta AB=p, come diametro, descritta la mezza cir- 
conferenza AMB, s’adatti a l’estremo B la 
u M> V tangente BD=q; indi dal punto D si meni 

DMM' parallela ad AB, e dal punto M s’ab- 
__ bassi su AB la perpendicolare MP: le radici 
^cercate saranno x'=BP, x' r =AP, o pure 
x'=DM, a:"— DM' prese col segno Prendendo in vece queste 
due rette col segno — , avremo le radici della (13). Pertanto, dopo 
tutto il precedente esposto, possiamo stabilire la seguente 



C) Rubini — Op. cit.; n.° 169. 

(”) Legemihk — Geometria; proti. (8, liti. 3. 

( '■) Lege.mihe — Geometria; proli, lì, lib. 3. 

3 
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Regola per lacostrlzione.geometrica delle radici d'ok’e- 

QL’AZIONE DEL SECONDO GRADO COMPLETA. — Si costruisca, coti 
un raggio eguale alla metà del coefficiente del secondo termine, 
una circonferenza ; in un punto di essa si adatti la tangente, ed a 
partire dal punto di contatto se ne stacchi una porzione eguale alla 
radice quadrata del termine noto ; indi, se il termine noto è ne- 
gativo nel primo membro, si congiunga l'estremo di questa tan- 
gente col centro, e si prolunghi sino ad incontrar nuorametite la 
circonferenza ; le radici saranno tutta la segante e la parte ester- 
na; e particolarmente l'intera segante sarà la negaliv a, se il coeffi- 
ciente del secondo termine è positivo, e,aU'oposlo, la radice negati- 
va sarà la parte esterna, quando il coefficiente del secondo termine 
è negativo. Quando poi il termine nolo è positivo nel primo mem- 
bro, dall' estremo della tangente, tirala come sopra è detto, si meni 
la parallela al diametro che passa nel punto di contatto, e le parli 
di questa parallela comprese Ira i estremo di essa tangente, ed i 
punti in cui r a ad incontrar la circonferenza saran le radici cer- 
cale ; le quali saran positive ambedue, se il coefficiente del secondo 
termine è negativo, e ambedue negative, se il coefficiente del secon- 
do termine è positivo. 

13. Si osservi che.quando nelle equazioni (13) c (14)-j-p*<;g*, 

le radici, come si sa, riescono immaginarie. Or, questa condizio- 
ne è la stessa che -^-AB’<B1)\ o vero BD>yBA, ed in questo 
caso è evidente che la retta DM , condotta parallelamente ad AB 
non potrà più incontrar la circonferenza; onde effettivamente la 
determinazione delle radici sarà impossibile. E se le 

due radici diventano eguali.ed il valore assoluto di ciascuna ò-^-p: 
nel tempo stesso, risultando BD=^BA, la parallela DM sarà tan- 
gente la circonferenza neH’estremo del raggio elevato perpendi- 
colarmente sul diametro AB; laonde col fatto le radici saranno 
eguali, ed il valore assoluto di ciacuna di esse sarà -^BA=-^- p. 

14. La costruzione delle radici d un’equazionc del secondo gra- 
do conduce ancora a quella delle radici dell' equazione trinomio 

(lo) x i ±p , x r —±q l . 
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In effetti le radici di quest’equazione sono espresse dalla for- 
inola 



clic può scriversi anche così: 

(16) a 7=d=[/pr, essendo r==p ^4-p*±V 

Or questa espressione di r, quando ad e a q* si dà un sol 
segno, come loro compete in virtù della proposta (15) ne’ casi spe- 
ciali, rappresenta appunto le radici di una delle equazioni del se- 
condo grado trattate nel num. prec., qualora il termine noto q ’ si 
. . . o 4 

rimpiazzi con l’altro Laonde, trovate queste radici r, non re- 
sterà che trovare una media proporzionale tra ciascuna di esse e 
la retta p, come lo indica la Corniola (16). 

Supponiamo particolarmente che l’equazione data, co' segni e- 
spliciti, sia la 

(17) *‘4 
allora s' avrà: 

(18) x=± \J~pr, essendo r= — ^ p ±V^-P*-4- • 
Descritta quindi col raggio CB= ~p (prima fig. pag. 9) la cir- 


conferenza BMM', si condurrà la tangente AB= ~ , 


indi con- 


giunta AG c prolungatala sino in M', i due valori del fattore r sa- 
ranno (n° prec.), geometricamente espressi dalle rette AM, AM'; 
ma siccome AM' è negativa, così non terreni conto di questo fat- 
tore, che condurrebbe a risultamenti immaginarli. Ad ottenere 
quindi i valori reali di x della precedente formola (18) converrà 
trovare la media proporzionale tra la retta AM c la p o sia MM'. 
Si ottiene facilmente ciò, descrivendo (n.° 10) sulla AM' una 
mezza circonferenza, ed elevando la perpendicolare MN, che rap- 
presenterà il valore di x nella (18), e però prendendo la retta MN 
or col segno più or col meno, si avranno le due radici reali dell’e- 
quazione proposta (17). 

Se il collidente p* della (17) sia negativo, allora la radice nc- 
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gativa sarà la AM; c quindi la media proporzionale più sopra in- 
dicata dovrà prendersi tra la AM' e la MM'. Or ciò otliensi con 
la costruzione fatta qui innanzi, c (n.° 10) congiungcndo inoltre 
la M'N , la quale , presa col doppio segno, rappresenterà le due 
radici reali della proposta nel caso attuale. 

15. Più facile ancora riesce la costruzione delle radici dell’e- 
quazione trinomia, quand’cssa risulta della forma 

(19) x*—p*x t = — q l , 

I 

nella quale supporremo esser verificata la condizione -j- //> , 

perchè le sue radici fossero reali; e lo saranno in questa ipotesi 
tutte e quattro, perncchè.risolvendo la precedente equazione, si ha: 


(2(1) x=±\ Fpr, essendo 


4p±\/ t Jr. 


ed il secondo fattore di questo radicale ha tutti e due i suoi va- 
lori positivi (n.° 12). Per costruire intanto questi quattro valori 
della x, descrivasi (n.° 12) sulla AB=p, come diametro, la mez- 
za circonferenza AMB (scc. fig. pag. 9) indi si elevi la perpendi- 

n 2 

colare BD = -^- , e si meni la parallela DM ; in fine congiun- 

gar.si AM, BM, e saran queste rette, prese positivamente e nega- 
livamcnle, le radici della (19): imperciocché, menata la perpen- 
dicolare MP, i valori del secondo fattore del radicale (20) sono 
appunto (n.° 12) AP, BP; inoltre (n.° 10) AM è media propor- 
zionale tra AB cd AP, e BM è media proporzionale tra AB e BP, 
come appunto dev’essere in virtù della stessa (20). 

Non ci occupiamo della costruzione delle radici dell’ equazione 
x l -\ -p^x 9 — — r/‘, perché sono immaginarie. 

1G. Alcune delle operazioni necessarie per la costruzione delle 
formolo precedenti si potranno evitare, se la figura, intorno alla 
quale si aggira la questione, le presenta da sè stessa; ed è di som- 
ma importanza il profittarne, alfine di rendere, quanto più è pos- 
sibile, minore il numero delle costruzioni a fare, cd aver così 
una elegante composizione geometrica del problema, come appres- 
so farem vedere. 
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ART. II. 


DiccrslUi ili problemi. — Regola generale per la loro rivoluzione. — 
Applicazione al problemi gcometrlco-numerlel. 


17. I problemi geometrici possono essere distinti, in geome- 
Irico-tiumerici, e geome ir ico-g rafie i o semplicemente geometrici; 
imperocché il problema proposto può aver per obbietlo di deter- 
minare numericamente alcuni clementi d una figura, datine altri ; 
o pure quello di assegnare graficamente la posizione di taluni ele- 
menti duna figura, conoscendo quelle di altri elementi. Nell’un 
caso e nell’altro il metodo a tenere potrà essere generalmente e- 
nunziato nella seguente 

Regola. — Supposto risoluto il problema, si disegni ad arbitrio 
la figura, che forma l’oggetto della questione, con tutte le parli, 
che son date, e quelle che si suppongono incognite; indi si esamini 
attentamente se fra gli elementi dati ed incogniti vi sieno delle rela- 
zioni, immediate, che per natura della stessa figura, e per condi- 
zioni del problema, si possano esprimere in linguaggio algebrico, in 
modo da formar delle equazioni; se ciò non ha luogo s'introducano 
ausiliariamentc de nuovi elementi, tali che tra questi e i precedenti 
potessero aver luogo delle relazioni di figura, proprie ad essere tra- 
dotte algebricamente in equazioni, e talmente ancora che, eliminan- 
do tra esse questi elementi ausiliari, restassero quelle equazioni che 
stabiliscono le dipendenze immediate tra gli elementi dati e gl'inco- 
gniti della questione proposta. Si fa chiaro dal fin qui detto, che, 
per poter avere una determinata soluzione il problema, è necessa- 
rio, algebricamente parlando, potersi formare altrettante equazio- 
ni distinte per quanti sono gli elementi incogniti della questione 
c quelli estranei o ausiliari. E per dichiarare il fin qui detto ri- 
porteremo qui appresso la soluzione di alquanti problemi. 

Problemi geometrico-ntmerici. 

18. Problema I. — Dato un triangolo, determinare il raggio del 
circolo iscritto, in funzione dei lati di esso triangolo. 

Soluzione. — Supponiamo risoluto il problema, c dal centro 
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del circolo iscritto s’ intendano abbassate le perpendicolari su i 
tre lati a, b, c, ciascuna delle quali risulterà eguala al raggio It 
che si domanda. 

Si osservi dunque, che, in questo caso, non v’ha bisogno d'alcun 
elemento ausiliario per stabilire requazione del problema; peroc- 
ché, dinotando con S la superficie del triangolo, si ha immedia- 
tamente: 

— (a-\-b-hc} Ii=S, 

2 s S 

(1) R= — v — = — , essendo a+b-hc=2s. 

' ' a-hb-hc s 


Se il triangolo proposto è equilatero si ha: a=b=c, 3o=2s ed 
S=-j- a'V 3, laonde R—-^jz~. 

19. Problema II. — Dati i tre Ulti d'un triangolo, determinare 
il raggio del circolo circoscritto, in funzione de'medesimi lati. 

Soluzione. — Rappresenti ABC il triangolo dato : pongansi i 
lati AB=a, AC =6, BC=c, e si dinoti con r il 
raggio del circolo ABC circoscritto. Seguendo 
c la regola precedente, supporremo risoluto il pro- 
blema, c che 0 sia il centro del circolo, per mo- 
do che congiungendo AO, e prolungando que- 
sto raggio sino ad incontrare novellamente la 
circoufcrenza in D, sarà AD un diametro, e perciò eguale a 2 r. 
E poiché tra i Iati AB, BC, AC e il diametro AD non v’ha rela- 
zione immediata, congiungansi BD, CD, e s’avrà così un quadri- 
latero ABDC iscritto, il quale, per una proprietà conosciuta, dà 
l’eguaglianza: 

(a) ABxCD+ACxBD=ADxBC, 



la quale stabilisce una relazione tra gli elementi dati AB, BC, AC, 
l’elemento incognito r, che vi entra col suo doppio AD, c due al- 
tri clementi ausiliarii BD, CD, da essere eliminati, per mezzo di 
altre relazioni che bisogna cercare. Or, queste relazioni derivano 
subito dalla natura dc’duc triangoli BAD, ACD, i quali per es- 
sere AD un diametro son rettangoli, c dònno: BD=\/aD 2 — AB*. 
CD=y/ AD* — AC* laonde, ponendo queste espressioni nella (a) 
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e sostilucndo i simboli algebrici, s’ avrà : 


lo 


(3) a\? 4r“ — 6'-+-6\/ 4r* — a‘=2cr, 

donde si caverà: 

abe 

4) r= - ■ 

V/4 aV-'a’+c’-ò*)’, 

È questa la forinola che risolve la proposta questione, c può 
facilmente essere trasformata in modo da potervi applicare i lo- 
garitmi. In elTetti, se si osserva clic la quantità sottoposta al ra- 
dicale è la differenza di due quadrati, potrà scomporsi in fattori, 
come qui appresso: 

4aV — (a*-|-e* — 6*J*=(2ac+a*-|-c* — 6*)(2ac — a* — c*-t-6*)= 
((a+c)*— 6*)(6*— (a— e)*)=(a-+-&-»-c) (a-t-c— b)(a-t-b— c) (b+c— a); 
onde, fatto per semplicità <n-&-t-c=2s, s’avrà: 

4a*c*— (a*-f-c* — 6’) *=1 6s (j — a) (s — 6) (s — c) ; 
ed in line, sostituendo nella (4), s’otterrà: 


(5) 


abe 


4V *(* — a)(s — b)(s — e) 


Se il triangolo è equilatero, sarà a=fc=c, onde si ha più sem- 
plicemente, 

(6) 

20. Il vantaggio dell’applicazione dell’algebra alla geometria 
non è solo quello di dar le formole che alla proposta questione si 
riferiscono; ma di condurre ancora ad altre proprietà, o relazioni 
diverse dalle proposte, paragonando le formolo ottenute con altre 
già note. E per fermo, se nell’attuale problema si rifletta, che il 
radicale della formola (5) rappresenta la superfìcie S del trian- 
golo (Trig. n. 144) ne trarremo subito l’altra elegante formola: 

(7) 4 Sr=abc, 

che stabilisce una relazione tra i lati, la superfìcie del triangolo, 
e il raggio del circolo circoscritto. 

Laonde si può ancora, mercè le formole (1) e (2) (n.°143 della 
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trigonometria}, combinate con la precedente 7), esprimere il rag- 
gio in funzione d'un lato e dell'angolo opposto, o pure d un lato e 
due angoli. 

Similmente, eliminando 5 tra la 1) e la (5), s'avrà: 

(8} ARrs=abc, 

e questa formola stabilisce una relazione fra i lati del triangolo e 
i raggi de’circoli iscritto e circoscritto. 

21. Problema III. — Determinare la superficie d'un quadrila- 
tero iscritto in un circolo, essendone dati i lati. 

Soluzione. — Rappresenti ABDC fig. a pag.li il dato quadri- 
latero; pongansi i luti AB=a, BD=ò, CD=c, CA =d. 

Si rappresenti con 5 la superficie incognita, e si tratterà di de- 
terminare 5 in funzione di a, b, c, d. Non essendovi tra questi 
elementi una immediata relazione, la quale potesse algebrica- 
mente tradursi in equazione, converrà far uso di elemeuti ausi- 
liari!'. 

Si tiri perciò la diagonale AD, che scomporrà il dato quadrila- 
tero ne’due triangoli ABD, ADC, de'quaii dinoteremo le superfi- 
cie con 5, , 5, ; e s'avrà una prima relazione 

(b) 5=5, +5,. 

Inoltre si osservi che la somma de’due angoli opposti ABD, 
ACD, è uguale a 180°, e però, se si dinoti il primo con II, l'al- 
tro sarà espresso da 180° — B. Quindi s’avrà (n.° 143, Trigo.): 

S,=-^-abscnB, 5,=4~ cdsen (ISO 0 — B)= -i- cdscnB; 

laonde, ponendo questi valori nella (b) emergerà: 

(c) 5=4- {ab-hcd)seiiB. 

Siccome si suppongono dati i soli Iati del quadrilatero, cosi 
l'angolo B deesi considerare come un elemento ausiliario, c sarà 
necessario trovare una relazione tra esso e i lati dati a, b, c, d 
per poterlo eliminare dalla (c). Or, questa relazione immediata- 
mente s’ottiene dai due triangoli ABD, ACD, i quali per un teo- 
rema conosciuto (teor. 2.° n.° 114, Trig.), dànno 

AD* — :ci*-f-à a — 2abcosB=c*-\-d’+2cdcosB, 
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donde si deduce : 


o*-+-6* — e* — d' 
2{ab+cd) 




e quindi sen B= 

2 K ab+cd) 

Sostituendo pertanto questo valore di senB nella (e) s’avrà fi- 
nalmente: 


(9) S=-j- \f \(ab+cd)' — (a a -(-6“ — e* — d’)\ 

Questa formola risolve completamente la questione proposta; 
ma per poterne fare uso nel calcolo numerico converrà porla sot- 
tana forma, che si presti al calcolo logaritmico. A ciò si perviene 
facilmente osservando, che la quantità sottoposta al segno radicale 
è la differenza di due quadrati, e però, operando come si è fatto 
per la formola (4) c ponendo a+b+c+d=2s, si troverà: 

(10) 5=\/ (s — a)(* — -6)(s — c)(s — d)\ 


ART. 111. 

Rivoluzioni di alquanti problemi grometrleo-grallel determinati. 

22. Problema I. — Dato il triangolo ABC menare una retta pa- 
rallela al lato AC, in modo che la parte MN, intercetta fra gli altri 
due lati, risulti eguale ad un'altra retta data d. 

Analisi. — Suppongasi risoluto il problema, e sia MN la retta 
dimandata; indi si osservi che attualmente 
è incognito il punto M, pel quale dee passa- 
re questa retta, e che d' altronde, conosciuto 
questo punto, la questione è interamente ri- 
soluta. L'incognita del problema è dunque la 
, distanza di questo punto ad un punto dato ; 



V 

B f 
% 

\ 

w 


/ 1 

3 


AB=a, AC =6, AM=x, e quindi risulterà 
BM=a — x. 

Posto ciò, Ira questi elementi dati ed incogniti abbiamo una 

\ 
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relazione che deriva dal dover essere la retta MN parallela ad AC, 
e però deve aver luogo la proporzione AB : AC : : BM : MN, o ve- 
ro in simboli 

a : b : : a — x : MN, donde MN= ^' n * • 

a 

Inoltre, per seconda condizione del problema, dev’essere MN=</, 
dunque dovrà esser pure 



a. 


Soddisfatte cosi algebricamente tutte le condizioni del problema, 
non resta che trarre il valore dell'incognita da quest’ultima equa- 
zione, e si ha: 



Laonde per avere la distanza incognita AM, converrà (n.° 6) co- 
struire una quarta proporzionale in ordine alle tre rette b, a, e 
b — (I. Questa costruzione polrebbesi fare a parte; ma sarà più ele- 
gante eseguirla senza uscir dalla figura data, come nel num. 16 
si è avvertito. A ciò facilmente si perviene, mercè la seguente 

Composizione del problema. — Si tagli CD=&, si meni per D 
la DM parallela a JiC, e sarà M il plinto cercato. 

In effetti, essendo CD=d, sarà Al)=à — d; e perchè DM è pa- 
rallela a BC, la AM è quarta proporzionale alle tre rette AC, AB 
cd AD, cioè b, a, c b — d. 

Disamina. — La forinola (1) ci mostra che la x sarà positiva, 
nulla o negativa, secondo che sarà 6>d, b=d, à<d; e quel che 
più è degno d’attenzione si è clic, seguendo la medesima prece- 
dente costruzione, in tutte e tre le ipotesi, essa stessa ci farà co- 
noscere il vero modo con cui l’incognita , che sempre soddisfa 
l’ equazione, soddisfaccia poi al problema, secondo la posizione 
che prenderà la retta AM. 

Così, finché sarà 6>d, x sarà positiva; la retta AM cadrà da 
A verso B, c la retta MN si troverà dentro il triangolo ABC, co- 
me evidentemente deve succedere. Quando poi sarà à=rf, risulte- 
rà ;r=0: in pali temp 1 1 il punto D cadrà in A e la parallela DM 
passerà per lo stesso | unto A e coinciderà col lato AC, come col 
fatto dev'essere ; perchè la retta data in tal caso, uguaglia questo 
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lato. Finalmente quando sarà 6<d, la x risulterà negativa, e la 
costruzione eseguita con questi dati, alio stesso modo come pei 
casi precedenti, determina il punto incognito sul prolungamento 
della BA, in Al'. Questo risultamento ò d’accordo con l’ipotesi 
stabilita; imperocché, se la retta data è maggiore del lato AC, 
non può evidentemente cader dentro il triangolo, e d’altra parte 
la condizione del problema richiedeva solo che la retta data fosse 
compresa tra i lati AB, BC, e non dentro o fuori del triangolo; 
ond’ è che necessariamente la retta data devesi , in quest’ ultimo 
caso, trovare in M'N' al di sotto di AC, senza che questa solu- 
zione sia incompatibile con la natura della questione. 

23. Quest’ultimo risultamento ci mostra in primo luogo, che i 
valori negativi, in fatto di costruzioni geometriche, al pari dei po- 
sitivi, derivano da una stessa operazione, e prendono da sé stessi 
una posizione opposta a quella de’ positivi; ed in secondo luogo 
che non è mestieri, trattandosi di linee, invertir l’ordine della 
sottrazione, per renderla possibile in alcuni casi, come avviene 
quando si tratta di numeri. Ciò ha luogo per la legge di continui- 
tà che regna nelle lince, e per la proprietà che esse hanno di po- 
ter essere prolungate indefinitamente, in generale, sì da una parte 
che dall’altra. Ma non ha luogo la stessa cosa ne’nuraeri, ove non 
si può altrimenti eseguire la sottrazione, che togliendo il minor 
numero dal maggiore. 

24. E si può anche qui, come nei problemi numerici , notare 
come il segno meno, che prende in taluni casi l’incognita x, sia 
conseguenza della supposizione primitiva, fatta su la sua posizio- 
ne, e che una supposizione inversa invertirà pure il segno del- 
l’ incognita. Così, se si supponesse essere AI' il punto incognito, 
e si facesse quindi AM=ar, si troverà, seguendo gli stessi ragio- 


<d—b) 

namenti come sopra x = — -• 


In tal caso x sarà positiva qua- 


lora supponesi d>6, e la costruzione della formola darà il pun- 
to M'. Sarà poi negativa la x qualora sia d<b, e la medesima co- 
struzione darà il punto M, accordandosi così con la posizione che 
deve prendere la retta cercata, la quale, essendo, in questo caso, 
minore di AC , deve necessariamente esser compresa nel trian- 
golo ABC. 
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25. L'esposta analisi serve a convalidare il principio che il se- 
gno negativo, che è affisso al valore numerico d' una distanza ad 
un punto fisso, serve a far prendere a questa distanza una posi- 
zione del tutto opposta a quella stabilita nell' esprimere analitica- 
mente le condizioni del problema; e ne darà una soluzione, qualo- 
ra questa posizione si accordi con le altre condizioni non espri- 
mibili algebricamente. 

26. Problema II. — Date le rette OX OY perpendicolari fra 
loro, ed un punto A egualmente lontano da ciascuna, menare per 
questo punto una retta in modo, che la parte compresa tra le rette 
date eguagli una retta data m. 



Analisi. — Suppongasi risoluto il problema, e sia NAM la 
retta richiesta. Questa retta dovendo passare pel dato punto A, 
resta solo a determinarne o un secondo punto, o pure l'angolo che 
far deve con un’altra retta data di posizione. Questa seconda quan- 
tità si determinerà soddisfacendo all'altra condizione, la quale ri- 
chiede che la parte intercetta MN eguagli la retta data m. Per- 
tanto, supponiamo che vogliasi determinare un'altro punto M pel 
quale dee passare la retta cercata, e facciamo perciò la distanza 
incognita OM=x; e quindi ponendo AB=OB=a, sarà BM= 
x — a. Per formare l’equazione del problema, converrà trovare l’e- 
spressione analitica di MN, ed eguagliarla in seguito ad m. Si 
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osservi dunque che in virtù del triangolo rettangolo MON, si 
ha in primo luogo: 

(2) MN=v/omVÒN*==\/ a’+ON*; 

poi, per esser simili i triangoli MON, MBA, si ha la proporzione 
BM : AB : : OM : ON, o vero in simboli: 

QX 

x — a : a:: x: ON, donde ON= » 

x — a 

e quindi sostituendo questo valore di ON, nel secondo radica- 
le (2), e poi eguagliando il risultamento ad m* e sviluppando il 
risultamento, troverremo l’equazione del problema cosi csprssa: 

(3) x* — 2ax’-h(2a‘ — tn')x*-\-2am'x — a’m*=o. 

Quest’equazione, essendo del quarto grado, c’indica che il pro- 
posto problema ammette, in generale, quattro soluzioni, e volen- 
done costruire geometricamente le radici, senza le considerazioni 
che qui appresso saremo per esporre, converrebbe ricorrere a 
mezzi di costruzione che più innanzi saranno spiegati. 

27. Si osservi intanto che la (3), presentando nei segni tre 
variazioni ed una permanenza, sia che 2a* si supponga maggio- 
re, eguale o minore di m*, ammetterà, in generale, secondo il 
teorema di Cartesio una radice negativa e tre positive; per mo- 
do che vi saranno sulla retta XX', in generale, tre punti situati 
dalla parte positiva OX, come M, M\ M", ed uno M'" posto dalla 
parte negativa; e ciascuno di essi, congiunto col punto dato, darà 
una delle posizioni di cui è suscettiva la retta cercata. E col fatto 
si può vedere sulla stessa figura che la retta incognita può pren- 
dere una delle quattro posizioni MN, M'N\ M*N", M" , N W , e sod- 
disfare ambe le condizieni espresse nell’enunziato, di passare cioè 
pel punto A, ed esser compresa tra le rette OX, OY. Anzi qui è 
da osservare, che, non essendosi espresso analiticamente che la 
parte della retta cercata, intercetta fra le rette date, dovesse tro- 
varsi fra le parti OX, OY, solamente, e non pure fra i loro pro- 
lungamenti OX', OY' ; cosi l’algebra, per la generalità de’suoi 
procedimenti, ci ha dato tutte quattro le posizioni della retta in- 
cognita, ad un tempo, facendo risultare del quarto grado l’ equa- 
zione del problema. 
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Si può inoltre osservare che, lissata una volta la posizione MN, 
sarà pure determinala quella della M'N\ perchè sarà sufficiente 
prendere OM'=ON, o pure ON'=OM, e congiunger quindi M' 
o pure N' con A. E, similmente, resa nota la posizione d'una 
delle due rette M"N", M"'N'" , della prima per esempio , si co- 
noscerà pure quella dell’altra, prendendo OM" , =ON ir , o pure 
ON"'=OM'', e congiungendo M'", o V" con A. 

28. Quest’ultima osservazione ci porge il mezzo onde far dipen- 
dere la costruzione dell’attuale problema da quella di due equa- 
ni più semplici della (3). In effetti, essendo OM*-t-ON*=MN =m % 
ON=OM', sarà OM*-l-OM'*=m*,e similmente sarà OM* +0M " 2 
=m’: laonde, se dinotiamo con x lt x t , x„ x t le radici della (3), 
rappresentate geometricamente da OM, OM', OM", OM'" s’avrà: 
(4) (5) xj-+-x’=tn*; 

e d’ altra parte , in virtù della stessa (3) e per le relazioni tra i 
collidenti e le radici d’ un’ equazione, si ha 


(6) x J -\-x t -+-x,+x i —2 a (7) x 1 x t x l x A ——a , m t . 

Posto ciò, pongasi 

(8) x t -hx t —s, 
e sarà per la (6): 

(9) x,+x t =2a—z; 

indi elevando a quadrato queste due ultime equazioni, c ridu- 
cendo per mezzo delle (4) e (5), risulterà: 


(iO) 


(2 a— z)”— m* 


(11) x,x A = 


2 


Dalle relazioni (8) e (10) vedesi dunque che le a:,, x M son radici 
dell’equazione di secondo grado 

(12) u'— sw-t- - 5- W ' -=°; 

e dalle (9) e (11) si vede che le x , , x l sono radici dell’altra equa- 
zione, anche di secondo grado, 


(13) 


u” — (2a — z)u -+ 


(2a — a)* — m 2 
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quindi per determinare tali radici, converrà determinar prima il 
valore dell’incognita s. Si sostituiscano per ciò i prodotti (10) e 
(11) nella (7), ed ordinando il risultamento rispetto a z, sotterra 
l’equazione 

s* — 4 oz s - 4 -4aV — 2mV-t-4am’s-bm*=o, 

la quale, essendo il primo membro il quadrato di s* — 2 az — rn*, si 
riduce all'altra 

(14) 3* — 2<j3 — m s — o, 
le cui radici sono: 

(15) z=a-h\/ «*+m“, 3=a — ^ 

le quali sostituite rispettivamente nella (12) e nella (13) forni- 
scono le due oquazioni: 

(16) m“ — (\/ a a 4 -m' , -i-a)u-(-a(y/ a*4-m*-t-a)=o, 

(17) u*-f-(V' a*-t-fn* — a)u — a(\/ — a)=o. 

Dopo ciò non rimane che costruire geometricamente le radici 
di queste equazioni , le quali radici saranno i quattro valori 
di x. Si osservi dunque che, presa OQ=»), (fig. p. 20) sarà BQ= 
V «’+m*. e tagliando BQ^BQ^BQ.sarà OQ'=\/ a, 

OQ ff =\Za*-t-m 1 ' — a. Inoltre, se descrivansi le mezze circonfe- 
renze ODQ\ OE"Q*, c, presa OB"=OB=a , si menino le per- 
pendicolari BE, B"E" e si prolunghino fino ad incontrar le dette 
circonferenze, sarà OE a =OB . OQ'=a( V a , -t-m*-(-a) , e OE"*= 
OB" . OQ"==a (V a'-i-m’ — a). Pertanto, seguendo la regola del 
(n.° 12) , si tagli OE'=OE, si meni E'D'D parallela ad OX, e 
saranno E'D', E'D le radici della (16), le quali bisognerà portare 
da O verso X, perchè ambedue positive. Per aver poi quelle del- 
la (17) converrebbe applicare alla circonferenza OE" 0* una tan- 
gente eguale ad OE", e congiungere l’estremo di questa tangente 
col centro (n.° 12). Ma, osservando che la parte di questa congiun- 
gente, compresa tra il centro e l’estremità della tangente, sarebbe 
l’ ipotenusa d’un triangolo rettangolo, avente per cateti il raggio 
OC' e la corda OE", allora più facilmente si eseguirà la costruzione, 
congiungendo la corda E"Q", tagliando E"F— OC', e C'M"— OF ; 
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in tal modo le radici della (17) saranno OM" positiva, ed M"Q" 
negativa, la quale per ciò si taglierà da O verso X', prendendo 
OM ffr =M' , Q' f Dietro tutto ciò ne segue la seguente 

Composizione del problema. — Pel punto dato A si meni la 
perpendicolare AB sul lato OX, e, tagliala OB"=OB, si meni l’al- 
tra perpendicolare B"E" ; indi tagliala OQ=m, si prenda BQ'= 
BQ"—BQ (*), e si descrivano sulle OQ', OQ " le mezze circonfe- 
renze OE(/, OE ir Q"; fatto ciò si tagli OE'=OE,si conduca E 1 1)' lì 
parallela ad OX, e si tagli OM'=OD\ OM=OD ; poi, menata la 
corda E"Q", e tagliata la E”F=OC',si prenda CM’—OF ed OM'" 
=M"Q". Congiungansi finalmente i quattro punti M, M', M", M m 
col punto A, e si avranno le quattro posizioni della retta dimandata. 

29. Disamina. — Le radici della (17) saran sempre reali, qua- 
lunque sieno i valori di a e di m , e per ciò le soluzioni nei due 
angoli XOY', X'OY avran sempre luogo; ma quelle della (16) Io 
saranno finché sia -i- (^ a*-H» , -H»)*>a (V a*-+-m*-+-a), 

o vero, sviluppando e riduccndo, sinché, m>2a^ 2. Or aV 2 rap- 
presenta la diagonale del quadrato OA, dunque il problema pro- 
posto ammetterà geometricamente due sole soluzioni, se la retta 
data è minore del doppio della indicata diagonale. 

30. Lasciando ora da parte la distanza OM, presa per incogni- 
ta nella precedente soluzione, prenderemo invece per incognita 
r angolo NMO, che può del pari risolvere il problema ; e poiché 
un angolo si determina mercé una sua linea trigonometriche, fa- 
remo cot.NMO=s. Per stabilire l’equazione del problema in que- 
sta seconda ipotesi , senza fare nuovi ragionamenti, osserveremo 
solo che 

BM x — a . x — a 

cotNMO=- rs -= , o sia z= , e perciò 

AB a a 

(18) x=a (1-H*): 

allora sostituendo in (3) questo valore di a:, s’avrà immediata- 

(*) Non si è congiunta la BQ, perchè si può, senza congiungerla, prender 
col compasso un intervallo eguale a BO; e tutte le volte che la distanza fra 
due punti è una retta ausiliario, come le BQ, OE ,r , OF, varrà meglio non 
segnarla, afiìa di render minore il numero delle operazioni grafiche. 
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or, 


mente la chiesta equazione in z, la quale, ordinata rispetto a z, 
c, fatto per semplicità . 


(19) 


— - — 2—ii 

a 


si trova essere la seguente : 

(20) z*+2z J — nz a -h2z-hi=o, 

che, essendo reciproca, potrà facilmente abbassarsi di grado, divi- 
dendola prima per z\ e riunendo quindi, in uno, i termini ad c- 
gual distanza dagli estremi; il che fatto s'avrà : 

^z“-+- -+-2 ^ — n=o. 

Ponendo ora : 

(21) *-i-Y=y, 


la precedente equazione, e conseguentemente la (20) si trasforme- 
rà nella seguente del secondo grado: y’+Sy — (n-t-2)=o, le cui 
radici sono espresse da y— — 1±\/ 3-t-f», o vero, rimettendo per 
n il suo valore (19) e riducendo, da 

M== • 


Sostituendo ora ciascuna di queste radici nella (21), dopo averla 
ordinata rispetto a z, ne emergeranno le due equazioni: 


( 22 ) 


, V n'-t-r/i’ — a V V+m’-HZ 

z z=— 1, (23) s -t-- 




le cui radici daranno i valori dell’incognita, necessarii alla solu- 
zione del problema. 

31. Otteniamo anche cosi quattro valori per questa nuova in- 
cognito, ed essi son relativi alle quattro soluzioni che la questio- 
ne ammette; ma, in questo secondo modo di soluzione, i detti va- 
lori possonsi più facilmente costruire. E dapprima osserveremo 
che le radici della (23) essendo negative, la cotangente z, ricavata 
da quest'equazione, apparterrà all'angolo ottuso che la retta di- 
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mandata dovrà fare con la retta XX' da X verso X' , seguendo il 
senso stabilito nel porre il problema in equazione. 

Per costruire intanto le radici delle (23) e (28) pongasi per un 
momento 

(24) Hb 

ove u, secondo il principio d’omogeneità, rappresenta una retta 
al pari di a. In tal modo le (22) e (23) si trasformano nelle se- 


glicoli: 


(25) 

u* — (y/ a*-t-m* — a) u= — a*, 

(26) 

«*-+-( V a’-f-m'-i-a) «= — a’ 


ie cui radici, seguendo la regola del n.* 12, s’otterranno mercè 
la seguente 

Composizione del problema. — Si metti per A la P'P" pa- 
rallela ad XX', si prolunghi la AB , finche sia AP=m , e sarà 
B'P=y a’-t-m* ; indi si tagli B'P"=B'P’=B'P, e sarà: A/*'— 
V a’-i-m* — a. AP”=Sj a*+m*+a. 



Fallo ciò, si descrivano sulle AP\ AP ", come diametri, le mez- 
ze circonferenze AM P' , AM"P", e saranno (n.° 12) BUI, BM' , 
i valori di u della (25), e BM", BM!" quelli di u della (26), essendo 
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dippià i primi positivi, ed i secondi negativi. Finalmente, (per avere 
i valori di z come l'indica la (24) ) si congiunga il punto A coi 
punti M, e saranno MN , M'N", M"N m , le 

quattro posizioni che può prendere la retta dimandala. 

32. Newton nella risoluzione dell’attuale problema assunse per 
incognita altri elementi, diversi da'precedenti: egli (*), osser- 
vando che se fosse nota la distanza AR del punto medio della retta 
MN dal punto fisso A (fig. pag. prec.), il problema sarebbe riso- 
luto (”) , prese quella distanza per incognita , e giunse così al- 
l’equazione, facile a ricavarsi: 

(27) t l — 2 (a’-t- -1 m*) fi=±. m* (2a*— -1 m’), 

ove l rappresenta l’incognita distanza AR, ed a ed m hanno gli 
stessi significati come innanzi. Or, quest’equazione trinomio si 
abbassa subito al secondo grado, come si sa dall’algebra. 

33. Osservò ancora che se fosse noto il punto S, ove la perpen- 
dicolare RS, condotta dal punto medio R sulla congiungente OA 
prolungata, incontra questa congiungcnte, il problema sarebbe 
parimente risoluto; poiché, essendo NOM un triangolo rettango- 
lo, il punto R è il centro del circolo che passa per M , O , N , e 
però OR— RM=-i- m; sì che, quando fosse nota OS, si descrive- 
rebbe da prima un circolo col centro O e con un raggio eguale 
alla metà della retta data,c poscia si menerebbe per S la perpen- 
dicolare ad OA, la quale perpendicolare incontrando il circolo, 
determinerebbe R.Or, prendendo e per la distanza incognita SO, 
e ponendo OA=6, si troverà facilmente (’“): 

(28) e*— -i- bv= -i- m\ 

la quale equazione non è che del secondo grado, ma uon cessa per 

(’) Aritmetica universali s; prole 21, pag. 118; ediz. Verbech 1732. 

(") Di fatto conoscendo AR, sarebbero parimente noti i due semmenli AM, 
AN, e quindi descrivendo, col centro A, e con un raggio eguale ad uno di 
questi semmenti un arco di circolo, questo verrebbe a determinare un secon- 
do punto M o N della retta dimandata. 

("*) Prolungando OS d’uno quantità SU=SO, e supponendo congiunte Rii, 
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questo di condurre alle quattro soluzioni.chc il problema ammet- 
te; imperocché evidentemente le radici di quest'equazione sono 
di segno contrario, e perciò esse determineranno due punti S cd 
S' c quindi due perpendicolari SR, S'R", le quali incontreranno 
il circolo descritto come sopra è detto, in quattro punti, clic da- 
ranno le quattro soluzioni di che la questione è suscettiva. 

34. Ponendo e=t>'-+- -L b, la precedente equazione, si cambia 
nell’altra semplicissima 



la quale determina i punti ignoti S, S', mercè la costruzione d’un 
circolo, avente un raggio eguale alla radice quadrata del secon- 
do membro di quest'equazione, cd il centro sulla OA, a una di- 
stanza=-|-OA, dal punto O, in virtù della relazione r=r'-| — ~b. 

35. Finalmente, prendendo per incognita la distanza AT,tra il 
punto A c la MT parallela ad OY , si giugne pure ad una sempli- 
cissima equazione del secondo grado, che conduce alla costru- 
zione data da Pappo d’Alessandria, relativamente a l'attuale pro- 
blema. 

36. Abbiam cercato, a bella posta, estenderci alquanto nella e- 
sposizione di questo problema, a line di mostrare come una con- 
veniente scelta dell’incognita meni ad una composizione geome- 
trica più semplice, o vero come questa composizione dipenda 
dalla costruzione di equazioni più semplici di quella da prima 
ottenuta ; di tutto ciò qui appresso se ne vedrà la ragione. Si 
sa dall'algebra che, in generale, un’equazione si può abbassare di 
grado, quando si conosca una qualche relazione fra le radici : il 
che vuol dire che la determinazione delle radici dell’equazione 
del problema dipende dalla risoluzione di altre equazioni di gra- 
do più semplice, aventi relazioni determinate con la data. 

RO, avremo due triangoli isosceli Ulto, OHM , i quali dònno JtUO=ROU, 
RMO=ROM; c quindi RUO+RMO=i:uM=IS° ; URM=RUO+RMO+UOM , 
dunque l l!M è un angolo retto , quindi il triangolo ARU è rettangolo in lt , 6 

dò IìT |4 =AlJxbS, o vero ’ »n*=r(3t — b)v. 
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Or, quando un problema geometrico si pone in equazione, può 
intervenire che la determinazione grafica dell'elemento che deve 
soddisfare alle condizioni prescritte, possa in più guise effettuar- 
si: cosi nel problema in discorso la retta MN (fig. pag. 26) pote- 
vasi determinare sia mercè il punto M, o pure N (n.° 26) ; sia 
mercè la sua inclinazione rispetto ad una delle rette OX , OY 
(n.° 31) ; sia assegnando la posizione dei suo punto di mezzo (n.° 
32) ; sia ancora determinando il piede della perpendicolare me- 
nata da quest’ultimo punto sulla congiungente OA (n.° 33) ec.; 
ed ognuna di coleste maniere di determinazione chiedeva una 
particolare incognita , che diremo, per un momento , risolven- 
te. Di più, se il proposto problema ammette più soluzioni, que- 
ste debbousi sempre ottenere, qualunque delie varie risolventi 
siesi presa per incognita; se non che, potendo queste soluzioni o 
determinazioni esser tali da stabilire delle attinenze particolari 
tra i rispettivi elementi che le assegnano , e che sono i diversi 
valori dell'ignota assuuta, cosi l’equazione finale può, in virtù di 
quelle attinenze, o risultar da sè stessa, o pure rendersi suscet- 
tiva di prender forma più semplice. Ciò per l’appunto è avvenuto 
nel nostro problema , ove , sia che si prenda per risolvente la 
OM,o l’angolo NMO, o la distanza AR, si giugne sempre ad un’e- 
quazione di quarto grado; nel primo caso, vista la relazione che 
esiste tra i quadrati di due de'valori della risolvente , o sia delle 
radici dell'equazione (3), la ricerca di queste radici si è ridotta 
a quella delle radici di due altre equazioni del secondo grado; nel 
secondo caso, a motivo che i valori della risolvente sono a due a 
due inversi, anche la risoluzione dell’equazione finale si è ridotta 
a quella di due altre equazioni del secondo grado; nel terzo caso 
le radici dell'equazione (27) dovevano essere eguali a due a due, 
e di segno contrario , e perciò la detta equazione era abbassa- 
rle ad un grado sudduplo; in effetti, secondo la costruzione in- 
dicata nella nota a pagina 27 , se per avere il punto M bisogna 
aggiugnere alla metà della retta data la distanza AR (fig.p.26), c 
descrivere un arco col centro A e con un raggio eguale alla som- 
ma di queste due rette; all'opposto, per avere il punto M' , il rag- 
gio dev'essere la differenza tra le medesime rette: lo stesso di- 
casi per gli altri due punti , W. 
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Finalmente, prendendo per risolvente la distanza OS (flg.p.26), 
si è avuto un'equazione del secondo grado, e in questo caso pare 
che il problema non ammetta più quattro soluzioni; ma cosi non 
è nel fatto, poiché, se si osserva che per la posizione simmetrica 
delle due rette MN, M'N\ i loro punti medi R, R' si trovano su 
la medesima perpendicolare RSR', si conchiude che il medesimo 
valore dell’ignota che determina il punto R per la prima retta, lo 
determina nel tempo stesso per la seconda, ed altrettanto ancora 
avviene per le altre due soluzioni , 31 W N'". In questo caso 
dunque l’incognita non può avere che due valori essenzialmente 
distinti, i quali conducon alle quattro soluzioni del problema. 

37. Dal fin qui detto risulta , che , dopo messo in equazione 
un problema geometrico, prendendo per incognita una delle va- 
rie risolventi, e conosciute le diverse soluzioni, si dovrà vedere 
se fra queste soluzioni vi sia qualche particolare relazione ; o 
se per un’altra risolvente, le soluzioni potessero divenire a due 
a due eguali e di segno contrario, o inverse; o finalmente se una 
stessa risolvente appartenesse a due differenti soluzioni ; ed 
in qualunque di questi casi si è certi che il problema ammet- 
te una soluzione geometrica più semplice di quella che può dare 
la equazione da principio trovata ( se pure questa non goda essa 
stessa della medesima proprietà), e la più semplice tra tutte è 
quella che si ha, prendendo per incognila la risolvente comune a 
più determinazioni. 

38. Da ultimo è da notare che non sempre è possibile lo scor- 
gere a priori le dipendenze tra le radici d’un’cquazionc, o quali 
trasformazioni converrebbe fare, perchè la proposta, se lo com- 
portasse la questione, si abbassasse di grado. Allora converrebbe, 
con mezzi tutti diretti, cercare se sia possibile, e come si possa 
scomporla in altre più semplici. E per dare un esempio di tal me- 1 
todo, lo applicheremo, seguendo il chiar. Prof. Radula, ad un’e- 
quazione del quarto grado (*) ; 

(30) :c*-|-aa; , -f-6.r , +cx-t-d=o. 


(*) Puniti — Raccolta di problemi di geometrìa risoluti coll'analisi 
algebrica: pog. 187. 
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che supponiamo si possa scomporre in due fattori del secondo 
grado 

(31) ®*-t-f»x-t-n=o, 2 ‘+m'x+n'=o. 

In tal caso il prodotto di queste equazioni dovrà esser identico a 
la (30); operò eseguendo questo prodotto, e paragonando i coef- 
ficienti delle sue potenze con quelle dello stesso grado della (30), 
avremo: 

(32) m+m'—a, n+n'+win— i, nm'-f-nm'=c, nn'=d. 

Inoltre, perchè la costruzione delle (31) potesse eseguirsi solo 
con rette e circolo, secondo la regola del n.° 12 , è mestieri che 
i valori dei coefficienti wi , n , m ' , n' , non contengano che radi- 
cali solamente quadrati. Quindi, se si faccia mm'=z, le (32) uni- 
tamente a quest’ultima equazione, formeranno il seguente si- 
stema: 

m+m'=a, n+n'=b — z, mn’ +nm'—c, nn'—d, mm'—z. 

La prima c l'ultima c’indicano essere m ed m ' le radici dell’equa- 
zione di secondo grado 

(33) h‘—ah+s— o; 

e la seconda e quarta mostrano che n, n' sono radici dcH’equaziono 

(34) k' — (6 — z)k+d=o, 
laonde sarà : 

m= ■— (a± V «“ — 4s) m'= -i- (a rp V a ’ — *-) 

(35) n = i- ( 6— z ± V (b—z)'— 4d ) , 

n'— 4- ( 6 — i b — s)*— 4d) , 

avvertendo che si è messo il doppio segno, ma in ordine inverso, 
nei due valori di m ed m', e cosi pure in quelli di n ed n', non sa- 
pendo per ora quale delle due radici della (33) rappresenti m o to', 
e quale delle due radici della (34) rappresenti n o n'. 

Ponendo questi valori nella terza condizione mn'-+-nm'=c , 
s’avrà da prima : 

(36) a(b — z) — V (a*— 4s) V (b—z)’—M=2c, 
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e quindi, sviluppando e ordinando, s’avrà la seguente equazione: 

(37) z s — 26s’-+-(6*4-ac — W)z-t-c*+a*d — a6c=o, 

la quale servirà a determinare z , che poi sostituita nelle (35) ci 
darà i valori de'quattro coefficienti n» , m! , n , n' ; e così reste- 
ranno completamente determinati i due fattori (31). 

Or, poiché i detti coefficienti devono dipendere da radicali so- 
lamente quadrati , è mestieri che anche di tal natura sieno i va- 
lori di z della (37). Ma un’equazione non potendo contenere una 
radice della forma p-t-V? • senza ammetterne un'altra p — VV. 
così la (37) deve necessariamente contenere almeno una radice 
razionale, la quale per conseguenza dee essere uno de'fattori del- 
l’ultimo termine. Se dunque ciò avviene l’indicata scomposizione 
deH’equazione di 4° grado nelle due di 2° avrà luogo, altrimenti no. 

Per conoscere ora qual sistema di segni converrà ritenere nel- 
l'adoperare le forinole (35), s’ osserverà che dalla (36) si ha: 

(38) a(b — z) — 2c=y/ a*— 4 z\/ {b—z/—U; 

donde si vede che se a(6 — z)>2c , il secondo membro di que- 
st’equazione dovrà esser esclusivamente positivo, e perciò i due 
radicali che lo compongono deggiono essere dello stesso segno; e 
se a(b — z)>2c , i detti radicali van presi con segno opposto: nel 
primo caso dunque i valori di m, m', n, n', saranno i (35), e nel 
secondo caso, invece saranno i seguenti: 

^»b=- 1 (a±V a ‘ — * 2 )» w» — -5- ( sz f V a* — 4 a) , 

(39) ] n=-i(A— z=fV {b—zy—to), 

( n'=|(6— z±V (ò-z)*— 4d) 

ricordandosi sempre però di prendere o i soli segni superiori, o 
i soli inferiori. 

Per altro, i fattori che si ottengono nel primo caso, non rie- 
scon diversi da quelli che si hanno nel secondo; poiché il ritene- 
re una volta i soli segni superiori, ed un’altra volta i soli infe- 
riori, si riduce a cambiare m ed n in tu' ed n'. Segue da ciò, che, 
avendosi per ogni valore di z una sola coppia di fattori, non v’ha. 
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in generale , die tre diversi modi di scomporre in fattori di 2° 
grado un'equazione del 4° grado, il che d’altronde si sapeva. 

39. Applicando questo metodo alla (3), bisognerà ai coefficienti 
a, b, c, d sostituire rispettivamente — 2a, 2a* — m\ 2am’, — a’m*. 
e cosi la (37) per questo caso diverrà: 

z’ — 2(2a“ — m*)z*+(2a* — m*) , 3+4a 4 m"=o, 

e il solo fattore dell'ultimo suo termine, che la soddisfaccia è — m*; 
e comecché, nel caso che consideriamo, a(b — z)<2c , converrà 
far uso delle formole (39) che, dopo le sostituzioni, diverranno: 

m= — a-t-\/ m'= — a — ^ a*-t-m®, 

n=a * — a ^ a’-t-m*, n'=a*-t-o y r a ! +m i , 

quindi i due fattori di 2° grado, della (3), saranno: 

— a)x — a(\J — o)=o, 

x* — (V a*-t-m*4-a)x-t-a(V a‘+m t +a)=o, 
che sono identici alle (16) e (17). 


CAPITOLO II. 

I» E L I. E P R O J E Z 1 O fi I 


ART. I. 


Projealonl d'aia punto o d'uuu retto sopra aa asse. 


40. Quando la distanza OM d’un punto variabile M da un pun- 

\ o 'm x to fisso O si rappresenta con un sol simbolo x, 
che dinota il valore numerico di detta distanza, allora il segno -+- 
o — , prefisso ad x, serve a far conoscere il sito del punto M ri- 
spetto ad O, sulla retta indefinita XX' (Trig. n.° 14), che con- 
tiene questi punti e si chiama asse: in tal caso il simbolo 4 - x 
o — x rappresenta il valore algebrico di OM. Quale sia il 
sito di M rispetto adO, secondo l’uno o l'altro di questi simboli, 

dipende da convenzione anticipatamente stabilita ; cosi, conve- 

v 
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nendo che la direzione è p osi Uva, andando da X' verso X, sa- 
rà all'opposto negativa, andando da X verso X'. Laonde, messa 
questa condizione, un punto M rispetto ad O si trova sulla parte 
indefinita OX o sull’ altra OX' , secondo che il valore algebrico 
della distanza OM i+zo — x; e reciprocamente. In seguito di- 
remo OX asse positivo, e OX' asse negativo. 

41. Ma per rappresentare la distanza fra due punti si può pure 
fare uso delle due lettere messe agli estremi di quella distanza, 
le quali, diversamente disposte, escludono l’uso de’ segni neces- 
sarii a rappresentare una posizione o la contraria. Poniamo, in 
effetti, che A,B sieno due punti qualunque sulla retta indefini- 

x' A o n M C X 

I r : 1 * 1 * 

ta X'X; la loro distanza avrà sempre lo stesso valore, qualunque 
sia l’ordine con che si scrivono consecutivamente le due lettere 
A e B ; ma se si pone che , scritte in un dato ordine, indichino 
una delle direzioni con che da un’estremo si va all'altro, scritte 
in ordine contrario indicheranno la direzione contraria : così AB 
e BA dinotano due distanze eguali e contrarie, in guisa che 

(1) AB= — BA o pure AB-f-BA=o. 

Similmente se C è un terzo punto sulla medesima retta, e conse- 
cutivo ai due primi A e B, sarà 

(2) AB-r-B C— AC— — CA, o vero AB-+-BC-i“CA=o. 

42. Cotesta forinola è vera non solo nella messa ipotesi, ma in 
qualunque altra posizione del punto C rispetto ad A e B, purché nel 
prendere questi punti, la loro successione sia nell'ordine A, B, C. 
E per vero, il punto C può trovarsi a dritta di B, come si è sup- 
posto, o tra A e B, o finalmente a sinistra di A: nel secondo caso 
la successione di punti (cominciando sempre da sinistra e andan- 
do a dritta) sarà A, C, B, la quale non differisce dalla primitiva 
A, B, C, se non perchè il punto B si è mutato in C, e per contro; 
or questa permutazione eseguita sulla (2), tenendo presente la for- 
inola fondamentale (1), non 1’ altera punto. Altrettanto ha luogo 
per la terza permutazione C, A, B. Pertanto si può stabilire la 
seguente proposizione: dati tre punti per dritto, la somma de' tre 
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semmenti consecutivi , da essi determinali , sarà sempre nulla , con 
qualunque ordine que punti si voglian prendere. 

43. Posto ciò possiamo dimostrare la proposizione generale se- 
guente: 

Teorema. — Se abbiami m punti A t , A t , A ,. . . A m sopra una 
retta, con qualunque ordine questi punti si prendano, sarà sempre 
nulla la somma de' semmenti successivi A x A t ,A t A,,... A m _ t A m . 
In effetti poniamo che s’abbiano, in generale, m — 1 punti A, , A, , 
A, ec. posti per dritto , e rispetto a questi punti abbia luogo la 
relazione 

(3) AjAg-t- A,A,+*«M4'A w _ i A i |_ I +A m _ 1 A l o. 

Prendasi quindi un altro punto A m , e fra i tre punti A ,, A^,, A m , 
e secondo la formola (2), avrà luogo la relazione scramentaria 

A.A^, -4- A^, A m -+- A m A.=o, 

si che, addizionando questa con la precedente eguaglianza, e os- 
servando che, per la formola (1), A.A^.-hA^.A,:^ s’avrà: 

(4) A.Ag-f-A.A,-!- . . . -h A m _,A m +A m A 1 — o. 

E però secondo quest’eguaglianza possiamo conchiudere che, se 
la relazione sommentaria (3) ha luogo per m — 1 punti messi per 
dritto, essa avrà pur luogo per un altro punto di più; ma essa ha 
luogo per 3 punti, come si è dimostrato nel n.° precedente, dun- 
que avrà luogo per 4, e quindi per 5, per 6, e in generale per m 
punti, come si dovea dimostrare. 

44. In ordine alla formola (4) conviene notare che il suo primo 
membro è formato da’ diversi semmenti che si hanno, partendo da 
un qualunque de’punti A, , A, . . . A m , e passando successivamen- 
te per ciascuno degli altri, con quell'ordine che si vuole, e si ri- 
torna al primitivo punto di partenza. 

Inoltre ciascun semmento porta con sè il segno che gli conviene, 
secondo la sua direzione (n.° 41), per modo che la relazione (4) è 
puramente algebrica, vale a dire che, se si dinota con un simbolo a 
il valore numerico d’ un semmento A k A k+1 , il valore algebrico 
-l- a o — a è quello che dovrà entrare nel primo membro della (4). 
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l’or fissare meglio le idee, supponiamo che si tratti di soli quat- 
tro punti A, , A„ A, , A, , come 
i veggonsi segnati nella figura: di- 


-£i- 


\ x A 2 -A* 


notando con a, , a,, a,, a t i rispettivi valori numerici de' seni- 
menti A,A,, A,A,, A,A t , A,A, la relazione semmentaria (4) in 
questo caso è della forma esplicita 

(5) a t — a,4-a, — 0 ^= 0 . 

Cangiando la primitiva successione de’ punti A I( A,, A, , A, 
in un’altra, cangeranno non solo, ed in generale, i valori de’ ter- 
mini a, , 0 ,, ec. della (5), ma si pure i segni. E tutto ciò avverrà 
indipendentemente dalla posizione di cotesti punti, rispetto al 
punto fisso 0. Che se la posizione relativa de’ medesimi punti si 
volesse far dipendere da cotesto punto fisso, allora chiamando *„ 
x t , x , , x l i valori assoluti delle distanze da questo punto ai 
punti A,, A,, A, , A 4 , si hanno, secondo la figura e le conven- 
zioni stabilite relativamente ai segni, le relazioni semmentarie 
seguenti: 

31 ,- 1 -a, — x,=o , x a — a,-t-x,=o, 

— x,+a, — x i =o f x t — a t — x,=o. 

Ora, cavati i valori di a„ a„ a,, a t da coteste equazioni c sosti- 
tuiti nella (5) si giugne alla identità 0 = 0 . Col fatto ciò dovea se- 
guirne, imperocché la (5) ha luogo indipendentemente dalla po- 
sizione del punto 0 rispetto ai punti A , e però essa dovea esser 
verificata indipendentemente da’ valori x. 

45. Rotazione, angolo, inclinazione »’ una retta. — Sup- 
poniamo un asse XX' e immaginiamo una retta 031, la quale da 
Nt P r i nc ip* 0 combaciando con l’ asse positi- 
v vo OX, ruoti poi intorno al punto fisso O di 

quest’asse;supponiamo finalmente che que- 

sta retta mobile si prolunghi in un sol sen- 

,A - X so (anche indefinito se si voglia) rispetto 
al punto 0; c che la ruotazione si effettui 
andando da X verso X', come è indicato 
dalla freccia. È chiaro che la retta OM an- 
drà formando con OX degli angoli crescenti da 0° a 180°, e giunta 
a questa posizione coinciderà con l’asse negativo OX'. Per questi 
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valori 0°, 180® propriamente non si ha angolo, poiché la retta OM 
coincide con OX o con OX\ che è il prolungamento di OX; e in- 
tanto, per uniformità di linguaggio, si dice che l’angolo che essa 
fa con OX è 0° o 180°. Molto meno si ha angolo quando la retta 
mobile continua a rivolgersi intorno al punto O, passando ol- 
tre OX'; ma però non è meno vero che in questo caso, come nei 
precedenti, la posizione della retta OM, rispetto all’asse positivo 
OX,è fissata dandosi l’arco ABm', che un punto determinato mdi 
quella retta ha descritto intorno al punto O come centro, e ciò 
avrà luogo qualunque sia la grandezza dell’arco. 

46. Pertanto supponendo col centro O e con un raggio OA, 
preso ad arbitrio, descritta una circonferenza di circolo ABA'B', 
diremo in generale rotazione della retta con l’asse positivo OX, 
l’arco Am che il punto m, descrive sulla circonferenza, a partire 
dal punto A, dal principio sino alla fine del moto rotatorio della 
retta. In questo modo cotesta rotazione varia da 0° sino all'infi- 
nito; se essa è compresa fra 0° e 180° la diremo particolarmente 
angolo, e se è compresa fra 0° e 90° la chiameremo talvolta, 
inclinazione della retta con l’asse positivo OX. 

47. Diremo la rotazione d'una retta esser positiva, quando 
ha luogo nel senso ora definito, e sarà negativa, se avviene in 
senso contrario, cioè a partire da A e procedendo verso B'. 

E quindi, stabilendo che la rotazione debbasi contare andando 
dall’asse verso la retta, ne segue che una retta OM, o OM', la qua- 
le parte dall’origine e si distende soltanto dalla parte dell’asse po- 
sitivo OB, ha un’inclinazione positiva con l’asse positivo OX, e 
una inclinazione negativa con l’asse negativo OX'; in questo se- 
condo caso la retta OM' forma un angolo ottuso con l’asse positivo. 

48. Inoltre se a indica una qualunque rotazione positiva o ne- 
gativa , e si aumenta o diminuisce di -1- (2n-t-l)T, la retta, corri- 
spondente alla novella rotazione, prenderà una posizione perpen- 
dicolare o, come suol dirsi, normale a quella corrispondente 
alla prima. Se poi a s’accresce di (2n-f-l)r, la retta, corrisponden- 
te alla nuova rotazione, prenderà una direzione, che sarà il pro- 
lungamento della prima retta; e finalmente ogni qualvolta a di- 
viene a+2nr, la retta ruotante riprende la primitiva posizione. 
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Tutto ciò è conforme a quanto fu spiegato nell’ articolo li della 
trigonometria. 

49. Projezione d’en punto sopnA UN asse. — Sieno XX', YY' 
due rette date di posizione (due asssi) e 
sia A un punto dato nel piano di questi 
assi. Per questo punto si meni AA' pa- 
rallela ad YY'; il punto A', in cui que- 
sta parallela incontrerà 1’ asse XX', si 

, chiama proiezione del punto dato A su 
qucll’asse;perciò l’asse XX' è detto asse 
di proiezione, e l’altro YY'vien chia- 
mato dal prof.cHEUNi asse dirigente. 
La retta A A' si dice proiettante, e il punto dato A suolesi 
dire proiettivo. 

Or, se da questo medesimo punto meniamo una seconda retta 
AA" parallela ad XX', il punto A" sarà la projezione di A sull’as- 
se YY', il quale diviene perciò asse di projezione, mentre XX' si 
muta in asse dirigente e la retta A A' è un’altra projettante di A. 

50. Quindi i due assi XX', YY', in fatto di projezioni, sono 
l’uno dirigente dell’altro; e però , volendoli indicare entrambi ad 
un tempo, useremo la parola sistema di assi di projezione 
coniugati, o solamente sistema di assi. Essi intersecandosi nel 
punto O, che si chiama origine, forman quivi quattro angoli a 
due a due opposti ed eguali, e a due a due adiacenti e supple- 
menti. Ritenendo, come al n.° 40 che OX sia la parte positiva 
dell’asse XX', c OX' la negativa, diremo similmente che OY ò 
la parte positiva dell’ asse YY', e OY' è la negativa. Posto ciò, 
l’angolo degli assi sarà, propriamente, quello XOY formalo dal- 
l’asse positivo OX e dal positivo O Y; e lo chiameremo angolo di 
proiezione. Se esso è obbliquo anche le projezioni del punto 
sono obblique; e se è retto le projezioni son parimente rettango- 
lari, e si dicon pure ortogonali. 

In ogni caso, de’quattro angoli che formano gli assi, diremo 
XOY angolo positivo-positivo, 

X'OY' angolo negativo-negativo, 

XOY' angolo positivo-negativo, 

X'OY angolo negativo-positivo. 
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51. Vediamo da ciò cbe, essendo dati due assi e un punto nel 
loro piano, possiamo sempre determinare le projczioni di questo 
punto su quei due assi.Reciprocamente date le projezioni A', A", i 
sempre possibile determinare il corrispondente punto proiettivo; poi- 
ché basterà menare per A' una parallela ad YY', e per A." una pa- 
rallela ad XX'; rincontro di queste due parallele non può deter- 
minare che un sol punto A, che è il punto dimandato. 

52. Chiamando, con una sola parola, equipollenti due sem- 
menti AB, A'B, (fig. prec.) eguali paralleli e diretti nel medesimo 
senso, cioè che si percorrono nello stesso senso ; supponendo i- 
noltre che le rette projettanti si contino dalla projezione al punto 
proiettivo ; e finalmente osservando che OA è un parallelogram- 
mo, ne conchiudiamo che ogni retta proiettante {A' A) d' un dato 
punto è equipollente al semmenlo {OA") dell'asse dirigente, compreso 
tra l’origine e la proiezione del medesimo punto su questo asse. E pe- 
rò una retta proiettante sarà positiva o negativa, secondo che il suo 
semmenlo equipollente cade sull’asse positivo o sul negativo. 

53. Giova notare che tutti i punti d'una retta, parallela ad uno 
degli assi, hanno la medesima projezione sull’altro; e reciproca- 
mente, tutti i punti proiettivi d'una medesima projezione, sopra 
un asse, sono allocati in una retta parallela all’altro asse. Dire- 
mo omo nomi due punti che hanno la medesima projezione. 

54. Finalmente è da osservare che un punto qualunque cCun 
asse non ha projezione su quest’asse, o vero questa projezione è lo 
stesso punto dato, e la proiezione sull'asse coniugato è l'origine. 

55. Projezione d’un semmento rettilineo sopra in asse. — 
Sieno al solito XX', YY'(tìg.prec.) due assiconiugati.e ABunsem- 
roento rettilineo nel loro piano. Si proiettino sull’asse XX', e se- 
condo l’asse YY', i due estremi A e B: le projezioni rispettive A' 
e B' di questi punti determinano sull’asse di projezione X'X un 
altro semmento A'B' il quale si chiama projezione del sem- 
mento proiettivo dato AB sull’asse X'X. Proiettando parimente 
i medesimi estremi A e B sull’ asse Y'Y, e secondo la direzione 
X'X avremo l’altra projezione A"B" del medesimo semmento AB 
sull’ asse Y'Y. 

56. Posto ciò, si può osservare che la projezione d’un dato sem- 
meulo sopra un’asse è, in ogni caso, eguale alla differenza algebri- 
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ca delle due rette projeltanli gli estpemi del semmenlo sull' asse con- 
iugalo. In effetti il semmento projettivo AB deve necessariamente 
cadere in uno degli angoli superiori o inferiori di due assi, o in- 
contrare uno di questioniamo l'asse YY'. In ogni caso, qualun- 
que sia l'inclinazione del semmento rispetto all’asse X'X, ha luo- 
go la relazione semmentaria OA’-t-A'B' -t-B'0=o, da cui si de- 
duce A'B'= — B'O — OA'=OB' — OA' e questa relazione ha luogo 
qualunque siano le direzioni di OB ed OA' cioè i segni di questi 
semmenti , i quali sono equipollenti alle rette proiettanti gli e- 
stremi A e B sull’asse coniugato Y'Y (n°52). Or A'B' è appunto 
la proiezione del semmento projettivo AB, dunque è vero ciò che 
si voleva dimostrare. 

Cosi nel caso della AB 1.*, le OA' ed OB' sono entrambe posi- 
tive, e quindi A'B'=OB' — OA'. Nel caso 
della AB 2.* , la OA' è negativa, e si ha 
perciò A'B'==OA'-+-OB\ com’è col fatto; 
e finalmente nel caso della AB 3*, entram- 
be OA', OB' sono negative, e abbiamo an- 
cora A'B'=— OB'— (— OA')=OA'— OB' 



La medesima dimostrazione ha luogo per la proiezione del me- 
desimo semmento AB sull’asse Y'Y. 

57. Dalla precedente definizione risulta che lutti i semmenti 
AB, A,B, , A'B, , ec.(fig.p.38) compresi fra due rette indefinite A'A 
e B'B, parallele ad uno degli assi, hanno una comune proiezione 
numerica A'B' sull'asse coniugato. Questa proiezione ha lo 
stesso segno per tutti quei semmenti che hanno una medesima 
direzione, cioè che si percorrono partendo da estremi omonomi 
A , A, , e andando ad estremi omonomi B, B,. Essa poi ha segni 
opposti per due semmenti che sono diretti in senso contrario, 
cioè tali che mentre in uno la direzione è, per es. , da A ver- 
so B, per l’altro è da B, ad A,. 

58. Quando più semmenti si proiettano sopra un medesimo asse 
di proiezione e con uno stesso asse dirigente, le proiezioni rispet- 
tive di cotesti semmenti le diremo omologhe. 

59. Allorché è dato di posizione e di direzione un semmento 
AB, e si voglia conoscere l’angolo che esso forma con un dato as- 
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se X'X, dovrcbbcsi prolungarlo sino all’incontro con quest’ asse; 

ma si puct, in vece, per un punto () 
dell'asse condurre una retta Ob equi- 
pollente al semmento dato AB, e l’an- 
golo richiesto sarà quello formato da 
Ob con quella direzione dell'asse, con 
la quale s’intende l’angolo formalo. 
Così, sa la direzione dell’ asse debba 
essere la OX, 1’ angolo richiesto sarà 
XOb, che, in questo caso, è acuto. Se il semmento dato è A,B, » 
diretto da A, a B, , l’angolo che forma con OX sarà la rotazione 
mnp della Ob, equipollente ad A,B, . 

60. Segue da ciò che due eminenti (AB,A t B t ) paralleli ed op- 
posti, o le due direzioni (AB, HA) d'uno stesso semmento, hanno le 
loro rotazioni ( mn, mnp ) differenti per ISO"; sieno d’ altronde le 
rotazioni positive o negative; il che s’accorda col detto al n“ 48. 
Laonde se un semmento positivo r con una rotazione m si muli 
nell’opposto — r, la costui rotazione sarà 180° ± m. 


ART. II. 


Foratole e teoremi relativi alle projcrloni. 


61. Poste le precedenti definizioni passeremo a dimostrare la 
proposizione seguente: 

Teorema. — La proiezione ortogonale e algebrica d’un dato 
semmento sopr' un’ asse è uguale al valore algebrico del semmento, 
moltiplicato pel coseno della sua rotazione rispetto all’asse. 

Supponiamo primamente che il semmento dato sia AB, e la sua 
direzione positiva sia da A verso B. Condotta 
Ob equipollente ad AB, c supposto essere OX 
l’asse a partire dal quale si valuta la rotazio- 
ne del semmento, questa sarà espressa dall’an- 
golo XOb (n° 47) che consideriamo come po- 
sitivo. Or, menando le rette projettanti AA\ 
BB', e la AQ parallela ad OX, s’avrà un trian- 
golo ABQ rettangolo in Q, perché le projezio- 
quindi sarà AQ=ABcosQAB. Ma la proiezio- 



ni sono ortogonali; 
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ne A'B' del semmento AB è uguale e dello stesso segno di AQ, e 
I angolo QAB=XOb; quindi, dinotando con r il valore algebrico 
del detto semmento , che qui è positivo, con m l’angolo acuto e 
positivo XOb, e con r x la projezione A'B', anche positiva come AB 
(perchè mentre da A si passa a B, si va pure da A' a B') avremo: 

r x =rcosm. 

Questa forinola conferma già il teorema , nel caso particolare 
che abbiamo considerato, ed è pur vero in qualunque altro caso. 
In elfetti, se il semmento AB, continuando ad essere positivo 
B Y s da A verso B, ha positiva la sua rotazione m 
—XOb, che è un angolo ottuso , il secondo 
membro della (7) è negativo; ma anche in 
4^. questo caso la projezione A'B', cioè r x , è ne- 
' gativa, perchè la sua direzione è da X verso 
X' ( n ° 40), dunque la formola (7) è vera an- 
cora in questo caso. 


MJ 

M 


xh nr 

4 


K> 


y' 


ir 





Se il semmento dato è positivo nella direzione AB, allora la sua 
rotazione m, positiva, è l'arco mnp, com- 
preso fra 180° c 270°, e però cosm <o, 
quindi il secondo membro della (7) è ne- 
gativo; ma tale è pure il primo r x , rappre- 
sentante il semmento A'B', che è negativo, 
Y perchè va da X verso X'. 

Finalmente se il semmento dato è positivo nella direzione AB 
di questa Ugura, allora la sua rotazione po- 
a sitiva m è 1’ arco mnq, compreso fra 270“ 
,B e 360“ , e però cosm>o; quindi il secondo 
membro della (7) in questo caso è positivo; 
_ ma tale è pure r x , che rappresenta la pro- 
BX jezione A'B', la quale è positiva, perchè di- 
„ retta da X' verso X. 

r - j0,, tinuando la rotazione del semmento positivo AB=-t-r, si 
f 0 rrn &er ^ ' e medesime posizioni fin ora considerate, e però la 
q Ue °| a W) è vera nel senso dell’enunziato del teorema, qualun- 
«itivo* ^ rotazione posi 1 *' 3 del semmento, purché questo sia po- 
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Ma è pur vera se il semmento è negativo; imperocché cangian- 
do -+- r in — r, bisognerà nel tempo stesso mutare m inl80°±m 
(n.° 60), e così cangerà pure il segno del coseno nel secondo mem- 
bro della (7), il quale perciò non muterà il segno, che d'altronde 
sarà anche qui, come ne’ casi precedenti , il -t- o il — , secondo 
che il semmento e il coseno della corrispondente rotazione saran- 
no dello stesso segno o di segni opposti. G ciò è d'accordo con la 
figura, come si può agevolmente verificare, imperocché un sem- 
mento come AB, ( fig. prec. ) sia positivo o negativo, andando 
da A a B , la sua projezione algebrica sarà sempre A'B' , e però 
positiva: similmente il semmento AB, (fig. pri. p. prec.) positi- 
vo o negativo da A a B, avrà la projezione algebrica A'B' negati- 
va. Ora nei primi due casi r e costo hanno lo stesso segno, e ne- 
gli altri due casi han segni opposti. 

Finalmente, se la rotazione m si considera negativamente, la 
forinola (7) continuerà a sussistere, essendo cos( — m)=cosm. 
Pertanto detta formoia ha sempre luogo e il teorema è vero. 

62. Dopo aver considerata la projezione ortogonale, passiamo 
a considerare l’obbliqua, in ordine alla quale dimostreremo il se- 
guente teorema. 

Teorema — La projezione obbliqua d'un lenimento è uguale a 
questo semmento, moltiplicato pel seno dell' angolo formato da que- 
sto semmento con l'asse dirigente, diviso pel seno dell’angolo di pro- 
jezione. 

In effetti sia AB il semmento r che obbliquamente si projetta 
in A'B' sull' asse OX. Si meni per O un novello asse OX,, per- 
pendicolare al dirigente OY,e sieno A„ 
B, i punti in cui le rette projettanti 
AA', BB', prolungate se occorra, in- 
contrano il nuovo asse : così avremo 
che la A,B, sarà in tutti i casi la pro- 
jezione ortogonale numerica ed alge- 
brica di AB e della sua projezione A'B's^* , sì che, secondo la 
(7), chiamando m la rotazione di AB rispetto ad OX, e to' l’ango- 
lo XOX, , avremo A I B 1 =r x cosm'=rcosm f e quindi 



(8) 


COSTO 
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Se inoltre si osserva che m'— 90° — O,o pure rn — O — 90° (essen- 
do O l'angolo di projezionc) secondo che l'angolo di proiezione è 
acuto o pure ottuso , si può nella forinola (8) sostituire seni) a 
cosm. Similmente, dinotando con n l'angolo formato da r con l'asse 
positivo OY, è facile vedere che, qualunque sia la rotazione m, si 
ha m±n=90°, sì che sarà sempre, indipendentemente dal segno, 
cosm=senn, c però si può nella stessa formola (8) a cosm sosti- 
tuire seno, e così essa prenderà la forma seguente: 


( 9 ) 


sen n 
r seni)' 


la quale dimostra il teorema. 

03. Cotesta formola, come dovea essere, comprende come caso 
particolare la (7), la quale si ottiene dalla (9) ponendo 0=90°, con 
che l'asse OX, coincide con OX, e la rotazione m del n° prcced. 
è quella che r forma con OX,non cessando di essere m±n=90°, 
c però senn=cosm. 

64. Allorché il semmento è parallelo a uno degli assi la sua 
projezionc su quest'asse è uguale allo stesso semmento, e quella 
sull’asse coniugato è nulla, poiché n—O e quindi, secondo la (9) 
r x — r; e nel secondo caso è n=o, e la (9) dà r x =o. 

65. In ordine alla formola (9) é da notare: 1° che l’angolo O è 
l'angolo di projezione (n° 50); 2° e che la projezionc rimane am- 
bigua in quanto al segno, e però eziandio rispetto alla direzipne; 
imperocché i due angoli 0 e n, entrando con i loro seni, non ven- 
gono determinati nella specie; per contro, essendone data la spe- 
cie, il segno sarà sempre lo stesso; sì che, trattandosi di voler co- 
noscere la direzione di r x , converrà ricorrere alla (8). E comec- 
ché in quest' ultima formola (8) entrano gli angoli formati con la 
normale all’asse dirigente, così conviene nelle applicazioni tener 
presente che la direzione positiva della normale, menata per O al- 
l'asse dirigente, sarà quella che si ha andando dall'angolo positivo- 
negalivo al negath'o-positivn, o dall'angolo positivo al negativo, se- 
condo che l’angolo di projezione è acuto o ottuso. 

66. Consideriamo ora in un piano una serie di n punti A , A, , 
A a . . . A b _, , A, e a partir da A si congiungano a due a due suc- 
cessivamente, sino a tornare nuovamente in A; in questo modo si 
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viene a formare un polilatero AA,A, ... A,_,, concavo o conves- 
so, ma che, in ogni caso, è chiuso. Posto ciò, si ha il teorema se- 
guente: 

Teorema. — Se un polilalero chiuso si projella sopra un’asse 
qualunque, la somma algebrica delle projezioni de' suoi lati su que- 


st’asse è nulla. 

In effetti sia il politatero AA.A,... A„_,, c si projetti sull’as- 
se X'X conjugato di Y'Y. Dinotiamo ri- 
spettivamente con r, r„ r,,.. » va- 

lori algebrici de’ lati AA„ A t A x ...K n _ t 
A, , e con r x , r, x r, x> . . . r n _, x le ri- 
spettive projezioni anche algebriche sul 



convengono, secondo la propria direzio- 
ne. È chiaro che mentre sul polilatero si va da A ad A,, ad A, . . . 
ad A n _ 1 , si passa similmente dalla proiezione A' alla A , A(. . . 
A'»_, ; ma per la forinola (4,43) si ha algebricamente 
A’A^+A'jA^+A jA'j-H . . . -+- A , „_,A =o. 


quindi sarà pure algebricamente 

(10) r x +r, x + r, x -\ »•_,,= o , c. s. d. d. 

67. Cotesta formola ha luogo se, come si è supposto, si parte 
da un punto del poligono, e passando successivamente per tutti 
gli altri punti si ritorna al primitivo. Ora, risolvendo la (10) ri- 
spetto al termine r x , corrispondente ad AA, , si ha 


r =r. 




c s’intende sempre che r x , r, ecc., rappresentano le proiezioni 
algebriche, in guisa che il secondo membro di quest’ultima equa- 
zione dinota la somma algebrica delle projezioni de’ lati A,A,, 
A,A,... A n _,A, meno il lato AA„ percorsi successivamente, pas- 
sando dal punto A, ad A a , A, . . . A,.,; e questa somma algebrica 
equivale appunto alla proiezione — r x del lato AA,, quando è 
percorso andando da A ad A,. Or.se si cambi la direzione di que- 
sto lato nella sua contraria A,A, anche — r x si cambia in +r x ; 
c scrivendo, invece della (10), la seguente equazione 


(H) 


r ^r,+ r t 


>V 


X 
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questa avrà pur luogo; ma così si deve intendere che si hanno due 
risuitamenti identici (in ordine alle projezioni) andando da A, ad 
A sia direttamente sia passando successivamente da A, ad A, . . . 

^it-i » 

68. Se l'asse di proiezione coincide col lato r la cui proiezione 
è r x , allora (n° 64) si ha , e quindi la (11) diviene 


( 12 ) 


r=r. +• r. 4- r,+ 




la quale si enunzia nel seguente teorema, dovuto a Carnot, 
Teorema. — In un qualunque polilatero chiuso , un lato qual- 
sivoglia è uguale alla somma algebrica delle projezioni de’ rimanenti 
lati sulla direzione di quel primo. 

69. Dinotando con n, n , , n, ... n n _ l gli angoli, che rispettiva- 
mente formano le direzioni de'lati r, r„ r t ... r*_, con l'asse po- 
sitivo OY, e con O l'angolo di proiezione, avremo secondo la (9): 


_rsenn _ r.senn, _ r.senn, 

r x senO ’ r, x sen O ’ r% * sen 0 


_ r,-,senw B . 
* sen O 


e sostituendo in (11) risulterà 

(13) rsenn=r, senn, -+- r t senn, -+- . . . r„_, senn„_, 

o pure, osservando che rsenn=r x senO, sarà 

(14) r x senO=r, senn, -+- r, senn, -I- r^, senn B _,. 

Dinotando analogamente con in,, »>, , ... m n _ x gli angoli che i 
detti tyti r„ r„ r,... r„_, fanno rispettivamente con l’asse positivo 
OX, e con r y la proiezione di r su questo medesimo lato avremo 

(15) r y senO=r, senm,-i-r,scnm,-t- . . . -f- »•*_, senni . 

70. Finalmente si può osservare che, in generale, n k =0 — m k , 
opurew k =n) Jk — 0, secondo che la retta equipollente alsemmcnto 
»•*, condotta per l'origine, cade nell’angolo XOY o nell'altro YOX'; 
ma in questo secondo caso la rotazione n k è negativa, sì che in o- 
gni caso , sarà senn*=sen (0 — m k ) ; laonde la formola (14) può 
essere scritta ancora così: 

(16) r x sca(h=r t scn(0— m,)-i-r,sen(0— m t )..-t-r»_,sen(0— m B _ I ) 
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CAPITOLO III. 

ESPOSIZIONE DEL METODO DELLE COORDINATE. 

ART. I. 

Origine delle coordinate — Coordinate rettilinee e polari — Equa- 
zioni d'un punto — Equazione «Iona linea — Regola per formare 
queste equazioni. 

71. Gli oggetti che la geometria ci presenta a studiare sono le 
forme dello spazio, cioè i solidi, le superficie e le linee. Atte- 
nendoci particolarmente a queste ultime, porremo la definizione 
seguente: 

Definizione. — Si chiama linea il sentiero percorso da un 
punto che si muove con legge determinata, con tali condizioni 
cioè da non rimanere arbitraria la posizione del punto nel suo mo- 
vimento. Se questo ha luogo nel piano, la linea si dice piana; e 
se ha luogo nello spaziosa linea suol chiamarsi gobba o storta. 

In cotesta definizione generale va compresa qualunque siesi 
linea geometrica (’). La differenza da una ad un'altra linea sta, 
in generale, nella differenza tra le leggi del movimento del punto 
descrivente, il quale suol chiamarsi punto generatore. La 
legge determinata dal movimento stabilisce la forma della li- 
nea. Cosi linea (la circonferenza del circolo) è quella che descri- 
ve, in un piano, un punto che si muove serbando la medesima 
distanza da un altro punto fisso , nello stesso piano ; linea è pur 
quella che vien generata da un punto il quale talmente si muova 
in un piano, che in qualunque posizione le sue distanze da un altro 
punto e da una retta fissi nel medesimo piano, sieno eguali, ctc. 
Nel primo di questi casi la legge determinata sta nel dovere il 
punto generatore, nel suo movimento, serbare costantemente la me- 
desima distanza da un punto fisso del piano in cui si muove ; nel 

| ’) Se un punto si muove senza legge alcuna, descrive eziandioiina linea; ma 
la natura di questa linea è affatto indeterminata , come il moto dello stesso 
punto descrivente; è per questa ragione appunto che si c aggiunto i'addittivo 
geometrica alla linea, secondo è slata nel testo definita. 
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secondo caso la legge determinata sta nel dovere il punto genera- 
tore in qualunque posizione del suo movimento trovarsi ad ugual 
distanza dal punto e dalla retta fissi nel piano in eui si muove. 

72. Talvolta la definizione di una linea è indicata da una pro- 
prietà comune a ciascun punto di essa ; ma questa proprietà, in 
sostanza, non è che l’indicazione d una legge di movimento, poi- 
ché tanto è dire che per ogni punto d'una linea ha luogo la me- 
desima proprietà, o vero han luogo le stesse condizioni, quanto è 
dire che passando il punto da una ad un'altra successiva posizio- 
ne, sempre le medesime condizioni sono verificate. 

73. Qualunque sia, pertanto, il modo di definire una linea.que- 
sta si chiama pure luogo geometrico, comecché sia il luogo 
delle varie posizioni che prende il punto generatore muovendosi. 

74. Dalla stessa definizione della linea risulta il seguente prin- 
cipio: perchè un punto d’un piano o dello spazio sia quello d'una 
data linea, esistente in quel piano o nello spazio, è d'uopo che la 
legge di generazione della linea sia verificaia rispetto a quel punto. 
E reciprocamente ogni punto, per cui questa legge c verificata, fa 
parte di detta linea. 

Così, perchè un punto d’un piano sia quello d’una circonferenza 
di raggio r, esistente in detto piano, è d’uopo che la distanza di 
quel punto dal centro sia r; reciprocamente, se ciò ha luogo, il 
punto sta sulla circonferenza. Ma se la distanza è maggiore o mi- 
nore di r, il punto non può far parte della circonferenza. 

75. Dal fin qui esposto chiaramente si vede che per formolare 
coi simboli algebrici la definizione d una data linea, convien pri- 
mamente cercare il mezzo onde rappresentare algebricamente la 
posizione d’un punto, che per ora supporremo in un piano. 

76. Coordinate rettilinee o di proiezione. • — Sappiamo 

Y (n° 51) che essendo date le due projezioni P 

w eQ d’un punto su due assi coniugali XX 1 , 

/ YY' dati di posizione , il luogo del punto ri- 

— -L spetto a questi due assi, e quindi nel piano, è 

/ / j J determinato conduccndo pel punto P la paral- 

M " fa’-"- ' lela ad YY', e pel punto Q la parallela ad XX': 
/ , l'incontro M di queste due parallele è il punto 

che volcvasi assegnare nel piano. Ma per dare di posizione le pro- 
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jczioni P e 0 è necessario darne le distanze OP=a, OQ=6 al- 
gebricamente, cioè darne il valore numerico c il segno. 

Cosi, ritenendo che OX, OY sieno i due assi positivi, il punto 
clic vuoisi assegnare nei piano di questi due assi sarà 

M, se a è positiva e b è positiva, 

M', se a è positiva e b è negativa, 

M", se a è negativa e 6 è negativa, 

M"\ se a è negativa e 6 è positiva. 


77. Posto ciò, le due rette proiettanti QM=OP, PM=OQ pren- 
dono in questa circostanza il nome di coordina te del punto M, 
e si dicono particolarmente coordinate di proiezione , o 
rettilinee, o anche cartesiane, da Cartesio che fu il pri- 
mo ad usarle. Di esse una si dice spezialmente ascissa, e l'al- 
tra si chiama ordinala; i due assi di projezione prendono il 
nome di assi delle coordinate, e, in corrispondenza quel- 
lo su cui si contano le ascisse, si chiama asse delle ascisse, 
o primo asse (*), e quello su cui si contano le ordinate, si chia- 
ma asse delle ordinale o secondo asse. Il punto 0 è l’o- 
riyine delle coordinale o degli assi. 

78. Coordinate polari. — Ecco ancora un secondo modo di 


, determinare la posizione d’un punto in un 

piano. Suppongasi dato in questo piano un 
, 'A'. y\ asse XX' ed un punto P nell’asse. La po- 

X t /p\ j\. X sizione d’uu punto >1 di questo piano può 

-,-B^ /a’,. - essere determinata dandone la distanza 

MP=r dal punto fisso P, e la rotazione 
ta=XPM di questa distanza, rispetto all’asse X'X. Senz’alcun ri- 
guardo ai segni delle distanze e rotazioni, si possono avere ad un 
tempo quattro diversi punti M, M\ M", M"', con una stessa di- 
stanza ed una medesima inclinazione date; imperocché l’angolo io 
può essere costruito menando per P l’altro Iato, sia al di sopra che 
al di sotto dell’asse X'X. Cosi pure la distanza r può essere presa 
da P verso B (essendo B l’estremo dell’angolo che misura l’angolo io) 
o da P verso B". Però tenendo conto dei segni della rotazione (n° 47), 
c di quelli delle distanze, che sono positive o negative, secondo 


(') Plucser. — Analytisch-ijcometrisclie Entwickelungen. 

8 


\ 
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che si contano partendo dal polo, e andando all'estfemità variabi- 
le dell’arco, o pure nel senso opposto (Trig. n° 22), il punto sarà 
completamente individuato. E qui bisogna osservare che uno stes- 
so punto, come M, per esempio, può essere dato tanto con l'an- 
golo positivo APB, c con la distanza positiva PM, quanto con la 
rotazione negativa AB^B", e la distanza negativa PM; nonché con 
la rotazione positiva AB B", c la distanza negativa PM, e final- 
mente con la rotazione negativa AB"'B ? B e la distanza positiva PM. 
Sì che, in questo sistema di determinazione d'un punto in un pia- 
no, si potrebbe sempre considerare rotazioni e distanze positive; e 
ciò può Tarsi col fatto, quando si tratta d’un punto unico, che non 
deve soddisfare legge alcuna ; ma non è più così, quando si trat- 
ta del movimento d'un punto, e quindi delle sue varie posizioni 
nel piano, come sarà meglio a suo luogo dichiarato. 

79. Posto ciò, la rotazione XPM, o l’arco di circolo di raggio 1 
che la misura, e la distanza MP sono le coordinale polari 
del punto M; e propriamente la rotazione si suole talvolta dire 
ascissa angolare o anomalia, e la distanza MP si chia- 
ma raggio vettore. Il punto fisso P si chiama polo. 

80. Equazione d'un punto in coordinate rettilinee. — Or, 
se, com’è solito, dinotiamo con x l’ascissa c con y l'ordinata ret- 
tilinee d’un punto qualunque d’un piano , in cui sono dati di po- 
sizione due assi, e se a e 6 sono l'ascissa e l'ordinata d’un parti- 
colar punto M; allora è manifesto ehe, per indicar questo punto, 
sarà necessario e sufficiente scrivere le due equazioni 

(1) x=a , y=b 

le quali perciò si chiamano equazioni del punto, che par- 
ticolarmente divengono, coi segui espliciti, 

(2) oc=+a,y;=-\-b, se II punto è nell'angolo XOY; (fi.n°76) 

(3) x=H-a , y= — ò, se il punto è nell’angolo XOY'; 

(4) x= — a , y== — 6, se il punto è nell'angolo X'OY'; 

(5) x= — a, y=4 -b, se il punto è nell'angolo X'OY; 

(6) x=±a,y=o, se il punto sta sull’asse X'X; 

(7) x=o, y=±b, se il punto sta sull'asse Y'Y; 

(8) x=o , y=o, se il punto è l’origine O. 
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81. Equazioni d'un punto in coordinate polari. — Analoga- 
mente, dinotando u l'ascissa angolare, ed r il raggio vettore d'un 
punto qualunque, e con io c p i valori di queste quantità per un 
punto particolare, le equazioni di questo punto saranno 

(9) u=w , r=p, 
le quali saranno particolarmente 

(10) u=o, r=p se il punto sta sull'asse X'X (flg. n° 78); 

(11) u=to, r=o, o anche w=o, r=o, se il punto è lo stesso polo. 

82. Avvertenza. — Diremo che le coordinate rettilinee sono 
di genere diverso di quello delle polari; c daremo il nome 
di sistema di coordinate a quelle che appartengono al medesi- 
mo genere. Cosi due assi coordinati che si tagliano sotto un dato 
angolo, costituiscono un sistema del genere di coordinate rettili- 
nee. 

83. Si vede da quanto abbiamo sin qui esposto che per indicare 
algebricamente un punto esistente in un piano, basta scrivere due 
equazioni di primo grado della forma x=a. y=b. Le due costanti 
sei, che sono le coordinate rettilinee o polari del punto, non 
hanno tra loro dipendenza alcuna, e invece i loro valori numerici 
e segni dipendono dalla posizione del punto rispetto agli assi o 
rispetto all'asse e al polo. Reciprocamente dai valori e segni, che 
arbitrariamente possiamo assegnare a quelle due costanti, dipen- 
de la posizione del corrispondente punto in quel piano e rispetto 
a quegli assi; e questo punto non deve soddisfare altra condizione 
che quella di trovarsi in quel piano. 

84. Equazione d'una lìnea. — Ma se il punto che vuoisi in- 
dicare, deve trovarsi sopra una curva AB data 
di posizione nel piano delle coordinate, allora le 
coordinate di quel punto non possono essere più 
entrambe arbitrarie, ma devono essere l una dal- 
l'altra dipendente. In effetti se si prendono due 
coordinate OP ed OQ' ad arbitrio, esse determi- 
nano un punto R, il quale, generalmente parlan- 
do, può non cadere sulla data curva; per l’opposto, data l'ascissa 
OP d’un punto che deve stare sulla curva , il punto è determina- 
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lo, menando PAI parallela ad OY; e nel tempo stosso ò determi- 
nata l’ordinata di detto punto, la quale non può avere più valore 
arbitrario; ma questo è fissato secondo quello dell’ascissa, ovvero 
è dipendente da questo, secondo la forma particolare 
della curva. Similmente l’ascissa òdipendente dall’ordinata e 
dalla forma della curva. Pertanto le coordinate d'un punto qua- 
lunque d' una curva, le qmli, in generale, variano con la posizio- 
ne del punto sulla curva, sono dipendenti luna dall’altra, ovvero 
l'una è funzione delialtra, secondo una certa legge. 

85. Slesso ciò, se dinotiamo con x ed y le coordinate rettilinee 
(o polari) di qualunque punto del piano delle coordinate, e vo- 
gliamo considerare particolarmente quelli clic appartengono ad 
una curva data nel medesimo piano, è d’uopo che tra quelle va- 
riabili vi sia una relazione 

(12) F(ar, y)=o, 

la quale stabilisce appunto una dipendenza fra dette variabili; e 
dev’essere pur tale da convenire a soli i punti di quella curva. 
Or questi punti sono quelli per cui la legge di generazione del- 
la curva rimane verifirata (n*74); dunque, perchè l'equazione (12) 
possa dinotare una data curva è necessario che indichi la legge di 
generazione, o sia la definizione di detta curva. 

86. Pertanto l’equazione (12) esprime in linguaggio algebrico 
ciò che indica, in linguaggio ordinario, la geometria, cioò, la de- 
finizione d'una linea ; e però a cotesta definizione in linguaggio 
ordinario può essere sostituita la (12), la quale peroiò si chiama 
equazione della curva; e per formolarla in ciascun caso 
speciale possjamo stabilire la seguente regola per formare 
L’EQUAZIONE d’una LINEA, RISPETTO A UN DATO SISTEMA DI COOR- 
DINATE: si segni nel piano delle coordinate un punto arbitrario, che 
serva a rappresentare un punto della curva di etti vuoisi Vequazia- 
ne; indi segnate le coordinate di quel punto, secotulo il dato sistema, 
si cerchi esprimere algebricamente tra queste coordinale e tutti que- 
gli altri elementi geometrici , che determinano la forma e posizione 
della curva, quella condizione che regola il movimento del punto ge- 
neratore, secondo l’enunzialo della questione. 

87. Tratteremo nell'articolo seguente parecchi esempi per mo- 
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strare la pratica di questa regola, e intanto faremo notare che 
se x', y' rappresentano le coordinate d'un punto particolare della 
curva, la cui equazione è la (12), esse devono soddisfare quest’equa- 
zione; vale a dire devesi identicamente avere 
(13) F(*\ y’)=o; 

imperocché, se altrimenti fosse, la legge di generazione della cur- 
va non sarebbe veriflcata per quel punto, il quale perciò solo non 
potrebbe appartenere alla curva (n° 74), il che è contro l’ipotesi. 

La proposizione reciproca è parimenti vera , vale a dire che 
se due coordinate particolari x', y' soddisfanno i equazione ( 12), il 
punto che ha queste coordinate appartiene alla curva che ha quel- 
l'equazione. 

88. Quindi se x', y' sono coordinate d’un punto incognito, e 
si vuol indicare che questo è punto della curva (12), bisogna scri- 
vere la (13); o vero in linguaggio ordinario, volendo indicare che 
un punto deve stare sopra una curva di cui è data l'equazione, bi- 
sogna porre in questa, in luogo delle coordinale variabili, quelle 
particolari di quel punto. 

89. Donde segue che, se il punto appartenente alla curva è l’o- 
rigine degli assi il quale ha per coordinate x=o, y=o, l’equazio- 
ne (12) della curva dev'essere verificata ponendovi x=o e y=o ; 
e però l'equazione, se è algebrica, non deve contenere termine 
noto; reciprocamente se non contiene termine noto, è verificata 
ponendovi x — y — o. Laonde possiamo stabilire che, se una curva 
passa per l'origine delle coordinate, e la sua equazione è algebrica, 
questa non deve contenere termine nolo; reciprocamente se l'equazio- 
ne d'una curva è algebrica e non contiene termine noto, la curva da 
quest'equazione rappresentata, passa per l'origine delle coordinale. 

90. Dopo tutte le precedenti dichiarazioni, viene la definizione 
seguente: ii chiama Analisi a due coordinate quel ramo 
delle matematiche, in cui le proprietà delle figure nel piano si stu- 
diano, associando l'algoritmo algebrico al principio geometrico del- 
le coordinate. 

I due problemi generali e fondamentali deU'analisi a due coor- 
dinale sono i seguenti: 

l.° — Essendo data una curva, trovarne l'equazione rispetto 
a un dato sistema di coordinale; 
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2.® — Essendo data un'equazione, generalmente, a due varia- 
bili, assegnare geometricamente, rispetto a un dato sistema di coor- 
dinate, la curva corrispondente a quell' equazione. 

Noi andremo ad occuparci successivamente di cotesti due pro- 
blemi nei seguenti articoli. 


ART. II. 


Drl mollo di formare l'rqanslone d una data lineo, riaprilo Wk um 
dolo alatemi» di coordinale. 


91. Nel precedente art. (n® 86) abbiamo già posta la regola ge- 
nerale per trovare l'equazione di una data linea, rispetto a un dato 
sistemo di coordinate, nò ci rimane che mostrare la pratica di 
questa regola, applicandola ad alquanti esempi. £ anzi tutto gio- 
va tenere presente che, dicendo data una curva, intendia- 
mo dire data la definizione geometrica di questa linea, sia mercè la 
sua generazione, sia mercè una sua proprietà caratteristica, la 
quale, come facemmo notare (n® 72), contiene implicitamente l’e- 
nunziato della legge di generazione della linea. 

92. Problema I. — Trovare l’equazione della retta in coordi- 
nate rettilinee. 

Per risolvere questo problema premetteremo la seguente defi- 
nizione: la retta è quella linea descritta da un punto il quale muo- 
vesi in modo che le sue disianze^ due rette fisse qualunque, che s'in- 
contrano in uno stesso punto di essa retta, sono in rapporto costan- 
te tra loro ('). 

(*) Questa definizione data (ter la retta è propriamente una sua proprietà, 
_ la quale può mettersi in chiaro come qui appresso. 

1 Sieno OB una retta qualunque, ed OX, OY.due rette 

ShC. g date di posizione, che s’incontrano in uno stesso pun- 

to 0 della retta data; da’ diversi punti M. M', M" etc. 
s ' conducano le perpendicolari MP, M'P', M" P* etc. 
I sulla retta OX, e le altre MQ, M'Q', M'Q' 1 ' etc. sulla 

o P P" P' x rotta OY. Allora avremo evidentemente le propor- 
zioni seguenti : 

MP: M'P' : W etc. : : OM: OM': 0M* etc. 

ed MQ : MQ' : MQ* eie. : : OM : OM' : OM* etc. 

e quindi MP : M'P' : M^P* etc. : : MQ: M'Q': M"Q* etc. 


Digitized by Google 



ESPOSIZIONE DEL METODO DELLE*COORDINATE 55 

Posto ciò, seguendo la regola del n° 86, supporremo che sia M 
un punto qualunque della retta, e 
X'X, Y'Y gli assi delle coordinate, i 
quali supponiamo per ora che passi- 
no per un punto O, appartenente alla 
X stessa retta. Si conducano inoltre le 
coordinate MP, MQ del punto M, e 
le rette Mp, Mg rispettivamente per. 
pendicolari ad X'X, Y'Y. 

Secondo la definizione data, il rapporto di Mp ad Mg dev'essere 
costante; ma quel rapporto, in virtù dell'evidente simiglianza dei 
triangoli MPp, MQg, ò uguale all'altro MP: MQ. Quindi se di- 
notiamo rispettivamente con x, y l’ascissa OP=MQ, e l'ordina- 
ta MP=OQ, e con m il detto rapporto, dev’essere 



u 

(1) —=m, o vero y=mx, 

x 

e questa è V equazione della retta, quando l'origine delle coordinale è 
un punto della flessa retta, o vero quando la retta passa per l'origine. 

93. Secondo l’attuale posizione della retta rispetto agli assi, le 
coordinate di un suo punto, che cade sia nell’angolo positivo XOY, 
o nel negativo X'OY', sono sempre dello stesso segno, e quindi, 
in tal caso m è essenzialmente positiva. 

Ma se supponiamo la retta cadere negli angoli opposti X'OY, 
XOY', l’equazione (1) continuerà tuttavia ad aver luogo, in quan- 
to che indica che il rapporto delle coordinale y, x è costante; ma 
queste coordinate però avran segni contrari, e quindi m sarà ne- 
gativa. 

94. D'altronde questo fatto è dichiarato eziandio in altro modo, 
osservando che qualunque sia la posizione della retta rispetto agli 
assi, dinotando con a e g gli angoli che essa forma rispettivamen- 
te con l’asse positivo OX, e col positivo OY, e chiamando 6 

l'angolo degli assi, si ha sempre (9, 62) #=OP=OM 

„„ sena . ,. y 
y=OQ=OM sen $, e quindi-^-, o sia 


( 2 ) 


sena 
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o pure, osservando che a-f-{2=0, se la parie della retta superior- 
mente all'asse X'X cade nell’angolo positivo XOY, ed è a — 
se cade nell’angolo X'OY, avremo ±%=n — 0, seng=±scn(0 — a), 
e però 

sena 

v ' sen(0 — a) 

avendo luogo il segno superiore nel primo caso e l’inferiore nel 
secondo. 

95. Pertanto si può stabilire che nell'equazione (1) della retta 
il coefficiente dell’ascissa x, è, in generale, il rapporto dei seni degli 
angoli formali dalla retta rispettivamente con l’asse positivo delle 
ascisse e col positivo delle ordinale. Inoltre quel cocfilcienle sarà 
positivo o negativo secondo che la retta cade tra gli angoli posi- 
tivo e negativo degli assi, o fra gli altri due angoli opposti. 

96. Supponiamo ora che l’origine delle coordinate sia fuori 

y della retta, c sieno X'X, Y'Y gli assi: al- 

lora, se per l’origine O si meni una retta 
ON' parallela alla data AB, è chiaro che ad 
una medesima ascissa OP=# corrisponde- 
ranno un’ordinata NP=y per la retta data, 
e un’altra N'P=u per la parallela ON', e 
queste due ordinate, qualunque sia il loro 
segno , avranno una differenza algebrica 

y— u che eguaglierà NN'=OB, c che sarà positiva, se B cade 
sull’asse positivo OY, e negativa, se B cade su OY' . Quindi di- 
notando con n cotesto semmento OB sia positivo o negativo, a- 
vremo y—u=n ; ma per la (1) dev’essere u=mx (n° 87), quindi 
l’equazione della retta AB sarà 

(4) y=mx-i-n. 



E si noti che il valore di in in questa equazione è precisamen- 
te quello stesso dinotato dalla formola (2) o dalla (3); essendo che 
le due rette AB, ON, come parallele, formano gli stessi angoli 
con le due rette fìsse X'X, Y'Y. 

97. In conclusione l’equazione (4) è la più generale equazione 
d’una retta in coordinale rettilinee. 

Delle due costanti m ed u, la prima, che suolesi chiamare coef- 
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fidente angolare, è determinata dalla direzione della retta, 
come sopra abbiara veduto; ed n, che si chiama ordinala 
all'origine, 6 la distanza del punto in cui la retta incontra 
l’asse delle ordinate, c sarà positiva o negativa, secondo che il 
detto incontro avviene sull’asse positivo o sul negativo. Pertanto, 
secondo la posizione d’un’ individuata retta, i medesimi coefficienti 
hanno valori e segni individuati, e reciprocamente. È per ciò che 
cotesti coefficienti si chiamano idelerminantiolccoslanli 
della retta. 

98. Avvertenza. — Quando la retta data (AB) non passa per 
l’origine, allora, per determinare il segno del coefficiente angola- 
re m, si condurrà per la detta origine una parallela (ON') alla retta 
data, distendendola soltanto dalla parte in cui cade l’asse positivo 
delle ordinale. Gli angoli che questa retta formerà con gli assi po- 
sitivi delle ascisse e delle ordinate, saran pure quelli che forma 
la retta data coi detti assi, e il segno di m sarà determinalo come 
fu spiegato al n° 94. 

99. Quanto a valori particolari delle medesime costanti tn ed 
n, si ha ciò che segue : 

1. ° Se la retta data passa per l’origine è n=o; e l'equazione 
della retta è la (1). 

2. ° Quando la retta è parallela all’asse delle ascisse, a=o, e 
quindi sena=o; onde m=o, e si ha semplicemente 

(5) y—n 

per l'equazione di una retta parallela all' asse delle ascisse, e che 
incontra quello delle ordinale ad una distanza n dall'origine. 

Quest’equazione d’altronde si poteva dedurre direttamente, os- 
servando che in questo caso qualunque punto della retta ha la 
medesima ordinata n. 

E per un'analoga ragione 

(6) x—c, 

dove c è una costante, è l'equazione di una retta parallela aliasse 
delle ordinate, e che incontra quello delle ascisse ad una distanza c 
dall' origine. 

3. ° Quando la retta data coincide con lo stesso asse delle x, 

9 
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allora ncllcquazionc (5: dev'essere n=o, e perù si ha 
l 7 ; y=o 

per l'equazione dell'asse delle ascisse x, o primo asse. 

4.° Quando finalmente la retta data coincide con l'asse delle y, 
allora nell'equazione (6) dev’essere c=o, e quindi si ha 

(8) x=o 


per l'equazione dell’asse delle ordinale y, o secondo asse. 

100. Da ultimo è da notare che se l'angolo degli assi è retto, 
ne risulta sen(6 — a)=sen(90° — a)=cosa, e quindi secondo la (3 


( 9 ) 


sena 

m= = tana. 

cosa 


Pertanto, nel caso degli assi ortogonali, il coefficiente angolare 
rappresenta la tangente trigonometrica dell’angolo che la retta fa 
col primo asse positivo. 

Secondo che quest’angolo è acuto o ottuso il detto coefficiente 
è positivo o negativo. E qui osserveremo che nel secondo caso la 
retta forma angolo acuto con l’asse negativo delle x, e però chia- 
mando inclinazione l’angolo acuto, come altrove indicammo (n°47), 
possiamo dire ancora che il coefficiente angolare, nel caso degli assi 
ortogonali, è positivo o negativo, secondo che la retta s'inclina al- 
l'asse positivo o al negativo delle ascisse. 

101. Osservazione. — Poiché l’equazione x=a rappresenta 
una retta parallela all'asse delle ordinate, e l’equazione y=b rap- 
presenta un'altra retta, parallela all’asse delle ascisse, così ne 
segue che, considerando simultaneamente le due equazioni x=a, 
y =b, veniamo a considerare ancora simultaneamente le dette pa- 
rallele cioè il loro punto d’incontro; e però, come altrove fu di- 
mostrato (n° 80), un punto è rappresentato algebricamente mercè 
due equazioni simultanee della forma x=a, y—h, essendo a e 6 
le coordinate di quel punto. 

E più generalmente, essendo il punto l’intersezione di due ret- 
te, può essere rappresentato da due equazioni generali del 1° gra- 
do simultanee, 


y=mx+n, y=m'x-hn'. 


rappresentanti le rette che lo determinano. 


** 
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102. Si osservi ancora che se le coordinale d’ un punto verifi- 
cano una delle ineguaglianze 



y>mJH-n, y<mx-f-n, 

essendo m ed « gli stessi coefficienti dell’equazione y=mx-\-n. 

appartenente 'alla retta AB, quel punto è 
fuori di questa, e reciprocamente. 

E propriamente quando è y>mx-t-n, il 
Punto, come N, può intendersi situato sopra 
una retta parallela alla data AB, e la cui 
ordinata OC all’ origine , algebricamente 
parlando, è sempre maggiore di quella OB 
della retta data. In tal caso il punto N lo 
diremo superiore alla retta y=mx-f-n. 

Quanio poi ha luogo l'inequazione j /<mx+n l’ordinata OC' 
all’origine, della parallela C'N', è sempre minore, in valore algebri- 
co, dell’ordinata all’origine della retta data, e in tal caso diremo 
essere il punto N' inferiore alla retta y =mx-t-n. 

103. Problema li. — Trovare l’equazione della circonferenza 
del circolo rispetto a coordinate rettilinee. 

Supponiamo primamente che gli assi delle coordinate sieno le 
rette OY, OX : e poiché il circolo è dato di 
posizione rispetto agli assi, son parimenti da- 
te le coordinale del suo centro C, e perciò por- 
remo l’ascissa OA =p, e l’ordinata CA =q. I- 
noltre, giusta la legge di generazione della 
circonferenza, qualunque punto M di essa de- 
ve distare dal centro C per una quantità u- 
guale al raggio, che dinoteremo con r; laonde, a fine di trovare la 
chiesta equazione, converrà trovare l’espressione analitica della 
distanza CM, ed uguagliarla ad r. Facciasi pertanto l’angolo de- 
gli assi YOX=9, e si pongano le coordinate del punto qualun- 
que M, cioè OP=x, MP=y; indi si meni CQ parallela ad OX, e 
si avrà il triangolo MCQ, il quale in virtù d’un teorema noto darà 



(10) MC'^QC’+MQ*— 2CQxMQcosMQC; 

ed osservando che CQ è uguale alla differenza algebrica x — p, MQ 
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è uguale alla differenza algebrica y — q (n° 56) c che l'angolo MQC 
è supplemento di XOY, o è uguale a quest'angolo, secondo la 
posizione di M, avremo sempre, sostituendo in (10) 

(11) MG* =(y— g)*+ (x— p)*4- 2(y— q) {x—p) cosO, 

eguagliando dunque quest’espressione ad r*. avremo in fine la 
cercata equazione della circonferenza espressa come segue: 

(12) (y— ?)•+(«— p)*-l-2(y— q) (x— p)cosQ=r\ 
o vero, sviluppando, s’avrà per la detta equazione 

(13) y*-t-x’-|-2cos0.xy — 2 q y — 2p x+p* j 

— 2pcos0 — 2y cosO -+-y* f 

-+-2pycos0 l °’ 

J 

la quale è della forma 

(c) y’-f-x’-+-2Cxy-(-20y-f-2£x-(-F=o, 

essendo C un numero minore di 2. 

104. Nel trovare la precedente equazione si è supposto, per mag- 
gior generalità, che l’origine delle coordinate fosse un punto pre- 
so dovunque non sulla circonferenza o al centro, e si è supposto 
ancora che l’angolo degli assi sia obbliquo. Or supporremo: 

1. ° Che l’origine delle coordinate sia sulla circonferenza in 
un punto qualunque O'; allora le coordinate O'A', CA' del centro a- 
vranno col raggio CO' la relazione seguente: r'=p'+q'+2pqcos0, 
data, come sopra, dal triangolo O'CA'; laonde, senza nuovi ragio- 
namenti, basterà per aver l’equazione della circonferenza riferita 
agli assi O'X', O'Y', far uso della (13), tenendo però conto di que- 
st’ultima relazione, c così s’avrà: 

(14) y'-f-x’-i-2cos0.xy — 2(q — pcos9)y — 2(p — ycosO)x=o, 

che sarà l'equazione d'una circonferenza riferita ad un sistema di 
assi obbliqui ad angolo 0, il cui coseno è la metà del coefficiente 
del termine in xy; l'origine delle coordinate è un punto della circon- 
ferenza, epcq dinotano le coordinate del centro. 

2. ° Supponendo sempre che l’ origine sia un punto della 
circonferenza, poniamo di più che l’asse delle ascisse O'X" passi 
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pel centro; allora q=o,p=r, onde, fatta questa sostituzione nel- 
la (13), avremo 

(15) y’-hx*-|-2cos0.;ry — 2 rx — 2rcos9.y=o, 

che 6 l'equazione della circonferenza, quando l'origine è un stto 
punto; l'asse delle x passa pel centro; gli assi formano tra loro un 
angolo 0 , il cui coseno è la metà del coefficiente del termine in xy; 
ed il raggio è la metà del coefficiente di y, preso positivamente. 

3. " Se invece è l’asse delle ordinate quello che passa pel cen- 
tro, allora sarà p= o, q=r, c l’equazione (13) diviene: 

(16) y*4-x , -f-2cos9.xt/ — 2 ry — 2rcos0.x=o. 

4. ° Se l’origine sia in un punto non sulla circonferenza, e 
l’asse delle ascisse passi pel centro, allora q= o, e l’equazione (13) 
diviene: 

(17) y*-i-x*-f-2cos9..ry — 2 py — 2pcos | ).x-^-p , — r*=o. 

5. ° Se invece sia l’asse delle ordinate quello che passa pel 
centro, sarà p= o, e l’equazione generale (13) diviene: 

(18) y*+x*-|-2cos9.xy — 2 qx — 2ycos9.y+y* — r“=o. 

6. ° Finalmente quando l'origine si trovi al centro, allora 
p= o, q= o; e perciò l'equazione generale (13) si ridurrà alla se- 
guente: 

(19) y’H-x’-i-2cos0.xy — ^= 0 . 

105. Osservazione. — Le equazioni (14), (15) e (16) sono pri- 
ve del termine noto, mentre la circonferenza passa per l'origine. 
Ciò conferma quanto fu spiegato al n° 89. 

106. Abbiamo in tutte le precedenti equazioni supposto l’an- 
golo degli assi obbliquo; or lo supporremo particolarmente retto, 
perciò 0=90°; c le precedenti equazioni (13), (14), (15), (16), (17), 
(18) e (19) si ridurranno rispettivamente alle seguenti: cioè 

(13') y*-4-x* — 2yy — 2px-\-p t -+-q t — r’=o, 

o pure, dinotando con 4* il trinomio p'+q* — r\ 

(13") y*+x* — 2 qy — 2px-\-k'=o, 

ed è questa l'equazione della circonferenza riferita ad assi orlogo- 


Digìtized by Google 



02 ELEMENTI 1)1 GEOMETRIA ANALITICA 

nali: il centro ha per ascissa p, cioè la metà del coefficiente di x 
col segno cambiato, e per ordinata q, cioè la metà del coefficiente 
di v col segno cambialo; ed il quadralo del raggio è uguale alla 
somma dei quadrati di queste coordinate meno il termine noto. 

(14') y'-f-x’ — 2 qy — 2px=o 

equazione della circonferenza che passa per l'origine, ed il cui cen- 
tro ha per coordinate p e q. 

(15') y’-f-x* — 2rx=o 

equazione alla circonferenza che passa per l'origine, ed il cui cen- 
tro sta sull'asse delle ascisse ad una distanza r dall'origine. 

(16') y*-+-x’ — 2ry=o 

equazione d’una circonferenza che passa per l’origine, ed il cui cen- 
tro sta sull'asse delle ordinate ad una distanza r dall'origine. 

(17') y’-f-x’ — 2px-f-A*=o 

ove A*=p* — r’, equazione d’ una circonferenza il cui centro sta 
sull’ asse delle ascisse ad una distanza p dall' origine, e il quadrato 
del suo raggio è uguale al quadrato di questa distanza meno il ter- 
mine nolo. 

(18') y*4-x T — 2yy-f-A’=o 

(ove A’=£’ — r*) equazione d una circonferenza avente il suo cen- 
tro sull'asse delle ordinale ad una distanza q dall'origine, e il qua- 
dralo del raggio è uguale al quadrato di questa distanza diminuito 
del termine noto. 

(19') y’-f-x’— r*=o 

equazione d’una circonferenza avente per centro l'origine e per rag- 
gio r, cioè la radice quadrala del termine nolo col segno cambiato, 
purché però questo termine nolo sia negativo nel primo membro. 

107. Avvertenza. — Si noti come questa semplicissima equa- 
zione della circonferenza non rappresenta più la medesima linea, 
se gli assi sono obbliqui ; imperocché in questo caso il triangolo 
formato dall'ascissa dall’ordinata e dai raggio, per un punto 
qualunque della circonferenza, non è più rettangolo. 
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108. Problema 111. — Data una retta AA' di grandezza e po- 



sizione, trovare l'equazione della linea descritta 
da un punto tale che, per qualunque sua posi- 
\ zione, come M, risulti il quadralo della perpendi- 
colare MP, alla retta data, eguale al rettangolo 
dei semmenti AP, A'P. 


Prendasi per origine delle coordinate il punto 0 medio di AA': 
sia primo asse la retta AA' indefinitamente prolungata , e secon- 
do asse la perpendicolare a questa retta, condotta per O. Pongasi 
quindi la retta data AA'=2 r, l’ascissa OV=x, e l’ordinata MP=y. 
Sarà AP=r — x, K'V=r-\-x, e quindi per la condizione del pro- 
blema, la chiesta equazione sarà y'—{r — x) (r-t-x), o vero 


(20) y'+x*=r*. 

109. Osservazione. — Come vedesi quest’equazione è identica 
alla (19'), ed entrambe sono riferite allo stesso sistema di assi or- 
togonali; quindi il luogo geometrico in parola dev'essere la cir- 
conferenza d’un circolo, il cui diametro è la retta AA'.Queslo ri- 
sultamento doveasi attendere , poiché la legge di generazione e- 
sprcssa ncll’enunziato del problema è una proprietà del circolo. 

110. Questa conclusione devesi tenere come una proposizione 
generale, cioè che due equazioni identiche riferite al medesimo si- 
stema di assi rappresentano la medesima curva. Imperocché le re- 
lazioni espresse da una, essendo identiche a quelle che indica l’al- 
tra, e ciascuna rappresentando una certa legge di generazione o 
una proprietà caratteristica, anche ciascuna rappresenta la mede- 
sima legge o la stessa proprietà, c quindi la identica linea. 

111. Problema IV. — Data la retta AA' (fig. prec.) come nel 
problema precedente, trovare V equazione del luogo geometrico de- 
scritto da un punto tale, che, per una sua qualunque posizione M, 
congiunte le MA, MA', risulti l'angolo AMA' eguale ad un angolo 
dato. 

Ritenute le stesse denominazioni del problema precedente, a- 

vremo AM=V/ y*-t-( r — x)’; A'M=V y*-4-(r-hx)*, badando che i 
radicali van presi col segno -4-, come abbiamo fatto, perchè le di- 
stanze AM, A'M sono numericamente considerate. Ma nel Irian- 
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gole AMA' si ha (Trig. n° 113, tcor. 2»). 

AMvrM— n 7 ’ 

cosAMA — 2AMXA'M 

dunque chiamando q il coseno dell’angolo dato, sostituendo per 
AM, A'M, AA-' i simboli che le rappresentano e riducendo, avre- 
mo l’equazione 

— r * 

(21) 




y/ — t)* V </’-+-(»'-+-•*)* 

che sarà quella che si cercava. Essa sviluppata diviene, prima- 
mente: 

(j, , 4 - x *_r , ) , =9 , (y*-t- 2 xV-t-* i -+- 2 ry— 2r\r*-t-r*), 
indi aggiungendo c togliendo il termine br'q'y' nel secondo mem- 
bro, potremo scriverla ancora cosi: 

(y'+x'-r')'=q'(y'+x‘-r t Y+ !ir ' ( iy' 

donde infine si trac 

rq 


( 22 ) 


tf "- H ** — 2 


7 y=r 


V i — 

112. Questa equazione è della stessa forma della (18 ), e però, 
il sistema di assi essendo Io stesso per entrambe, il luogo geo- 
metrico in discorso è la circonferenza d’un circolo, che ha il suo 
centro sull’asse delle ordinat e OY ad u na distanza uguale ad 

-g— , ed il suo raggio è \/ A = p== • Qui"* 1 ' * e*' 
v ‘-’ - " . 



1-9* ' ' V i — 9* 

scndo q il coseno dell’angolo dato , 


Vi-«* 

la cotangente; e però se al punto A si conduca 
una retta AB che faccia con AA' un angolo 
eguale al dato, e dal punto A s’innalzi la per- 
“x pendicolare a questa retta , l’ incontro di que- 
/ sta perpendicolare con OV sarà il centro; e la 

distanza di questo centro dal punto A sarà il raggio del circolo. 

5e l’angolo dato è ottuso, sarà q negativo, e, per questa ra- 
gione, divenendo positivo il coefficienti di y in (22) , il centro ca- 
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drà sulla parto negativa delle y ; ciò che col fatto avviene quando 
la medesima costruzione si applica al caso attuale. 

Finalmente se l’angolo dato è retto, q= o, e la (22) riducesi 
semplicemente ad y m -t-®*=r* ; equazione questa che rappresenta 
un circolo, col centro in C, e di raggio CA=r. 

Tutti e tre questi risultameli, relativi alla determinazione 
del centro e del raggio, sono identici a quelli che si hanno trat- 
tando, nello geometria elementare, il problema: sopra ma retta 
data descrivere un semmenlo di circolo capace a contenere un an- 
golo dato. E per vero dallo stesso enunziato del propostoci pro- 
blema agevolmente si scorge, che la linea dimandata dev’essere 
l’arco d'un semmento capace a contenere un angolo dato. 

113. Or qui sorge una questione, ed è la seguente: come avvie- 
ne che in luogo di avere per linea cercala soltanto una porzione 
di circonferenza, si ha la circonferenza tutta inleia? Riflettendo 
bene sul corso delle operazioni eseguite per passare dalla (21) 
alla (22), sarà agevole rispondere alla proposta questione. E per 
vero, le espressioni algebriche di AM, A'M non cangiano, mutan- 
do il segno dell’ordinata y, per modo che esse valgono tanto pei 
punti superiori ad AA', quanto per gl’inferiori. Inoltre, consi- 
derando in valore assoluto, come dev’essere, i radicali rappre- 
sentanti le distanze AM, A'M, la frazione, primo membro del- 
la (21) , sarà positiva o negativa , secondo che y’+x’>r m , o 
y' 4 -x“<r\ in guisa che , a rigore parlando, quella frazione de- 
v'essere presa col doppio segno. Lo stesso ha luogo ancora pel 
secondo membro q, il quale, rappresentando un coseno, può esser 
positivo o negativo, secondo che l'angolo dato è acuto o ottuso. 
E comecché il doppio segno messo nei due membri non dà più so- 
luzioni di quelle che si hanno ritenendo il doppio segno in un so- 
lo, così la (21) con ogni rigore dev’essere scritta così; 


y*-t-g* — r* 

V y*-i-(r— x)* V y'+{r-bx}‘ 


ztq. 


Or quando questa equazione si eleva a quadrato per passare al- 
la (22), il doppio segno scompare, e l’equazione risultante divie- 
ne più generale, perchè comprende implicitamente i due casi. 

Ma quando l’angolo dato è acuto, q è assolutamente positivo, 

to 
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e devesi ritenere il segno superiore nell'equazione precedente; e 
allora, poiché i radicali sono positivi, risulta y % +x' — r*>o , o 

rq 


vero in virtù della (22): 2 ■ 


=- y>o, o in fine y> o ; e quin- 


VI 

di i punti richiesti , in questo caso, secondo l’osservazione supe- 
riormente fatta, si trovano solo al di sopra di AA'. Per contro 
se l'angolo dato è ottuso, q è soltanto negativo, e i punti richie- 
sti dovendo soddisfare alla condizione y'+x' — r’<o , o vero 

2 r<l - - y<o, o in fine y<o , non possono altrimenti esser si- 
tuati che al di sotto di AA'. 

Pertanto, volendo considerare solamente i primi di questi pun- 
ti, o solamente i secondi, converrà esclusivamente e rispettiva- 
mente prendere la prima o seconda delle seguenti equazioni: 

y*4_a;* — r » 


(23) 


V y‘-h(x—r)‘ V y t +{ x +- r )' 


= +q. 


(24) 


y*-4 -x*—r' 

Vy*+(x— r) e V y‘-+-(*H-r)* 


9 » 


senza elevarne alcuna a quadrato; in questo modo la prima di 
queste equazioni risponderà all’arco AMA' maggiore della mez- 
za circonferenza. La elevazione a quadrato d'una qualunque di 
esse due equazioni menando alla (22), condurrà nei tempo stes- 
so a tutta la circonferenza AMA'N , quale rappresentazione geo- 
metrica di essa (22). 

L’esempio attuale valga di norma in simiglianti casi, ove ope- 
razioni sussecutive fatte sull’equazione, che immediatamente si 
trae dall’enunziato del problema, per renderla talvolta più sem- 
plice, la rendono nel tempo stesso più universale. 

114. Avvertenza. — Ei giova notare come da questi due ul- 
timi problemi ne risulti poter talfiata intervenire che enunziati 
DI LEGGI DIVERSE CONDUCANO A UNA MEDESIMA LINEA. La ragione 
di ciò è agevole a intendersi, qualora si rifletta che la legge di 
generazione d’una linea non è in sostanza se non /espressione d'una 
proprietà caratteristica diquella linea (n° 72); e però, quando di- 
verse leggi di generazione non sono che proprietà diverse e nel 
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tempo stesso esclusive di una medesima linea, si deve di neces- 
sità ricadere sulla medesima linea. 

115. Problema V. — Supposto che un circolo AMB ruoli, scu- 
sa strisciare, sulla retta fissa OX, un determinato punto M della cir- 
conferenza andrà descrivendo unalinea : se ne domanda l'equazione. 

Prendasi la stessa retta OX per asse delle ascisse, e la perpen- 
dicolare OY per quel- 
lo delle ordinate. In- 
di si supponga che nel 
principio del moto il 
punto generatore sia 
nel punto O , contatto 
tra la retta e il circolo, quando questo sta per ruotare. Allo- 
ra, quando il punto di contatto sarà in A, il punto generatore si 
troverà, poniamo in M , talmente che l’arco MA ha dovuto per- 
correre la porzione di retta OA, e però OA=arc.AM : que- 
st’eguaglianza appunto esprime la genesi della linea, di cui si do- 
manda l'equazione ; per trovar la quale si conducano per M la MP 
perpendicolare, e la MQ parallele ad OX ; dinoti r il raggio AC 
del circolo dato, e si ponga OP=as, MP=y: sarà CQ=r — y, 
MQ =Vy(2r— y), AO=OP 4- PA=OP +- MQ=x+\/2 ry—y*, 
arc.AM=arc. cosCQ=arc.cos(r — y), laonde 

(25) jh-V 2ry — y*=arc.cos(r — y) 

sara l'equazione dimandata, la quale, come si vede, è un'equa- 
zione trascendente. 

La linea di cui la (25) è l'equazione s’addimanda cicloide. 

116. Problema VI. — F, ¥' sono deputili fissi, e un altro pun- 
to M si muove talmente che in qualunque 
sua posizione M, la somma delle congiun- 
genli questo punto coi punti fissi è costan- 
temente uguale ad una retta data; si cerca 
l'equazione del luogo geometrico. 

Secondo un tale cnunziato, la legge di 
generazione viene primamente espressa dall’equazione 

(a) FM+F'M=2a, 

ove 2a esprime la lunghezza della retta data. 
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Posto ciò, prendiamo per primo asse la stessa retta OX, e per 
secondo asse la retta OY, condotta perpendicolarmente ad OX 
pel punto O medio di FF'. Poniamo questa lunghezza FF'=2c, e 
dinotiamo con x e y le coordinate OP ed MPdel punto M. Avre- 
mo in primo luogo: FP=c — x, F'P=c-|-:r; e poiché i due trian- 
goli FMP, F'MP sono rettangoli entrambi in P, avremo inoltre: 

FM= = VV-+ -{c—x)\ 

. F'M= \J Mp'-t-F'P* = V/y*-H(c-hx)‘, 
e però, sostituendo in (a), facendo sparire i radicali e riducendo, 
s’otterrò l’equazione 

(20) a y + (a* — c t )x'=a t (a m — c*) , 

eh’ è quella che si domandava, rispetto al dato sistema di assi. 

1 17. Problema VII. — Dati di posizione un punto F e una ret- 
ta Illi, trovare l'equazione della linea generata da quel punto M, 
che talmente si muove, che per una qualunque sua posizione M le 
sue distanze MF, MB, dal punto e dalla retta, stieno tra loro in un 
dato rapporto. 

Dinotando con 1: n cotesto rapporto, la legge di generazione 
della linea in questione sarà primamente indi- 
cata dalla proporzione 

(6) FM: MB:: 1: n. 

indi poniamo che il primo asse coincida in dire- 
zione con la perpendicolare menala da F sulla HB; 
dividiamo FH in guisa da essere FO: OH :: 1: n, e cosi sarà O 
un punto della linea di cui si domanda l’equazione, e posto OF=e, 
sarà OH=nc. Finalmente prendiamo il punto O per origine, e 
per secondo asse la OY perpendicolare ad OX, e menata MP per- 
pendicolare ad OX, poniamo OP=x, MP=y; cosi avremo: 



FM=V/MP*-t-FP*= V y*-F(c— x) % , MB=PH=cn-Kr, 
e quindi per la (6) V !/*-+- (c — x)‘: cn-t-x : : 1: n; donde si trae: 

(27) 


n — 1 , 0 n-i-t 

-—X — 2c as=o; 

n n 


t 
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ed è questa la dimandata equazione, rispetto a quegli assi, presi 
nel modo sopra spiegato. 

118. Passiamo ora ad applicare i medesimi principi, facendo 
uso di coordinate polari. 

Problema Vili. — Trovare l'equazione della retta in coordina- 
le polari. 


Sia XX' l’origine delle rotazioni, P il polo, ed AM la retta, la 
quale incontri l’asse XX' in A. Sia fìnalmenteM 
un punto qualunque della retta, ed MP il suo 
raggio vettore. 

Poniamo le quantità date AP=a, XAM=a, 

e le coordinate variabili MP=r,XPM=u. Dal 

MP senMAP . , , 

, e comecché AMP=XPM 



xtzl 


triangolo MPA si ha -pi- 


seli AMP' 

— PAM, sostituendo i simboli corrispondenti, avremo: 


(28) 


r sena sena 

— = — ovvero r=a — r . 

a sen(u— a) sen(u — a) 


È questa la più generale equazione della retta in coordinate po- 
lari: in essa la costante a dinota l'angolo formalo dalla retta con 
l'asse positivo, e l’altra a rappresenta la distanza dal polo al punto 
in cui la medesima retta incontra l’asse. 

119. In luogo di questa distanza PA possiamo introdurre la di- 
stanza DP=d dal polo alla retta ; la quale distanza è parimenti 
data. Per ottenere ciò basta osservare che il triangolo ADP, come 

rettangolo in D, dà AP= — ??-— o sia a= - ^ e però sosti- 

senDAP sena 

tuendo in (28) avremo: 


(29) r= - 

sen(u — a) 

120. Ora da coteste due equazioni generali (28) c (29) possia- 
mo ottenere le seguenti pei casi particolari. 

1. ° Se la retta passa pel polo, a=o, e però, secondo la (28), 
abbiamo in questa caso particolare, 

(30) u=a. 

2. * Se la retta è perpendicolare aliasse XX', a=90\ e quin- 
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di , secondo la stessa (28) , si ha 
(31) 


a 

cosi»’ 


3.° Finalmente se la retta è parallela al medesimo asse, allo- 
ra a=o, c secondo la (29), avremo: 


(32) 


senu 


121 Problema IX. — Trovare l’equazione della circonferenza 
in coordinale polari. 

Sia XX' l’asse e P il polo. Sieno inoltre a c r„ le coordinate 
del centro C; u, r quelle d’un punto qualunque M della circonfe- 
renza, c p sia il raggio del circolo. 

II triangolo CMP dà CM*=CP%-MP’ — 2CP. MP cosCPM; ma 



CM=p, CP=r 0 , MP=r, CPM=a — u o pure 
u — a, secondo che PM cade a dritta o pure a si- 
nistra di PC, quindi sostituendo e ordinando ri- 
spetto ad r, avremo nel primo e secondo caso 


(33) r’— 2r 0 rcos(a— u)=p*— r e \ 


e sarà questa la più generale equazione polare della circonferenza. 

Se il centro è sull’asse XX' a una distanza r 0 dal polo, allora 
<x=o, c l’equazione precedente diviene semplicemente 

(34) r” — 2r 0 rcosu=p* — r* 0 . 

Se il centro coincide col polo, allora a=o, r=o, e quindi l’e- 
quazione della circonferenza diviene semplicemente 


(35) r=p 

122. Osservazione. — Prendendo simultaneamente le due c- 
quazioni (30) e (35). 


(36) u=a, r=p , 

veniamo a indicare il punto che si trova nell’intersezione della 
retta u=a e del circolo r=p: sì che le due equazioni (36) sono, in 
coordinate polari, quelle d’un punto (a, p), il quale ha per atio- 
malia a, e per raggio vettore p. 
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E però, prendendo congiuntamente le due equazioni 

(37) x=o, r=p, 

il punto starà nell'origine delle anomalie ad una distanza p dal polo. 
In fine il punto sarà il polo, prendendo simultaneamente 

(38) u=a, r=o, o pure (39) u=o, r=o. 

Problesia X. — Trovare, in coordinate polari, l'equazione del- 
la linea indicata dall’ enunziato del problema VI. 

La questione si riduce, come in quel problema, ad esprimere, 
mercè coordinate polari, la relazione: 

(a) FM+F'M=2a, (fìg. pag.67). 


Prendasi per polo uno dei punti dati, e sia F, c per origine 
delle rotazioni la retta AA', che passa pei medesimi punti. Indi, 
rispetto ad un punto qualunque M della linea, si ponga l’ascissa 
angolare MFA'=a, e il raggio vettore FM=r. Posto ciò, essen- 
do MP perpendicolare ad AA', abbiamo F'M=\/ MP-+-PF'’ ; ma, 
essendo parimenti FMP un triangolo rettangolo in P, si ha 
MP=FMsenMFP=rscnu, FP=FMcosMFP=rcosw ; quindi PF' 
=FF' — FP==2c — rcosu; laonde sostituendo, risulterà: 


F'M=y/ r’sen’u-t-(2c — rcosu)*— ^ r* — 4crcosu-l-4c*, 
e finalmente ponendo questo valore e quello di FM in (a) avre- 
mo l’equazione 

(40) r= - a ^ , 

a — ccosu 

che sarà la dimandata, quando il polo e l'asse sono gl’indicati. 

124. Come esercizio pei studianti poniamo qui appresso l’enun- 
ziato di alquanti problemi da risolvere. 

Problema XI. — Dati un circolo C, un suo diametro AB, e la 
corrispondente tangente BD; .se per l'altro e- 
slremo A dello stesso diametro si conduca una 
qualunque segante AFE, e si tagli AM=EF, il 
punto M descriverà una linea (la cissoide di 
Dioci.e ) ; trovare l'equazione di questa linea. 

In coordinate polari essendo A il polo, cd 
AB l’asse, l’equazione è 
(47) r=2ascnutan« ; 
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ed in coordinate ortogonali, di cui AX, AY sono gli assi, l’equa- 
xione è 


(48) 


x(x*-t-y*) — 2ay’=o. 


Y 


M 


In entrambe le equazioni, 2a rappresenta il diametro AB. 
Problema XII. — Dati un punto P e una retta indefinita YY'; 

se dal punto P si meni una qualunque segan- 
te MP, e a partire dal punto D, t'n cui essa 
incontra la YY' , si prendano due distanze 
uguali ed opposte DM, DN, sempre dello stes- 
_ so valore, per qualunque direzione della se- 
x gante, i punti M, N descriveranno una linea 
(la concoide di Nicomede ) ; trovare l'e- 
quazione di questa lima. 

Quest’equazione in coordinate polari, di 


cui P è il polo e PX è l’asse, è : 

(49) 


■= — - -H* ! 
cosu 


e in coordinate ortogonali, di cui OX, OY sono gli assi, è: 

(50) x’y* — (6-+-x)* (a’ — x*)=o. 

In entrambe queste equazioni b rappresenta la distanza PO, e 
a le distanze uguali e costanti DM, DN. 

Problema XIII. — Trovare l'equazione di quella linea, che è 
descritta da un punto M, il quale si muove 
talmente, che il prodotto delle sue distanze 
MF, MF' a due punti fissi F, F' è costante. 

Prendendo la retta che passa pei punti 
dati per primo asse.il punto 0 medio di FF' 
per origine, e la perpendicolare OY ad OX per secondo asse, l’e- 
quazione della linea, è : 

(51) (x*-+-y*)*-t-2c*(y*— x*)=o’— c*. 



essendo o* il prodotto costante FMxF'M' e 2c — FF'. 
Quando a=c, l’equazione si riduce a 

(52) (x*-t-y*)*-l-2c*(y* — x*)=o, 

e la linea s’addimanda lemniscata di Ber.soitli.i. 
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Quando ay>c\'2, la (51) rappresenta la curva denominala 
ovale di Cassini. 


AUT. III. • 

('ostruzione del lo oro geometrico d'un'cquazlnnc. — Modo di de- 
terminare I punti d'incontro di due linee < e In particolare quelli 
d una linea data eoo gli assi delle coordinale. — Applicazione 
del modo di costruire un luogo geometrico a diversi esempli. 

125. Dopo aver mostrato, nel preced. articolo, il modo onde 
formolarc la genesi d'una linea, c cosi ottenerne l’equazione; 
passiamo ora alla questione inversa, la quale ha per oggetto, data 
un'equazione, investigare, rispetto a un sistema di coordinate, il 
luogo geometrico di quella equazione (n. u 90, 2.") 

125. Poniamo primamente che data un equazione fra due 
variabili 

(1) ¥(x, y)=o, 

si voglia sapere qual sia la linea, ovvero il luogo geometrico di que- 
sta equazione, allorché si suppone rappresentare x, y le coordinate 
rettilinee d'un punto preso in un piano. 

Per rispondere a siffatta questione, osserveremo in primo luo- 
go, che, ponendo nella (1) in luogo di x (supposta questa varia- 
bile rappresentar le ascisse) un qualunque valore particolare x, 
quell’equazione si ridurrà a contenere la sola incognita y, e però 
darò, in generale, per questa incognita uno o un determinato nu- 
mero di valori corrispondenti a quello di x. Sien quindi 

(2) x t , x u , x t , x 4 .... 

differenti valori positivi o negativi, e affatto arbitrari, che si as- 
segnano ad x; e, per fissar le idee, poniamo che a ciascun valore 
di x non corrisponda nella (1) che un sol valore per y. Sieno 

(3) y, . y, . y . . y* • • • • 

cotesti valori di y, rispondenti rispettivamente a quelli di x delia 
serie (2). Avremo così una serie di sistemi di valori 

(•*•.. y.); (*,. yJ; (*,. y,)i (**, y,)> ec. 

ciascuno dei quali ha la proprietà di verificar l’equazione J), e 

1 1 
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ili fissare, generalmente parlando, la posizione d' un punto net 
piano, in cui si prendono due assi a' quali si 
riferiscono le coordinate x, y. Cosi, poniamo 
essere XX', YY' cotesti assi, e che presa un'u- 
nità di misura, alla quale riferisconsi i va- 
lori x, y, ec. , si prenda anche in corrispon- 
denza de’ segni 

OP,=r, ; OP t =x, ; OP,=a; t ; OP 1 =x 1 , ec. 



e ai punti P,, P, , ec. , tenendo anche presenti i segni delle y, 
si applichino le corrispondenti ordinate, 

M.P ,=y,; M,P,=y, ; M,P,=y,; M i l\=y i , ec., 
avremo in tal modo una serie di punti M, , M, , M, , M 4 , ec. 
ciascuno dei quali gode della proprietà che le sue coordinate sod- 
disfanno l’equazione (1) ; la quale, esprimendo una relazione fra 
due coordinate qualunque x, y, dipendente da una certa legge, 
indicata dalla (1), fa sì che i punti M„ ec. soddisfacciano tutti 
alla stessa legge, in virtù della qudle si ha quella particolare di- 
sposizione di punti. Ora, comunque, in questo modo operando, 
non si abbia che una linea spezzata, che passa pei punti medesi- 
mi, non è men vero però, che, essendo a nostro arbitrio il rav- 
vicinare tra loro i valori x t , x t ec. per quanto più ci piaccia, po- 
tremo anche ravvicinare tra loro i punti M, ec. talmente che nel 
congiungerli ne risulti un tratto, generalmente parlando, con- 
tinualo, che è la linea o il luogo della proposta equazione. 

127. Il medesimo ragionamento s'applica ancora a qualunque 
altro sistema di coordinate, capace di essergli riferita l'equa- 
zione (1); e l'unica difficoltà che incontrar si possa nell'applica- 
zione pratica dell'esposto metodo, potrà, tal fiuta, dipendere da 
operazioni di calcolo. Ed è pur da notare che può talvolta avve- 
nire che i valori di y, corrispondenti a quelli dati arbitrariamente 
ad x, risultino nulli; allora, ponendo che per x=x 0 risulti y=o, 
la curva passerà pel punto (x 0 ,o) (*) (n.°87); il quale sta 
sul primo asse (6.° 80), e però la curva incontra quest'asse in un 


(') Per indicare un punto le cui coordinate sono x, y, scriveremo t.r, y ) , 
e s'intenderà sempre che la prima lettera indica l'ascissa. 
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punto P 0 . Lo stesso può avvenire rispetto al secondo asse, come 
in Q 0 . E finalmente a qualche valore di x potrà corrispondere un 
valore immaginario per y, e allora, geometricamente 
parlando, non si può assegnare punto per la curva, il quale 
risponda a questo sistema; e, analiticamente parlandoci 
dirà esser quello un punto immaginario della curva. 

128. Qui si conferma il principio altrove dimostrato (n° 17), 
cioè che se x', j' sono le coordinale d'un punto duna curva, che 
ha per equazione la (1), quelle coordinate, qualunque sia la loro 
natura, devono soddisfare quest'equazione; imperocché, secondo 
l'ipotesi, messo in quell'equazione x=x', deve risultarne y— y', 
c però dev’essere 

(4) F(*', y')=o. 

Per contro, verificata questa condizione, il punto ( x', y') deve 
appartenere alla curva rappresentata dall’equazione (1); o vero, 
in altri termini, questa curva deve passare per quel punto. 

129. Regola per determinare i pentì comuni a dee cerve, 
di nei son date le eqeazioni. — Pria di passare all’applicazione 
del metodo qui innanzi spiegalo, faremo talune osservazioni, che 
ci saranno utili in appresso. E primamente poniamo che, insie- 
me con la linea (1), s’abbia l’altra rappresentata dall’equazione 

(5) f(.r, y)=o, 

e che ( x ', y ') sia un punto appartenente nel tempo stesso alle due 
lince (1) e (5); dovremo avere, come qui innanzi si è dimostrato, 

(6) ¥(x', y')=o, f(x', y')=o: 

laonde, se le x', y' sien incognite, potremo, seguendo i precetti 
della eliminazione, ricavare dalle (6) i valori di quelle incognite; 
c così conosceremo le coordinate del punto comune alle due li- 
nee (1) e (5). E poiché i valori di x\ y' che si ottengono elimi- 
nando tra le (<»), non sono diversi da quelli che si ottengono per 
x ed y eliminando immediatamente queste variabili tra le (1) e (5), 
così si può stabilire la seguente regola; per trovare i punti d’in- 
tersezione di due linee (Fx, y)=o, f (x, y)=o, bisogna eliminare le 
variabili tra queste equazioni. 

130. Se la seconda linea è Io stesso primo asse, allora la (5) di- 
viene semplicemente y=o [T, 32), c però volendo trovare ? punti 
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in cui la curva espressa dall'equazione F(x, y)=o, incontra il pri- 
mo asse, converrà porre y=o in della equazione, e l'equazione ri- 
sultante F(x)=o, darà le ascisse de' chiesti punti. 

Similmente, volendo trovare i punti in cui la medesima linea 
incontra l’asse delle ordinate bisognerà porre x=o, nell' equazione 
F ( x , y)=o, e l'equazione F(y)=o darà le ordinate de' punti di- 
mandali. 

131. Se una delle due equazioni (1), (5), poniamo la seconda, 
si moltiplichi per una quantità indeterminata k, c così moltipli- 
cata s'aggiunga alla prima o da questa si tolga, otterremo 

(7) F{x, y) ± k f(x, y)=o. 

Or cotesta nuova equazione rappresenta, in generale, una nuova 
linea diversa da ciascuna delle (1) e (5); ma però il medesimo si- 
stema di valori (x, y) il quale verifica contemporaneamente le due 
equazioni (1) F(x, y)=o, e (5) f(x, y)=o, verifica pur la (7); ciò 
vuol dire che i punti comuni a queste due linee (1) e (5) sono pur 
comuni alla linea (7). Pertanto si può stabilire che l’equazione 
formata dalla somma o dalla differenza di due altre, luna delle 
quali sia stata primamente moltiplicala per un coefficiente indeter- 
minalo (il quale può talvolta essere la stessa unità) rappresenta 
una nuova curva, la quale passa pei punti d’ intersezione di quelle 
rappresentate dalle due equazioni date. 

132. Posto ciò, passiamo all'applicazione del metodo esposto 
nel n.° 126, facendoci a considerare alquanti casi particolari. E 
anzitutto gioverà notare che nell’esposizione dei problemi che se- 
guono non si tratterà propriamente di descrivere attualmen- 
te e <jr afe am ente la vera forma della linea di cui è data l’e- 
quazione, ma soltanto d’ investigare quale esser possa questa 
forma. Non pertanto il medesimo procedimento può valere ancora 
sì nel primo come nel secondo caso. 

133. Problema I. — Cercare il luogo geometrico dell'equazione 
generale del primo grado 

(8) Ay4-Bx-t-C=o, 

in coordinate rettilinee. 

Primamente osserviamo che, senza diminuire la generalità 
della proposta equazione, potrem sempre dividerla per uno qua- 
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lunquc de’ suoi coefficienti ; sia il primo, e messo per semplicità: 


( 9 ) 



potremo scrivere lu (8) così : 

(10) y=tnx-hn. 

l’osto ciò, poniamo primamente, che nella data equazione man- 
chi il termine noto C; allora n= o, la (10) diviene semplicemente 

(11) y=mx. 


e però la linea corrispondente passa per l'origine 0 (n.° 89). I- 
noltrc se m è positiva, allora ad un’ascissa 
positiva corrisponderà un’ordinata positiva, 
e ad un’ascissa negativa corrisponderà un’or- 
dinata negativa, di tal che la linea cadrà nei 
due angoli opposti XOY, X'OY'. Il contrario 
avrà luogo se m ò negativa, e la linea, passan- 
do sempre per l’origine, cadrà ne’due angoli 
opposti XOY', X'OY. In qualunque caso l’equazione (1 1) indica che 
il rapporto dell’ordinata all’ascissa di qualunque punto della linea, 
indipendentemente dal segno è costante. Laonde se N, Y, N", cc. 
sono diversi punti del luogo dell’equazione (11), menate le cor- 

NP N'P' N'P* 

rispondenti ordinate, dev’essere ^ ^p^-ec., quindi 



i triangoli NOP, N'P'O, N"P"0, ec. avendo proporzionali i lati in- 
torno agli angoli eguali P, P', P", ec. sono simili; e però gli angoli 
NOP, N'OP', N"OP", devono essere uguali ; ma i lati OP, OP' t 
OP" ec. sono in linea retta, quindi ancora i lati ON, OY, ON", ec. 
c con essi i punti N, X', N", ec. devono cadere in una retta. Per- 
tanto il luogo dell'equazione (1 1), o dell'equazione Ax+By =o è una 
reità che passa per l'origine delle coordinale. 

134. Ritornando ora all’equazione generale (10), osserviamo 
che, per una medesima ascissa qualunque x, l’ordinata del punto 
corrispondente della linea (11) e quella del punto corrispondente 
della (10) differiscono algebricamente per la quantità n; e però, sup- 
ponendo questa quantità positiva, è chiaro che se si prende OB=», 
e si conduce per B la M"AB, parallela allaON, luogo della (11), sa- 
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rà M'Ali il luogo della (10); il quale invece cadrà al di sollo diON 
se n è negativa. 

Pertanto il luogo geometrico dell'equazione y=mx-+-n, o della 
proposta Ay-f-Bx-i-C=o è una retta. 

185. Osservazione. — Il problema ora trattato è l’inverso del 
prob. I. (n.° 92); e conferma ciò che fu dimostrato al n.° 110. 

136. Dal precedente ragionamento risulta che nell’equazio- 
ne (10) il termine noto n=OB, è l’ordinala all'origine, e il coef- 
ficiente m di x in (10), essendo quello stesso di x nella (11), rap- 
presenta, indipendentemente dal segno, il rapporto tra due ordi- 
nate qualunque NP, PO, cioè tra i seni degli angoli NOX e ONP= 
NOY, formali dalla retta col primo e secondo asse rispettivamente. 
Laonde, se dinotiamo con a e JJ questi angoli, e con 9 quello degli 
assi, avremo, come altrove (n.° 94) 


sena 


sena 


(13) m = : _ 

' sciiji scu^O — a) 

137. Quando gli assi sono ortogonali 9=90°, e quindi 


(14) 


sena 

m= = lana , 

cosa 


vale a dire il coefficiente di x in (10), preso positivamente, rap- 
presenta la tangente trigonometrica dell'angolo acuto, formato dalla 
retta col primo asse (n." 100) 

138. Problema II. — Quale il luogo geometrico dell'equazione 


(15) r=au, 

riferita a coordinate polari ? 

In primo luogo è da osservare che, essendo l’ascissa u un ango- 
lo, e il raggio vettore una retta, egli è 
d’uopo che nella proposta equazione (15) 
la costante a rappresenti pur essa una 
retta , perchè la legge dell’ omogeneità 
sia verificata (Trig. n.° 11). 

Posto ciò, sia XX' l’asse c P il polo; 
da questo punto come centro e con un 
raggio ad arbitrio si descriva la circonferenza ABB', e poniamo 
gli archi positivi esser quelli che si contano andando da A a B. 
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Messo in (15) u=o, si ha pure r=o, quindi la linea richiesta 
passa pel polo. Sia inoltre AN un arco che misura un valore del- 
l'ascissa u; menato il raggio PN, si prenderà, a partire dal polo, 
secondo la direzione di questo raggio, e nei senso indicato dal 
segno, una porzione, poniamo PM=a. AN, e s’avrà un punto della 
curva e soltanto uno; come avverrà ancora per qualunque altro 
valore di u, iu virtù della stessa forma (15), la quale mostra inol- 
tre che r aumenta indefinitamente insieme con u; e però ne con- 
seguila che anche il luogo dimandato si distenderà all'infinito, 
avvolgendosi sopra sè medesimo, tal quale la figura lo indica. Os- 
serviamo inoltre che, ponendo nella (15) sussecutivamente u=u„ 
ti=u t -i-2i:, u=u 1 -(-4it ec. si hanno in corrispondenza i seguenti 
valori di r: r,=au, , r m =au,-f-2<nt , r,=au,+4<jit=r 1 4-2ai; ec. 

donde si deduce r, — r,=r, — r,= =2 ai:; vale a dire che, 

supponendo essere AN=u, sarà MM'=M'M'=ec =2air. E 

però il luogo geometrico in questione gode della proprietà che una 
reità indefinita condotta pel polo incontra la curva in punti talmente 
disposti, che la distanza dal primo al secondo è quanto quella dal se- 
condo al terzo, da questo al quarto ec. ; e questa distanza comune 
pareggia la circonferenza di raggio a. 

La porzione di curva compresa fra due di questi punti conse- 
cutivi (M, M', p. e.) s’addimanda spira; la distanza (MM') s’ad- 
dimanda passo, e tutta la curva prende il nome di spirale di 
Arcuimede. 

Dando valori negativi ad u nella (15), e tenendo presente quan- 
to si disse al n.° 78, s’otterrà un secondo ramo indefinito I’RR'ec., 
simmetricamente disposto rispetto al primo, il quale dcvesi in- 
tendere formare una medesima curva col secondo. 

139. Osservazione. — Non ammettendo ascisse maggiori della 
mezza circonferenza, nè valori negativi per entrambe le coordi- 
nate r, u, la curva si sarebbe limitata a sola la parte PD; c ciò 
si sarebbe fatto senza alcuna ragione. Ben è vero clic al n.° 78, 
abbiam visto potersi assegnare là posizione di un punto con coor- 
dinate polari, prendendo archi minori della mezza circonferenza, 
e valori positivi ; ma allora trattavasi di un punto arbitrario non 
sottomesso a legge alcuna, c ciò non ha più luogo allorché trat- 
tasi di determinare la posizione di tutti quei punti soggetti ad 
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una legge comune, rappresentala da un’equazione. In questo caso 
è assolutamente necessario dar la massima estensione, sì pel va- 
lore numerico che per l'algebrico, alle coordinate rappresentale 
dalle incognite della stessa equazione, perchè non restasse escluso 
alcuno dei punti chea quella medesima legge soddisfanno: l'e- 
quazione essa stessa poi c'indicherii i limiti, tra'quali quei valori 
debbono essere compresi per non cadere in assurdo, 

iìO. Se in luogo dell'equazione (15), s'à l’altra più generale 

(16) r=au-hb, 

il luogo geometrico è pure uua spirale, come la precedente. 

In effetti se si pone 

(17) r — b=r', 

la (16) prende la forma della (15), cioè 

(18) r’=au; 

c però rappresenta una spirale PMDM' (lig. prec.). Ora la relazio- 
ne (17) indica che ad un medesimo e qualunque valore di u cor- 
rispondono in (16) c (18) due valori de’raggi vettori r, i quali 
differiscono tra loro per la quantità costante b. Laonde, costruita 
la spirale (18), si ha il luogo geometrico della (16) portando sul 
prolungamento d'ogni raggio vettore PM, una quantità MQ=6; 
così si vede come col fatto il luogo della (16) è un'altra spirale. 

141. Problema 11. — Trovare il luogo geometrico dell'equa- 
zione del 2 .° grado 

(C) AyM-2Bxy-f-Cx*-t-2Dy-+-2Ex4-F=o, 

riferita a coordinate rettilinee. 

Osserveremo primamente che se il primo membro di questa 
equazione fosse scomponibile in due fattori razionali di l.° grado, 
in modo da prender la forma seguente: 

(ay+bx+c) (a'y-hb'x+c')=o, 

allora, siccome è verificata dai sistemi di valori (x,y) che annulla- 
no separatamente ciascuno di questi fattori, cosi in questo caso 
il suo luogo geometrico è propriamente l’insieme delle due linee 

uy-hbx-t-c—o, a'y+b'x+c'—o. 
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che sono due rette (n.° 1)7). Ora, se si ordina la (C) rispetto a y, 
c si risolve rispetto a quest’incognita, ponendo per semplicità 

(19) ir—AC=m, 1iD—AE=n, D'—AF=p, 
troveremo 

(20) y= — x — ~ ± V n^x^2nx+p, 

c se la quantità sotto il radicale fosse un quadrato perfetto, co- 
me (hx-\-k)*, estraendo la radice, ne verrebbero le due equazioni 

Ay-\-[]$-—ti)x-\- D — -A— o, zly-t-(f?-t-/t)x-t-D-t- A* — o, 

che sarebbero quelle in cui si potrebbe scomporre l’equazione da- 
ta (*). Laonde, perchè questa condizione fosse verilicuta, è d'uopo 
che mx'-+-2nx+p sia un quadrato perfetto, il clic ha luogo, co- 
me si sa dall’algebra, se n* — mp= o, o vero, rimettendo per ro, 
m, p i valori (19) e sviluppando, se 

(21) AE*-hCD'+Fir—ACF—2BDE=o. 

Pertanto se i coefficienti della proposta equazione (C) soddisfanno 
quest'equazione, si è certi che essa è il complesso di due rette. 

Or il primo membro della (21) è quello che si chiama <1 iscri- 
vi in ante dell' equazione di 2." grado a due variabili (C), (*") il qua- 
le dinoteremo semplicemente con a, per modo che 

(D) à—AE'-hCD'+FB’—A CF—2BDE; 

e possiamo stabilire che, se il discriminante dell'equazione di 2.° 
grado a due variabili è nullo, il luogo geometrico dell'equazione 
è il complesso di due rette. 

142. Dopo ciò consideriamo il caso generale, cioè che il discri- 
minante a abbia un valore qualunque, c osserviamo clic, dino- 
tando con u la parte razionale e con y' la irrazionale della for- 
inola (20), in modo che 

(22) u= ~x (23) !/’= ± -i-y/«(x'‘-H2;ix4-p, 

(') Imperocché i due valori del secondo membro della (IO) sono le radici 
dcll'oquazione (C) quando si risolve rispetto alla variabile y: ora sappiamo dal- 
l’algebra clic se « c b sono le radici dell’equazione il primo mem- 

bro si scompone in due fattori al modo seguente (s — a) (i — 0)=o. 

(’’) Iti bini — Complemento ugli elementi di algebra; n.° .177. 

Il 
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sarà quell'ordinata y=u-+-y’; e poiché la ( 22 ) rappresenta una 

retta AR (n.°97), che taglia il 
primo e secondo asse rispetti— 
✓B vamente ne’ punti A e B , deter- 
minati tagliando OA = = 7 * 

li 

OB = ; cosi, prendendo 

A 

un’ascissa qualunque x=OP, e 
menando l’ordinata PQ, sarà que- 
sta la parte rappresentata da u 
nell'equazione y=u-f-y', e quin- 
di per completare l'ordinala y della linea richiesta, converrà calco- 
lare la parte irrazionale (23), e, a partire da Q, c ne due sensi oppo- 
sti, in conformità del doppio segno, tagliare QM=QM,=a quella 
parte calcolata; in siffatto modo s avranno due punti M, M,, ap- 
partenenti al luogo richiesto. Dicasi lo stesso per ogn altra a- 
scissa diversa dalla OP. Ma siccome quel radicale (23) potrebbe, 
per alcuni valori di x divenire immaginario, così porremo ad esa- 
me quella formola, che può essere sostituita alla ( 20 ), purché, fa- 
cendo uso della (23), le ordinate y, rimanendo tuttavia parallele 
al secondo asse, si contino a partire dalla AR, e non dal primo 
asse OX. 

Disamina 

143. Sappiamo (*), che dinotando x„ x t le rodici dell'equazione 

(24) mx*-l-2flx-t-p=o, 
la formola (23) si può scrivere ancora così: 

(25) y'= ± -j- V »>(*—*.) (*—*,). 

e si può supporre, che, se dette radici sono reali, sia in ordine 
di grandezza x t <.x % . 

Ora si posson dare tre casi essenzialmente distinti, secondo 
che il coefficiente m è negativo, positivo, 0 nullo. 

144. Caso I. — Sia in primo luogo 

(26) m, o vero B* — AC< 0 , 

(‘) Rubini. — Elementi à? Algebra, n.° 373. 


Digìtized by Googl 



ESPOSIZIONE DEL METODO DELLE COORDINATE 83 


e sieno l.° reali e disuguali le radici x, , x,; il che ha luogo se 
n’ — »tp>o, o vero, rimettendo per m, n, p i rispettivi valori (19), 
tenendo presente la (D) e trascurando il fattore positivo A, se 

(27) 4>o. 

In tal caso il valore (25) di y' sarà reale per lutti i valori di x 
compresi tra dette radici ; s’ annullerà per x=x, , e x=x, ; e 
sarà immaginario par ogn’ altro valore minore di x, o maggiore 
di x % (*). Laonde due punti della curva , in questo caso, saranno 
(x, , o); ( x , , o), i quali s'ottengono, prendendo, fatta astrazione 
dal segno, 01),=*, , OD,=x, , e menando per I), , D, le paral- 
lele ad OY; le intersezioni E, , E, di queste parallele con la AR 
saranno i detti due punti. Quiudi per avere ordinale reali, biso- 
gnerà prendere delle ascisse, come OP, maggiori di OD, , c mi- 
nori di OD.; a ciascuna delle quali risponderanno due ordinate 
reali, che determineranno due punti reali come M, M, , Per ascis- 
se minori di OD, , o maggiori di OD, , le ordinate sono immagi- 
narie, e però la curva deve giacere soltanto tra le parallele D, H, , 
D,K, . 

Inoltre nel nostro caso, il valore di y' diviene massimo, per 


(28) 


x=- 




m 2 

e sostituendo questo valore in (23) il secondo membro diviene 
4- V — m ( x t — ■£,); e poiché, in virtù della (24) si ha x, — x, = 

— n‘ — mp, cosi chiamando y' m il detto massimo sarà 

m 


(29) 


" =± 4V 


mp — n 
m 


o vero rimettendo per m,n,p i loro equivalenti valori (19), s’avrà: 


(30) y' m ± \/ a(B % — AC) 

Posto ciò, la formolo (28) indica che l’ascissa corrispondente 
a quest'ordinata massima è quella del punto F, medio fra D, e D, ; 
e però, menando FC parallela ad OY, e quindi tagliando le ordi- 

O Rubim. — Elementi d‘ Algebra, n.° 382. 
ri » — » » n.® 381. 
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nate CG,, CG, eguali ciascuna al secondo membro (30), queste 
ordinate saran le massime, e G,, G, saranno i punti della cuna 
più lontani dalla retta E, E. ; e però, menando per G, , G, due pa- 
rallele II, K, , II a K a ad E, E, , la curva si troverà compresa ancora 
fra queste due parallele, c quindi nel parallelogrammo II.K,, e 
avrà la forma indicata dalla figura. Essa si chiama ellisse. 

145. Il punto C, avendo per ascissa l'espressione (28), avrà per 
ordinata quella che s'ottiene sostituendo quest’espressione nel- 
l’equazione (22) della AR. Fatte pertanto queste sostituzioni, e 
rimettendo per m, n, e p i loro equivalenti valori (19), trovere- 
mo le coordinate di C rispetto agli assi OX, OY, 


(31) 


AE—BI) CD—BE 

B'—AC ’ y— B'—AC ' 


146. 2.° — Se le radici x , , sono reali ed uguali, il che ha 
luogo se n* — mp—o, o vero se 

(32) a=o, 

allora la (25), tenendo presente che m è negativo, diviene, 

(33) y ' =z± )lK [x - Xi) sJ— I, 


essendo m, il valore numerico di m. Or quest’equazione non può 
essere verificata se non dal solo sistema reale x=x It y=o, il 
quale indica un punto sulla AR. Laonde nel caso clic si considera 
il luogo geometrico della data equazione it un punto. II quale è lo 

stesso punto C, quando il rapporto — ^ resta invariato, passando 

dall’ineguaglianza (27) all’eguaglianza (32): in effetti qualunque 
sia la relazione di grandezza fra le due radici x , , x m , si ha scm- 

2» , .. « 
pre , c quindi se x,—x t , sara x,= . 

m i a 1 m 

147. Ma qui osserveremo che, analiticamente parlando, le c- 
quazioni (33) essendo del primo grado fra le x ed y, rappresen- 
tano propriamente il sistema di due rette immaginarie, le quali 
passano entrambe pel medesimo punto ( x „ , o), che ò il luogo del- 
l’equazione (C) nel caso considerato in questo precedente nume- 
ro. Ciò è d’accordo con quanto si è spiegato nel n.° 141 ; impe- 
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rocchò nel caso attuale, essendo A=o, la proposta equazione de- 
ve scomporsi in due fattori razionali e di l.° grado, cioè della 
forma ay+bx-\-c=o; ma ciò non toglie che alcuni dei coefficienti 
a, b, c, di questi fattori non risultino immaginari, e allora le ret- 
te rappresentate da’ detti fattori sono immaginarie. 

Inoltre, poiché nel passaggio della (27) alla (32) la differenza 
x % — z,=OD, — OD, va impiccolendo e s’avvicina a zero, così 
i punti E, , E, si vanno avvicinando al punto C. Altrettanto ha 
luogo pe'due punti G, , G„; e però l'ellisse, non cessando di esse- 
re una curva, si va a mano a mano restringendo per ridursi al 
punto C, il quale è il limite verso cui tende l’ellisse. Pertanto, in 
questo caso speciale di cui ci occupiamo, si dice che l’equazio- 
ne (C) rappresenta un’ ellisse infinitamente piccola. 

148. 3.° — Finalmente se le radici x, , x % sono immaginarie, 
ciò che ha luogo quando 

(34) . a<o, 

allora, non essendovi alcun sistema di valori reali, che potesse 
soddisfare la proposta, il suo luogo è una curva immaginaria. 

149. Caso II. — Quando m>o, o vero 

(35) B'—AOo: 

anche qui possono aver luogo tre casi speciali e sono i seguenti. 

l.° — Le radici x , , x „ dell’equazione (24) possono essere reali 
c disuguali, il che avviene quando 

(36) a>o. 

In questo caso l'equazione 

(25) V — ± -J V m{x—x t ) (x—x t ) 


della curva è pure verificata dai due sistemi x=x , , y'=o , e 

x=x t , y'=o , e si hanno, 
come sopra, i due punti E„E. 
determinati tagliando OD,= 
x„ OD t =x, e menando le 
parallele D,E„ D„E t all’asse 
0 Y; ma nel tempo stesso y' è 
immaginario per tutti i valo- 
ri di x compresi tra x t c x t , 
• SY , e reale per tutti i valori di x 
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da — ao a -t-x, , e da x, a-t-oo • Laonde fra le parallele indefinite 
D,E, , D,E, non cadrà alcun punto della curva, e invece, per qua- 
lunque ascissa algebricamente minore di OD, , come OP, ,o mag- 
giore di OD,, come OP, s’avran sempre due punti (M', M',), 
(M, M,) della curva; e però in questo caso il luogo geometrico 
è formato da due rami infiniti HE,H', KE,K', come mostra la 
figura. A questa curva si dà il nome d ’iperbola. 

150. 2.° — Se le radici x , , x, sono reali ed uguali, il che ha 
luogo se 

(37) d=o, 
allora la (25) diviene 

(38) y’=±¥p.(x-x,). 


e rappresenta due rette le quali passano entrambe pel punto ( x , , o) 
e hanno direzioni diverse, a cagione del doppio segno che precede 
il coefficiente angolare. Laonde in questo caso speciale il luogo 
geometrico dell'equazione (C) è il sistema di due rette reali conver- 
genti in un punto ; il quale è lo stesso punto C medio di E, E, , 

se il rapporto — ^ rimane invariato passando dalla condizione 

(36) alla (37) ; e ciò si mostra come al n.° 146. Questo risulta- 
mento dovevasi attendere, essendo che, in questo caso, il discri- 
minante è nullo. 

151. 3.° — Finalmente se le radici x,, x, sono immaginarie, 
il che ha luogo se 
(39) a<o ; 

allora il trinomio sotto il radicale (25) sarà positivo per tutti i 
valori di x da — ao a+* (*). E però, per qualunque siesi valore 
c segno dell’ascissa, come OP, avremo sempre in corrispondenza 
due ordinate, e quindi due punti N, N' per la curva. Inoltre nel 
caso attuale, l’ordinata (25) ammette uu valore minimo corri- 
spondente ad 


(40) x= 


n AE—BD 
m ~ b'—AC 


ed è (41) y'=± 



A 

MB* — AC) ’ 


(’) Rubini. — Elementi d' Algebra, n.° 5 82. 
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quindi supposto sempre conservare il medesimo valore nel 

passaggio della relazione (3G) alla (39), il punto per cui passano 
queste minime ordinate sarà C (lig. pag. 83), c supponendo esse- 
re 0=0' coleste ordinate, la curva in questione avrà il suo mi- 
nimo avvicinamento alla AR nei punti I, I' e poi si scosterà sem- 
pre dippiii, secondo due rami infiniti UIU', VI'V', come indica 
la figura. Pertanto anche in questo caso la linea è un* iperbola. 

152. Le due iperbole (HE,H\ KE.K), (UIU', VI'V') s’addi- 
mandano coniugale, perchè date dalla medesima equazione 

(42) y'= ±~ V mx*-+-2nx-t-p, 

A 


in cui il valore di — è lo stesso per entrambe, come pure per 

entrambe m è positiva; ma per un’ipcrbola è mp <n*, e per la 
coniugata è invece mp>n\ 

153. Ponendo nella (38) invece di a;, il suo valore — , si ha 

' m 

(43) „'=±^ì(x+A). 


Supponiamo che le due rette rappresentate da coteste equa- 
zioni sieno le SS', S,S', (fig. pag. 85). Sia inoltre un’ascissa qua- 
lunque x=f=OP, c sia u la corrispondente ordinata per la cur- 
va (42), e v quella corrispondente per le rette (43) ed avremo: 


A 


H-i 

tn in 


+ 



' m ’ 


mp — n‘ 
m 1 




mp — n“ 
(mt-hn)‘ ' 


, V™ r. n \ 


m 


Ji J* , mp—n' 
v (ml+nf 


Da quest’ultima formolo scorgiamo che quanto più grande è t, 
tanto più il rapporto s’avvicina all’unità, c lo raggiugne al- 
lorché si ha (=±oo , nel quale caso l’ordinata della curva è uguale 
a quella della retta. Il quale risultamento c’insegna clic le rette 
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SS'. S,S', s’avvicinano semprcppiii ai rami ili entrambe le iper- 
bole; ma non le raggiungono clic a distanza infinita. Per questa 
ragione quelle rette son chiamate asintoti dclfiperbola. 

lui. Si noli che in questo caso dell’ipcrbola, le coordinate del 
punto C, che ha per ascissa la (40) sono, come al n.° 145, 


(31) 


a e— ni> 
B'—AC ’ 


cp— he 
y ~ ir—Ac' 


153. Caso 111. — Quando finalmente m=o, o vero 
(44) B'—AC— o 

l’espressione generale (23) si riduce alla seguente : 

(43) y — ±-^- V 2«x-t-p, 


in cui possiamo sempre supporre essere n una quantità positiva ; 
imperocché laddove fosse negativa, si cangerebhe x in — x, il ter- 
mine 2n.r diverrebbe cosi positivo, e nel tempo medesimo si ter- 
rebbe per parte negativa dell’asse delle ascisse quella da princi- 
pio supposta positiva, ciò che per nulla altera la forma e la po- 
sizione della curva dalla (45) rappresentala. 

Posto ciò, se p> o, o sia 

(46) D’—AF> o, 

si potranno assegnare ad x tutti i possibili valori da x = — ad 

x=+oo , e solo questi. Che se, 

(47) T)'—AF<o, 

i soli valori possibili da assegnare ad x, senza cadere nell’imma- 
ginario, son quelli da or=z ad a?=-(-oc ; per forma che la dif- 
ferenza tra questi due casi starà solo nel più piccolo valore finito 
assegnabile per x; il clic non altera la forma della curva. 

Pertanto, limitandoci a solo il primo caso, avremo che, secondo 



la (45) y'—o, quando x = — Jj- ; 
sì che se, fatta astrazione dal se- 
gno, sia OD, = — ;j^-e si condu- 
ca D,E, parallela ad OY, sarà E, 
un punto della curva, e prnpria- 


X mente quello incui incontra la AR. 
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Indi, comecché per ogni altra ascissa, come x=OP, si han sem- 
pre due ordinate eguali e contrarie QM,QM,,e perciò ancora due 
punti della curva M, M, ; e comecché inoltre queste ordinate, 
secondo la stessa formoia (45) , vanno ingrandendo insieme con 
l’ascissa x, sino a divenire infinite con questa; così ne segue 
che il luogo geometrico rappresentato da quella (45) sarò una cur- 
va, quale la rappresenta la figura, formata d' un solo ramo, che 
indefinitamente si estende dall’uno c dall’altro lato della AR, a 
partire da E,. Siffatta curva ha nome parabola. 

15G. Se insieme con la (4 4 1 , ahbiausi le due Condizioni: 

(48) n=BD—AE=o, p=D'—AF> o, 
la (45) riduoesi a forma più semplice ancora, cioè : 

(49) y’=±\‘p 

la quale rappresenta un sistema di due rette parallele ad AR, ed 
equidistanti da questa retta, le quali coinciderebbero entrambe 
con la AR, o vero sarebbero due rette coincidenti, se fosse p=o. 
come dev’ essere n,° 141 ; imperciocché le condizioni (44) e 
prima (48) rendono il discriminante A=o. 

Finalmente se, ritenute le condizioni (44) e prima (48), fosse 
inoltre p< o, la (49), e quindi ancora la proposta (C), avrebbe 
per luogo geometrico il sistema di due rette immaginarie. 

157. Dall'esame precedente ei pare risultarne che il circolo 
non sia compreso nell' equazione generale (C) , mentre poi ab- 
biam veduto nel n.° 103 che la sua equazione è della forma 

(50) 2xycosb-t-x‘‘-\-2l)ìj^-2Ex-t-F=o, 

la quale è un caso particolare della (C). Bisognerà quindi provare 
che tutte volte che la (C) prende la forma (50) non può rappre- 
sentare che un circolo. 

E per fermo, essendo x , , y, due quantità allatto arbitrarie, po- 
tremo dare alla (50) la forma 

(x—x t y+(y—y t )’+'2{x—x l )(y—y,)cosb-\-‘2D l x-h2E'y-hF'=o, 

essendo 

//=/)- t-i/j-f-z.cosO, E'=E- l-ajj-t-y.cosO, 

F'—F — x\ — y\ — 2,r,i/,cos0. 

1 3 
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Ora, essendo x, , y, quantità arbitrarie, potremo sceglierle per 
forma che sia 

y t -HE,cosO-t-Z>=o ; a; I -t-i/ I cosO-|-.E=o, 
e, mentre queste equazioni dànno i valori di x, ed y, , cioè 


(51) 


x. 


Dcm f i — E 


y.= 


Fcos ® — D 
sen’Q 


sen’O 

riducono la soprascritta equazione a 

(52) (x — a: 1 )*-t-(y — y,)*-l-2(a: — x,)(y — y,)cosO=r\ 

essendo 

O’-f-JE:* — 2DFcosO— Fsen’O 


(53) 


r = ■ 


sen’O 


Posto ciò, le forinole (51) son le forinole (31) applicate al caso 
della (50), e però il punto che ha per coordinate quelle x , , y, 
(51) è il punto C (fi. p. 82), c quindi ancora il primo membro 
della (52) che è la stessa (50), rappresenta (n.® 103) il quadralo 
della distanza tra il detto punto C e un punto qualunque M(j%y); 
ma il secondo membro della stessa (52) è costante, come lo in- 
dica la (53), dunque il luogo geometrico di (52) o di (50) è tale 
che ogni suo punto dista per la stessa quantità r dal punto C: 
cioè quel luogo geometrico è, in generale, un circolo di raggio r. 

Or, qualunque siesi l'angolo 0 degli assi, e qualunque il valore 
reale dei coefikienti D, E , le formole (51) dàn sempre valori 
reali e finiti per x,,y,, e però sarà sempre geometricamente as- 
segnabile il centro del circolo. Ma non cosi il raggio ; impercioc- 
ché, secondo la formola (53), quel raggio sarà reale, nullo o im- 
maginario, secondo che 

D’-f- E‘ — 2/)FcosO — Fsen’0>o; 

ZJ’-hF’ — 2/>£cos0 — Fsen’0=o; 

D'+E* — 2/)Fcos® — Fsen’0<o. 

Nel primo caso il circolo sarà geometricamente assegnabile ; nel 
secondo caso si ridurrà ad un punto ; e per conservare l'idea pri- 
mitiva della rappresentazione geometrica dell'equazione, diremo, 
col chia. prof. Salmon, invece di un punto, circolo infinitamente 
piccolo ; finalmente nel terzo caso il circolo è immaginario. 
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158. Si noli come l'equazione (50) è il caso particolare del- 
l’equazione generale (C), quando 

(54) i4=C=l; B= cosS; 

or queste condizioni verificano l'altra U" — AC<jo , che ha luo- 
go per l'ellisse, quindi il circolo è una modificazione dell'ellisse. 

159. Messa pertanto la precedente disamina, possiamo racchiu- 
dere nello specchietto seguente i criterii per riconoscere, alla 
sola ispezione dei coefficienti di una data equazione del secondo 
grado, quale delle linee innanzi trovate essa rappresenti. 

L'equazione generale del secondo grado: 

(C) Ay'-h2Bxy-t-Cx'-i-2Dy+2Ex-t-F=Q, 

(e) 1. — quando B ’ — AC<jo, 

rappresenterà, analiticamente parlando, sempre un'ellisse, e in 
particolare rappresenterà : 

1. " un' ellisse propriamente della, se sia inoltre 

(BD—AE)'—{B'—AQ(D*—AF)>o, 

o vero 

A E'+ CD'+FB'—2BI)E—ACF>o; 

2. ° un'ellisse infinitamente piccola, o, se voglia, dirsi, due 
rette immaginarie concorrenti in un punto solo, 
se oltre alla condizione (e) sia pure 

AE'+CD'+FB'— 2BDE— ACF=o ; 

3. ° un'ellisse immaginaria, se, inoltre sia 

AE*+ CD t ^-FB t —2BDE—ACF<o. 

(i ) li. — quando B* — 4C>o 

rappresenterà, analiticamente parlando, sempre un' iperbola; 
e in particolare, rappresenterà : 

1. ® un 'iperbola propriamente della, o la sua coniugata, 
se oltre alla condizione (i) s abbia 

AE'+ CD'-\-FB' — 2BDE — ACF^o ; 

2. ° uu' iperbola rettilinea (se cosi voglia dirsi) o vero il si- 
stema di due rette reali convergenti, se oltre alla (i) s’abbia 

AE t -hCIT+FB t —2BDE—ACF=o. 
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(p) III. — quondo li* — ,lC=o, 

rappresenterà, analiticamente parlando, sempre una parabo- 
la, e in particolare rappresenterà 

1. ° una parabola propriamente detta, se, oltre alla condi- 
zione fp), s’abbia l’una o l’altra delle due condizioni : 

BD—AE<o-, 

2. ” una parabola rettilinea (se così voglia dirsi) o vero il 
sistema di due rette parallele, se, oltre alia (p) s'abbia a un tempo 

BD — AE=o, D* — .4F>o; 

3. ° una parabola immaginaria, o anche due rette immagi- 
narie, se, oltre alla (p) s'abbia a un tempo 

BD—AE—o /)*— 4F<o. 

IV. — quando A—C=\ ; B= cosO (0 angolo degli assi) rap- 
presenterà un circolo. 

160. È da notare che nel caso in cui sono verificate le due u- 
guaglianze B* — AC— o, BD — ^l£=o, è pure verificata l’altra 
BE — CD= o, e quindi ancora A=o; e però si può conchiuderc che 
questa sola condizione deve aver luogo perchè l'equazione (C) rap- 
presenti un sistema di rette o vero un punto, come già si sapeva. 

È un sistema di rette reali, concorrenti o immaginarie, e quin- 
di sempre un punto reale e a distanza finita, se insieme con la 
equazione A=o abbia luogo l’una o l'altra delle due inequazioni 
B l — JC> o ; ZT — .4C<o : è un sistema di rette parallele, cioè 
un punto all'infinito, se con la precedente equazione A=o ha pur 
luogo l'altra B' — AC=o. 

Per contrario la condizione necessaria e sufficiente, perchè la 

(C) rappresenti una curva reale o immaginaria, è espressa dall’ i- 

» 

neguaglianza AE'+CD'+FB’ — 2 BDE — ACF^lo. 

E più brevemente si può dire che l’equazione generale del 2.° 
grado a due variabili rappresenta una curva, ellisse, iperbola, o 
parabola, se il discriminante dell'equazione non è nullo; e rap- 
presenta due rette reali o immaginarie, o, in ambi i casi, è un 
punto, se il detto discriminante è nullo 
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161. Ora passiamo a fare le osservazioni seguenti, sia per de- 
durre particolari criterii, sia per mostrare talune proprietà gene- 
rali a tutte le linee comprese nell’equazione (C), che si chiamano 
con nome comune curve coniche. E primamente è da no- 
tare che, tuttcvolte che sia B=o, il binomio fi* — AC sarà nega- 
tivo, o positivo, secondo che A e C sono dello stesso segno o di se- 
gno contrario, ed è nullo quando uno dei detti coefficienti è nullo 
esso pure insieme con B. Laonde l’equazione 

(55) Ay*-\-Cx % -\-Dy-\-Ex+Fc=o 

non può rappresentare che ellissi o pure iperbole. E le equazioni 

( Ay'-t- Dy 4- Ex-{-F=o, 

' ( Cx*-t- I)y-+-Ex-hF=o 

non possono rappresentare in generale, che sole parabole. 

Lo stesso binomio B' — ACb essenzialmente positivo, quando, 
senza essere uullo B, sia nullo l'uno o l'altro dei due coefficienti 
A o C, o anche amcndue nulli. E però le equazioni 

! Ay'‘+Bxy-hDy+Ex+F= o , 
Bxy-t-Cx'-+-Dy-+- Ex-\-F=o , 
Bxy+Dy+Ex+F=o 

non possono rappresentare che sole iperbole 

162. La retta AH (fig. p. 82) in ciascuna delle curve c in cia- 
scuno dei sistemi di rette, che abbiamo trovati nel precedente 
esame, è tale da dividere per metà tutte le corde parallele al se- 
condo asse OY ; per siffatta proprietà la AR si dice diametro. 

163. La retta D,E, o D,E t , nell'ellisse o nell’ iperbola (lig. p. 
82, 85) e la retta D,E, nella parabola (fig.p. 88) non ha che un 
punto di comune con la corrispondente curva. Però osserviamo che 
quella retta D,E, è pur essa parallela al secondo asse OY, come è 
ciascuna delle corde MM, , ec., le quali incontrano la curva in due 
punti. Ora (supposta segnata la curva) per aver tutte quelle cor- 
de, si può supporre che una qualunque di esse, e sia la MM, si 
muova parallelamente a sè stessa, avvicinandosi al punto E, ; in 
questo movimento la corda va sempre più impiccolendo, perché i 
punti si van tra loro avvicinando, ma non cessa giammai d’aver 
due punti comuui colla curva, per quauto infinitamente prossimi 
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tra loro si vogliano immaginare, il che avviene quando quella 
corda sta per uscire dalla curva, come al punto E,. Laonde, ana- 
liticamente parlando, dobbiamo dire, con più esattezza, essere in 
questo punto E, una corda di grandezza infinitamente piccola, la 
cui direzione coincide con quella della retta D,E,. Suolsi pur dire 
essere il medesimo punto E, la riunione di due punti, in 
cui la retta I^E, incontra la curva. Questa retta si chiama tan- 
fi ente, e il punto E, si chiamo punto di contatto. Sì che 
col nome di tangente si deve intendere quella posizione ultima, 
che, in una curva, una segante, la quale si muove parallelamen- 
te a sè stessa, prende, allorché la corda che quella segante deter- 
mina nella curva, diventa infinitamente piccola, cioè minore di 
qualunque altra retta attualmente assegnabile. Per sola brevità si 
dice che la corda, in questo caso, s'annulla, per la coincidenza 
dei due punti, che ha comuni colla curva. 

1 64. Se nell’ equazione generale (23) si ponga x—±x' — , 

s’ottiene: m 



e poiché nell'ellisse e nell’ iperbola il punto che ha per ascissa 
^-è il punto C (fig. p. 82,83), così, se prendiamo le distanze 

FP=FP,=x' (indipendentemente dal segno) s’ottengono quattro 
punti sulla curva M, M, , M', M', tali da essere QM=QM,=Q'M' 
=Q'M',; e però congiungendo M con M', ed M, con M',, le due 
corde MM', M,M', risulteranno parallele ad E,E, ; d'altronde da 
questa stessa costruzione risulta evidente ancora, che le medesime 
corde son divise per metà dalla retta GG, , perchè questa è pa- 
rallela alle MM, , M'M', , e CQ=CQ'. Or x' era presa ad arbi- 
trio, quindi la medesima conclusione avrà pur luogo per qualun- 
que altra corda parallela ad E,E,; quindi G,G t (n.° 162) è un 
diametro. Per la proprietà che hanno i due diametri E,E, , G,G a 
di divider ciascuno il sistema di corde parallele all'altro , sono stati 
detti coniugati. 

L'estremità di qualunque diametro suolsi chiamare vertice 
del diametro; e i vertici degli assi sono detti in pari tempo v e r- 
lici della curva. 
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1G5. Dallo slesso numero precedente risulta inoltre essere il 
triangolo CMQ=CM' 1 Q\ essendoché l’angolo MQC=CQ'M',; CQ 
=CQ' ; MQ=M' J Q' ; quindi ancora CM=CM'. ; l’angolo MCQ= 
M'.CQ', c per conseguenza QGM+QCM' 1 =QCM' I H-Q'C31' 1 = 
due retti. Dunque MCM', è una retta continuata, divisa per metà 
in C. Lo stesso si conchiude per qualunque altra corda che passi 
pel punto C. il quale, per questa proprietà che ha di dividere per 
mela tulle le corde che passano per esso, è chiamato centro della 
curva. 

166. Ei giova notare come in tutta la serie dei ragionamenti 
fin ora tenuti, nella investigazione delle curve del presente pro- 
blema, non vi sia per nulla esplicitamente entrato l’angolo degli 
assi ; e però, qualunque possa essere quest’angolo, i medesimi ra- 
gionamenti tuttavia reggeranno, per forma che a qualunque si- 
stema di assi vogliasi l'equazione (C) riferire, non potremo 
trovare luoghi geometrici diversi da quelli già investigali. Però co- 
testa conclusione non vale per qualunque altro sistema di coordi- 
nate, come lo mostreranno i seguenti esempii. 

167. Sia pertanto da risolvere il seguente 

Problem a IV. — Data l’equazione di 2." grado a due variabili 

(58) r*=2mu-t-nu\ 

se ne voglia il luogo geometrico, rispetto a coordinale polari, essendo 
u l’ascissa angolare; r il raggio vettore ; m una retta, ed n un nu- 
mero, il quale può essere negativo, positivo o nullo. Non porre- 
mo a disamina che il solo 

Caso I. — Se n è negativa, avremo particolarmente 

(59) »•*— 2 mu — nit* ; 

e poiché per u=o, si ha pure r=o, ne consegue che il polo P è 
un punto della curva dimandata (n.° 81). 
Inoltre, comechè, in virtù della precedente 
equazione, r è reale pei soli valori di u, da 

> 2ro . . 

ti=o sino ad u= — , e per cotesti limili 
X » 

r=o: cosi ne segue che se l’arco che misura 
2 tn 

l’angolo LPX è =— , prolungando UP verso 



Digìtized by Google 



96 


ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA 


U\ la curva domandata sara racchiusa nc’duc angoli opposti UPX, 
U'PX'. E poiché, ancora, per u= ~ si ha per r il massimo valore, 

il quale ò r= ± -^L- ; cosi, menata AA'bisegantc dei detti angoli 
yn 

opposti, e prese PA=PA'=-^L, saranno A, A' i punti della 

V» 

curva più lontani dal polo. Prendendo quindi per u dei valori mi- 

. . m . , . 

non o maggiori di —, ma sempre compresi fra 1 sopra indicati 

limili, s’avranno, per ciascun valore di u, due punti come M,N 
equidistanti dal polo, c meno lontani da A, A': si che la curva nel 
caso in disamina avrà la forma indicata dalla figura. 

Caso li. — Se n>o, la curva avrà la forma indicata dalla fi- 
gura (a), e 



Caso III. — Se «=o, la curva avrà la forma indicala dalla fi- 
gura (b). 


ARTICOLO IV. 


TraMformazlonc delle coordinale. 


1f>8. S’intende per trasformazione delle coordinate quell'opera- 
zione mercé la quale, data l’equazione d'una curva, rispetto a un 
dato sistema di coordinate, si trova l’equazione della medesima 
curva rispetto a un'altro sistema, senza partire più dalla defini- 
zione delia curva. Il problema del n.° 104, relativo al circolo è 
un esempio di quest’operazione. 

169. È chiaro ehe se tra le coordinate d' un punto qualunque 
riferilo al primo sistema, e quelle del medesimo punto riferito 
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al secondo, si avessero delle relozioni dipendenti dalla natura c 
posizione scambievole de’ due sistemi, in modo che le prime si 
potessero esprimere in funzione delle seconde, e reciprocamen- 
te; allora basterebbe porre nell’equazione della curva, riferita al 
primitivo sistema, in luogo delle coordinate che attualmente vi 
sono, le equivalenti funzioni delle nuove coordinate, e aver così 
l’equazione della curva rispetto al nuovo sistema. Queste funzioni 
appunto, o, più generalmente, queste relazioni son quelle che qui 
appresso andremo a cercare. 

170. Trasformazione di coordinate rettilinee in rettili- 
nee. — Supponiamo che i sistemi di coordinate 
fossero entrambi rettilinei, e poniamo prima- 
mente che sieno entrambi paralleli, come lo 
indica la figura, in cui (OX, OY) è il primiti- 
vo sistema e (O'X', O'Y') indica il nuovo, il qua- 
le sarà dato di posizione rispetto al primo, dan- 
do soltanto le coordinate 0A=x o , 0'A=y„ della nuova origine ()' 
rispetto agli assi primitivi. 

Posto ciò, se M è un punto qualunque del piano comune di 
questi assi, e dinotiamo con x, y le coordinate OP, MP rispet- 
to al primo sistema, e con x', y f le coordinate O'P', MP' rispet- 
to al nuovo, avremo evidentemente OP=OA-t-AP=OA-bO'P' ; 
MP=PP'-)-MP— AO'-t-MP', o vero in simboli 



( 1 ) 


x=x 0 +x t -, y=y 0 -+-y , , 


c mercè queste formole si passa da assi ad assi paralleli. 

171. Nell’applicazione di queste formole ò da tener presente 
che esse sono algebriche, vale a dire che ciascun termine va preso 
col segno conveniente alla direzione positiva o negativa del scm- 
mento che rappresenta. 

172. Supponiamo in secondo luogo che i due sistemi di assi a- 
vessero l’origine comune e direzioni diverse, e 

' sia (OX, OY) il primitivo sistema, c (OX', OY') 

1 „M il nuovo, il quale è dato di posizione rispetto 

„ al primo, quando sono noti gli angoli XOX '= 9 , 
x XOY'=<}/, che ciascuno de’ nuovi assi positivi 

OX', OY' forma col primitivo asse OX. 

li 
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Posto ciò, dinotiamo con 0 l'angolo positivo XOY degli assi 
primitivi, e supponendo essere Ai un punto qualunque del piano 
comune de'due sistemi, conduciamo AIP prallela ad OY ed MP' 
parallela ad OY'; dinotiamo finalmente con x, y le coordinate OP 
MP rispetto al primo sistema, e con x\ y' le coordinate OP', MP' 
rispetto al nuovo. Or, qualunque potessero essere gli angoli degli 
assi primitivi e de' nuovi, e qualunque la posizione del punto Al 
nel piano, projettando P' sull'asse primitivo delle x, mercè la P'Q 
parallela ad OY, c sull’asse primitivo delle y, mercè la P'R paral- 
lela ad OX, avremo sempre (16, 70) e (lo, 69) 

™ ( xsen 0 =x'sen( 0 — 9 )-hy'sen( 0 — <}i), 

' ^ ysen0=a;'sen9+y'sen!. 

Alercè queste formole si passa da un sistema di assi ad angolo 0 
ad un'altro sistema di assi della stessa origine e obbliqui, come i pri- 
mi ; inoltre i nuovi assi delle ascisse e delle ordinate fanno rispetti- 
vamente con l'antico asse delle ascisse yli angoli 9 e 1 ];. 

173. Trovate le formolo generali (2) possiam da esse, senza 
nuovi calcoli, dedurne altre re|alive a casi particolari. Cosi: 

l.° Se gli assi primitivi sono rettangolari, 6=90°, e però 
senO=l, sen( 0 — 9 )=cos 9 , sen( 6 — ’^)=cos' 4 <, e le ( 2 ) divengono 

(3) a^=x'cos 9 -t-y'cos({i ; y=o:'sen 9 -t-y'scn!. 


Mercè queste formolo si passa da un sistema di assi rettango- 
lari ad un'altro di assi obbliqui. 

E se dinotiamo con w l'angolo de’ nuovi assi, sarà ! — 9 =w, e 
potremo invece delle (3) adoperare ancora le seguenti: 

(4) :r==x'cos 9 -t-y'cos( 9 -M’>);*y=xscn 94 -y'scn( 9 -+-M). 


2.® Se invece sono rettangolari i nuovi assi,'! — 9=90°, c quindi 
sen!=coS 9 , scn( 0 — ! ’ = — cos ( 0 — 9 ),c le formole ( 2 ) divengono 


(5) ^ 

' senO senO 


y=zx 


SCI19 

senO 




,cos9 

senO" 


3.® Se entrambi i sistemi sono ortogonali , allora nelle for- 
mole (4) dev'essere io=90®, e però si hanno le nuove formole 

( 6 ) x=x'costf — y'sen 9 ; y=x'scn 94 -y'cos 9 ; 

con che si passa da assi rettangolari ad assi rettangolari. 
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4 . ° Se l’angolo dc’nuovi assi è ugnale a quello de’ primitivi, 
<1* — 5=0, e quindi le forinole (2) divengono 

( 7 ) xscn 8 =x'sen( 0 — 5) — i/sentp; ysen0=x'sen5-t-y'sen(0-t-5). 

Con queste formolo si passa da assi obbliqui ad assi parimenti 
obbliqui e dello stesso angolo. 

5 . ° Finalmente, se il nuovo asse delle ascisse è parallelo a quello 
delle ordinate primitive, e il nuovo asse delle ordinate a quello 
delle ascisse primitive, 9=0, c le (2) divengono 

(8) x=y'; y—x' 

Con queste formolo si passa da assi ad assi paralleli, essendo 
paralleli quelli di diverso nome. 

174 . Se ad un tempo si volesse cambiare l’origine e la dire- 
zione degli assi, allora, secondo le formole (1), bisognerà in tutte 
le formole precedenti nell’espressione di x aggiugnere il termi- 
ne x 0 , e in quelle di y il termine y 0 , essendo x 0 , y 0 le coordi- 
nate della nuova origine rispetto agli assi primitivi. 

In cotal modo le formole generali per la trasformazione delle 
coordinate rettilinee sono della forma lineare 

( 9 ) x=x o -t-mx'-¥-ny'\ y=y 0 -t-m'x'4-n'y', 

e se i due sistemi hanno la stessa origine x 0 =y 0 =o, e quindi 

(10) x—mx'+ny'-, y—tn'x'+nx'. 

175 . Pertanto se nell’equazione 

(F) ¥(x, y)=o 

d’una curva, riferita agli assi OX, OY, poniamo in luogo di x e 
y le equivalenti funzioni in x', y' trovate qui innanzi, avremo una 
nuova equazione della forma 

(11) ¥(x 0 +mx'+ny', y 0 +m'x'-t-n'y')=o, 

che sarà quella della medesima curva riferita a un nuovo siste- 
ma ( 0 'X\ O'Y'). 

Donde si vede che se l’equazione (F) è algebrica e del grado n, 
la trasformata non può essere di grado superiore ad n ; ma non 
può essere neppure di grado inferiore, altrimenti, ritornando agli 
assi primitivi, avremmo una nuova trasformata di grado infcrio- 


Digitized by Google 



100 ELEMENTI I>l GEOMETRIA ANALITICA 

re nd », e non potrebbe essere più la proposta equazione , come 
dovrebbe essere. Quindi, se l’equazione d’una curva, 
riferita a coordinale rettilinee , è algebric.a , tras- 
formando gli assi non si altera nel grado. 

176. È chiaro inoltre che, volendo ritornare degli assiO'X', O'Y' 
agli assi OX, OY, converrà sostituire nell’ equazione in x', y' le 
funzioni inverse in x, y, che s’ottengono risolvendo rispetto a x‘, 
y' le forinole qui innanzi trovate ne’ diversi casi particolari. Così 
nel caso generale delle forinole (il) si ha: 

n{x—x„)—n’(y—y n ) m(y—y 0 )—m'(x—x 0 ) 

v ii2 / x • / 1 y — * 1 9 

mn — nm mn — nm ' 

e son questi i valori di x', y da sostituire nell’equaz. F(x', y’)=o 
della curva, riferita a’ secondi assi, per passare a’ primi. 

Se l’origine è la stessa pei due sistemi x 0 =y 0 =o, quindi 

(13) x'=^%, y'=™!>^. 

mn — nm mn — nm 

177. Risulta da ciò che se tra le coordinate x, y d’un punto, 
rispetto al primo sistema, e le x\ y' d’un punto rispetto al se- 
condo sistema han luogo le relazioni ( 12 ) o le (13), secondo che 
i due sistemi hanno diversa o pure la medesima origine, i detti 
punti (x, y ), (#', y') coincidono. E più generalmente, se tra le 
variabili x, y e alcuni o tutti i coefficienti dell’equazione 

(F) F(x, y)=o 

d’una curva, esiste una relazione 

(?) ?(*. y)=o 

indicante per conseguenza un altro luogo geometrico, diverso dal 
dato (F) ; c se trasformando gli assi col sostituire in (F) le for- 
inole (9) si trova fra le nuove coordinate x’, y' una nuova rela- 
zione analogo alla 9 , cioè 

(?') ?'(*'» y')=°< 

la quale mercé relazioni della forma (12) 0 (13) c in virtù delle 
relazioni tra i coefficienti della (F) o quelli della sua trasformata 
si possa ridurre alla ( 9 ), bisognerà conchiuderc che i luoghi geo- 
metrici ( 9 ) e ( 9 ') sono una sola e medesima linea. 
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178 . Trasformazione di coordinate polari in coordinate 
a m parimente polari — Sieno PU l’asse c P il po- 
f lo del sistema dato; e P'U', P' l'asse e il polo 

/ jydel nuovo sistema, il quale sarà dato rispetto al 
c primo, se si conoscano le coordinate u 0 , r 0 del 
/ \ /i-A polo P', e l'inclinazione a del novello asse P'U' 
P N sul primitivo PU. Sieno inoltre m, r le coordi- 
nale MPU, MP d’un punto qualunque del piano comune de’ due si- 
stemi, rispetto al primitivo sistema; e u', r' le coordinate MP'U', 
MP' dello stesso punto rispetto al nuovo. 

Menando per P' la P'N parallela al raggio MP, e P'U, , paral- 
lela a PU, è chiaro che sarà: 


PMP'=NP'M=NP'U, — MP'U,=u — (a-l- u'), 

MP'P— MP'U,-hU i P'P=oh-u'- 4-180 0 — u 0 

Indi dal triangolo MPP' si trae 

„ , MP' sonMPP' 

mF=pF+mF— 2PP'.MP'cosMP'P; — r — 7 

PP' seuPMP 

è però, sostituendo i simboli algebrici, avremo: 

.... , . „ „ , , . . r' sen(u 0 — u) 

(U) , =r.*+r -+2 V cos(a-M» — u„), - = — ! 

sviluppando l'ultima equazione e risolvendo rispetto ad u si trae 
r 0 senu 0 -Hr'sen(a-t-u') 


(15) 


tanu= 


r 0 cosu 0 -t-r / cos(oh-u') 

Pertanto le forinole (14) e (15) serviranno a passare dal primo 
al secondo sistema di coordinate polari, nel caso piti generale. 

179. Se i due poli coincidono, r 0 — o, e si ha più semplicemente 

(16) r=r', u=a+u\ 

Se i due assi sono paralleli, a=o, e quindi si ha 

, , r„senu.-t-r'senH' 

(17) r*=r 0 *-4-r *-t-2r 0 r'cos(u — u„), tanu=-2 » — 

0 ' r 0 cosM 0 4-rcosu' 

Se il nuovo polo è sull'asse primitivo, u 0 — o, e si ha 

(18) r*=r/+r'^+-2r # r'cos(a-t-u'), tanu= — SCn - ^ +U ^ . 

r 0 +r,cos(sH-u ) 
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ISO. Trasformazione di coordinate rettilinee in polari 
Y e reciprocamente — Poniamo primamente che 

® gli assi dati sieno rettangolari, e sieno OX, OY, 
Ai\ e si voglia passare ad un sistema di coordinate 
*1 polari, di cui Q è il polo, e QU l’origine delle 
anomalie. Questo secondo sistema sarà dato di 
0 A PX posizione rispetto al primo, se sieri date le coor- 
dinale^, y„ del polo Q, e l'inclinazione a dell’asse QU su l’asse 
rielle ascisse primitive. 

Sia M un punto qualunque, clic abbia per coordinate rettilinee 
01*=a;, MP=y e per coordinate polari MQU=u, MQ=r. 

Dal triangolo rettangolo MNQ, si deduce subito NQ=AP= 
x — x 0 =MQcosMQN ; MN=y — y 0 =MQsenMQM, o vero 


(19) x=x 0 -|-rcos(a-t-u); y=y„-)-rsen(a-t-u). 

Con queste formole si passa da assi ortogonali a coordinale po- 
lari, di cui ( x „ , y 0 ) è il polo, ed a l’angolo d’inclinazione dell’ori- 
gine delle anomalie sull'asse delle ascisse. 

181. Elevando a quadralo le (19), dopo passati x ol y 9 ne' pri- 
mi membri, c addizionando, si troverà : 

(20) r=\/ (x-x o r+(y-y o y ; 

e parimente dividendo le (19) con la medesima avvertenza di tra- 
sportare x 0 , y 0 , se ne trac : 


tan(a-f-u)=-^ — — , o sia (21) u=arc.tan — — — — a. 

X X Q X x 0 

Con queste formole (20) e (21) si passa, all’opposto, da coordinale 
polari a coordinale ortogonali. 

182. Supponiamo ora che gli assi dati sieno obbliqui e ad an- 
golo 6. Sarà sempre possibile trasformare in primo luogo questo 
primitivo sistema in altro ortogonale, ritenendo la medesima ori- 
gine, e il medesimo asse delle ascisse. Basta, per ciò, fare nelle 
formole (o) 9=0, e si ha x=x'— y'cotO, y=y': senO, e però 

(22) .z'=aH-ycosO ; y'—ysenO. 

Ora che le coordinate x ' , y' sono ortogonali si passa al dato si- 
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sterna di coordinate polari, facendo uso delle forinole (19) cioè 
x'=x 0 -\-rcos(a+u), y'=y„-t-rsen(a-i-u) 
c messi questi valori in (22) s’ottiene 

x+ycosO=x„-t-rcos(a-H*); ysenO=t/ 0 -(-rsen(a-t-u), 
donde si trae 

(xsen6=[or 0 +rcos(a+u)] senO — [y 0 +rsen(a-t-u)]cosO, 
^ ysenO=y 0 +rsen(a+u). 


Con queste formolo si passa da coordinate obblique, ad angolo 0, 
a coordinate polari. 

183. Volendo poi passare dalle coordinate polari r, « alle or- 
togonali x\ y', bisognerà fare uso delle formole (20) c (21) 

r=\J (*'— xj*+(y'— yj*; u=arc.lan P~ y ° — a , 

x—x 0 

c però sostituendo in queste i valori (22) s’avran le formole 
I r=V t*+ycos0— xj’+(ysenO— y„)\ 

(^•) i . ysenO — y. 

I u=arc.tan— — a, 

1 a:-+-ycosO — x 0 

per passare da coordinate polari a coordinate obblique ad angolo 0. 

184. Se il polo coincide con l'origine degli assi x a —y 0 =o, e 
le formole (20), (21) c (22) divengono rispettivamente, 

(23) ar=rcos(a-|-u), y=rsen(a-f-«); 

(20) r=y' (x'-\-y’\, u=arc.lan — a. 

X 

Nella medesima ipotesi le formole (23) e (24) divengono 
(27) xsen0=rsen[0 — (a-f-u)], ysenO=rsen(a-f-u); 

f28) r=\J (x-t-ycos 9)‘-+- y'scnO , u=arc.tan ■ ^ scn ^ -■ — a. 

' x+-i/cos9 

183. Finalmente, se oltre il polo c l’origine, coincidono pure 
l’asse delle anomalie con quello delle ascisse, allora a=o, ed avre- 
mo. pel caso di coordinate ortogonali 

(291 .raccosti, y*=rscnu, c reciprocamente 

(30) r—\ x’-t-y", u=arc.tan-~-; 
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c nel raso di coordinate obblique 

(31) Tsen0=rsen(0 — u), yscnO=rsenu; c reciprocamente 

(32) r=V/(a;-bycosO)“- 4 -y*sen' 6 , u=arc.tan — — Cf - - . 

v ' T a;-f-ycos() 

ARTICOLO V. 


Ossrrvnzionl un I principi precedenti. — Loro estensione. — 
Distinzione delle curve In classi, generi e specie. 


180. Dai varii csempii, trattati ne’ due precedenti articoli, 
risulta: l.° che una medesima curva può avere di- 
verse equazioni; 2 .° che, all'opposto, una medesima 
equazione può appartenere a diverse curve. Que- 
sti due fatti non sono speciali per gli esposti csempii, ma sono 
generali, come andremo a mostrare. 

187. Secondo prescrive il metodo delle coordinate, per for- 
mare l’equazione d’una curva, bisogna primamente fissare nel pia- 
no di questa curva un determinalo sistema di coordinate, al quale 
riferire i diversi punti del piano; e quindi, tra le coordinate 
x, y d'un punto qualunque della curva, e le quantità costanti clic 
dipendono dalla natura delle coordinate, e dalla posizione c gran- 
dezza della curva, esprimere algebricamente la definizione geo- 
metrica della data curva. Cosi che l’equazione d’una linea con- 
tiene, oltre le coordinate variabili da un punto ad un altro di essa 
linea, anche delle quantità costanti, che non dipendono da questi 
punti, come tra gli altri esempii, si vede nell’equazione 

(x-Hz)*-t(y — f)*-t-2A-(x — a) (y — ?)=r*» 

appartenente ad un circolo di raggio r, rispetto a un sistema di 
assi, il cui angolo ha per coseno k, e il centro ha per coordinate 
a, p. Tutte queste quantità a, (ì, k ed r sono costanti per tutti i 
punti d'un medesimo circolo, dato di grandezza e posizione ri- 
spetto a un dato sistema di assi ; e più particolarmente le a e g 
determinano le posizioni del circolo rispetto agli assi, c sono per- 
ciò variabili con questa posizione; k è dipendente dal sistema di 
assi stabilito, e varia con questo sistema; c finalmente r assegna 
la grandezza del circolo, la quale è indipendente dal sistema di 
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assi e dalla posizione del centro. Le a, {J, k possono essere pure 
nulle; ma non r, finché si ha geometricamente il circolo. 

188. Posto ciò, la legge di generazione, o una pro- 

prietà caratteristica d'una curva sono indipen- 
denti da qualunque genere o sistema di coordina- 
le; ma non è lo stesso per l'assegnazione del punto nel piano, la 
quale dipende dalla particolar natura di dette coordinate; e però le 
forme di quelle espressioni algebriche, che rappresentano gli ele- 
menti geometrici, i quali entrano nella formola che indica la sur- 
riferita legge di generazione o proprietà caratteristica della curva, 
dipenderanno pur esse dalla natura delle coordinate, e, in genera- 
le, varieranno con queste; quindi ancora l'equazione d’una medesi- 
ma curva deve, in generale, cambiar di f orma col cambiare di coor- 
dinate. Cosi nella curva del problema VI (n.' 116 e 123) l’espres- 
sione di FM (fi. p. 67) in coordinate rettilinee era \* y % -\ -(c — x)*, 
mentre in coordinate polari era semplicemente r. Similmente 
l’espressione di F'M, nel primo caso, era V — x) % , e nel se- 

condo era y/ r‘ — icrcosu-t-4c“; e quindi la somma FM+F'M, e 
però ancora l’equazione della curva doveva di necessità avere 
forme diverse ne’due casi. 

189. Osserviamo però che la diversità di forma tra due equa- 
zioni d’una medesima curva può talvolta consistere nella varia 
natura algebrica o trascendente dell’equazione, come nell’esempio 
testé menzionato ; e tal’altra volta nel numero de’ termini che 
compongono l’equazione, come si può vedere nelle varie equa- 
zioni del circolo (n.‘ 103 a 106); e quest’ultimo fatto avviene 
appunto perchè, seconda la varia posizione della curva rispetto 
agli assi delle coordinate, o di questi rispetto a quella, le costanti 
che determinano quella posizione hanno tali valori, che alcuni 
termini dell’equazione possono tra loro ridursi, o annullarsi (Si 
veggano le equazioni del circolo in coordinate rettilinee (n.‘ 103 
a 106) c le (33, 34, 33, n.° 121 ) in coordinate polari). 

190. Seguendo gli stessi princìpi, possiamo dimostrare la ge- 
neralità del secondo fatto, cioè perchè una medesima equazione 
possa rappresentare, in generale, diverse curve, essendo riferita 
a diversi sistemi di coordinate. In effetti un’equazione fra due 
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variabili indirà una relazione Tra queste quantità e altre costan- 
ti. la quale ha luogo per tutti quei sistemi di valori delle variabi- 
li, i quali soddisfanno la data equazione indipendentemente 
da qualtinque sistema di coordinale. Ma la manicta 
di assegnare i varii punti, corrispondenti a ciascun sistema di va- 
lori di dette variabili, è, in generale, varia secondo il partico- 
lar sistema di coordinate; e però la disposizione geometrica di 
questi punti, donde deriva la forma della curva, è pur essa, in 
generale, diversa, secondo il particolare sistema di coordinate. 
Cosi l'equazione y—nx, riferita a coordinate rettilinee, rappre- 
senta una retta, mentre, rispetto a coordinate jiolari, è una spi- 
rale (n.' 134, 140 ) ; e coleste linee sono di forme affatto diverse. 

191. Classe delle cerve. — Dichiarati i precedenti principi, 
consideriamo più da vicino l’equazione 

(F) F(*,y)=o, 


la quale, rispetto a qualunque genere o sistema di coordinate, 
rappresenterà un luogo geometrico, reale o immaginario, e di- 
verso, secondo la particolar natura di coordinate alle quali si 
riferisce; e però rimane indeterminalo, fino a che non si stabi- 
lisce il genere non solo, ma anche il sistema di coordinate. 

La prima distinzione a fare su detta equazione è quella relativa 
alla sua forma algebrica o trascendente; quindi i Geometri di- 
stribuiscono le curve, in due classi o famiglie, chiamando 
c tir ve algebriche quelle che, riferite a coordinale rettilinee, 
hanno un'equazione algebrica, e curve trascendenti quelle 
che, hanno un'equazione trascendente. 

192. Genere delle cerve algebriche. — Il carattere geo- 
metrico delle curve algebriche è quello di essere incontrale da 
una retta, nè in più nè in meno di tanti punti, tra reali e imma- 
ginarli, per quante unità vi sono nel grado dell'equazione. In effet- 
ti l’equazione generale algebrica fra due variabili del grado n è 


( 1 ) 


+b,x 


«"-’+fl. 



-t-M 


+ b n x 



+ A'„x" 
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l’equazione d una retta è 

( 2 ) y—px+q, 

e volendo determinare i punti d’incontro della curva (1) con la 
retta (2) dovremo (n.° 129) eliminare y fra e dette equazioni, il 
che conduce ad un'equazione di grado n."“ rispetto alla sola igno- 
ta x, la quale equazione non può ammettere nò più nè meno di n 
radici, che sono appunto le ascisse de’ punti d’incontro, e perciò 
questi non possono essere nè più nè meno di «, c. s. d. d. 

Questo carattere geometrico delle curve algebriche è appunto 
il loro carattere generico, perchè esso non ha luogo per valori 
particolari de’ coefficienti, c per particolari relazioni tra questi; 
ma basta che l'equazione sia del grado n, perchè la corrispondente 
curva venga incontrata in n punti, tra reali e immaginarti. Per- 
ciò appunto la famiglia delle curve algebriche si è divisa in ge- 
neri, o anche ordini, o gradi, chiamando linea del pri- 
mo, secondo, terzo, ec. genere, o pure ordine, o grado, quella la 
cui equazione è del primo, secondo, terzo, ec. grado. 

193. Osservazione. — Poiché con la trasformazione degli assi 
non cambia il grado dell’equazione (n.° 174), così il genere 
d’una curva non si muta con la trasformazione 
degli assi. E però se ne conchiude il seguente canone: vo- 
lendo studiare le proprietà appartenenti a tutto un genere di curve 
algebriche, si può riferire l'equazione generale di questo genere a 
qualsivoglia sistema di assi. 

194. Specie delle curve algebriche. — Rappresentiamo , 
semplicemente con 

(3) f(x, y)=o 

l’equazione (1) dinotante tutte le infinite curve dell’ n.” w gene- 
re , e supponiamo tuttavia che le coordinate sieno rettilinee. 
Volendo assegnare il luogo di quell'equazione (3) converrà, come 
prescrive il metodo, dare un valore ed arbitrio a una delle coor- 
dinate, l’ascisse x, p. e., e supposto che sia x=a, ricavarsi il va- 
lore della corrispondente ordinata dall’equazione 

(5) f(a, y)=o, 

la quale dà n valori, tra reali e immaginarii per l'ordinata y, cor- 
rispondenti alla medesima ascissa a; c i soli punti geometri- 
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c aniente assegnabili saran quelli determinati dalle ordinate 
reali; cosi che non s’avrà alcun punto della curva, il quale avesse 
per ascissa a, se tutte le radici della (5) sono immaginarie. 

Da ciò segue che se a e a' sono due limiti, oltre i quali, o fra 
i quali non si possono assegnar valori all’ascissa x, senza che i 
rispondenti dell’ordinata y risultino tutti immaginarli, è segno 
evidente che il luogo geometrico della proposta equazione debba 
esso pure, almeno in un certo senso, esser limitato. Che se, 
a partire dai medesimi limiti, o anche da un solo di essi, a cia- 
scun valore di x , per quanto grande si voglia, corrispondon sempre 
per y valori, tutti o in parte, reali, la curva anch’ essa s’esten- 
derà indetinitamente, in modo da ammettere rami infiniti. 
Gli stessi ragionamenti han luogo ancora se si considera x come 
funzione di y. Or tutte coteste conclusioni, puramente algebriche, 
dipendono, com’è chiaro, da particolari relazioni tra i coefficienti 
dell’equazione, senza che questa varii di grado. Laonde, rispetto 
ad un medesimo sistema di assi, una medesima equazione gene- 
ralmente espressa, cioè che ha coefficienti non individuati 
nel valore, rappresenterà, secondo particolari relazioni tra delti 
coefficienti, curve di forme diverse, ma che non pertanto ammet- 
tono un carattere comune, quello cioè di essere incontrate da una 
retta in un egual numero di punti. Questa diversità di forma nel- 
le curve d’un medesimo genere, ne fissa la specie. Così, come 
sappiamo, l’equazione generale di 2.® grado 

(6) Ay*+ l 2Bxy+Cx*+2Dy-t-2Ex+F=o 

può rappresentare curve di tre forihc differenti, secondo che fra 
i tre coefficienti A, B, C vi sia Luna o l’altra delle tre relazioni: 

(7) B*—AC< o; B* — AC=o, B'—AC>o, 

195. Queste tre differenti forme costituiscono le tre differenti 
specie del secondo genere di curve algebriche. E tutte quelle 
curve di questo genere, le cui equazioni hanno coefficienti indi- 
viduati, che verificano una stessa di queste tre condizioni (7), 
appartengono alla specie cui quella condizione si riferisce. Per 
sì fatta ragione il binomio B r — AC si suol chiamare binomio 
specifico delle curve di 2.° grado, e possiamo chiamarlo di- 
scriminante delle specie, avvegnacchè esso sia effettiva- 
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mente il discriminante della forma Ay'+Bxy+Cx * dei tre ter- 
mini di 2.° grado che entrano nell’equazione generale. 

196. Può inoltre avvenire che i medesimi coefficienti, che veri- 
ficano le condizioni proprie a fissare la specie d’un dato genere 
di curve, soddisfino pure altre particolari condizioni che modi- 
fichino la specie, o rendano il luogo geometrico corrispondente 
a quella individuata equazione una vera singolarità. 

In conferma di ciò possono bene addursi qual esempio le curve 
di 2.° grado: in effetti, chiamando, per un momento, curve della 
prima specie quelle per cui i coefficienti nell’equazione generica 
soddisfanno la relazione 
(8) B'—AC< o, 

allora, perchè il luogo geometrico fosse geometricamente un’el- 
lisse è d'uopo che sia (BD — AE) m ~\-(B' — AC) (/)* — /iF)>o. Ma 
se i coefficienti d’una particolare equazione del secondo grado 
soddisfanno ad un tempo la condizione (8) e una delle seguenti: 

(BD — AE) % ~\-(B r — AC) (D' — AF)~o ; allora in questi casi, che 

sono quelli del punto e dell’ellisse immaginaria (n.> 146 e 148) 
direm pure che il punto c l'ellisse immaginaria sono individui 
della specie ellittica, sol perchè per essi è soddisfatta la condizio- 
ne (8) ; ma più particolarmente sono singolarità della specie, in 
quanto che non conservano più la forma della specie alla quale 
appartengono. 

197. Pertanto, in conclusione del fin qui detto, possiamo sta- 
bilire che, essendo data un’equazione, di cui vogliasi il luogo geo- 
metrico, rispetto a un dato sistema di assi, questo luogo sarà 
dato soltanto di genere, sei coefficienti dell'equazione sono 
indeterminati e indipendenti tra loro; sarà dato di specie, se 
i coefficienti comunque inassegnati, soddisfanno non pertanto ta- 
lune condizioni; e finalmente il detto luogo sarà individua- 
lo , se i coefficienti della data equazione sono anch’essi individuati. 

198. Equazione rappresentante dn complesso di linee. — 
Abbiam detto che il genere d’una curva algebrica, rispetto a coor- 
dinate rettilinee, è fissato dal grado dell’equazione di quella cur- 
va. Ma questa conclusione è applicabile a quelle equazioni che 
non sono scomponibili in fattori ; imperciocché potrebbe accadere 
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che il primo membro di quell'equazione sia scomponibile io fat- 
tori razionali, e in questo caso s'avranno tante linee, generalmen- 
te parlando, quanti sono que’ fattori, e ciuscuna sarà di genere in- 
feriore a quello indicato dall'equazione data, la quale perciò, in 
tal caso, rappresenta un complesso di curve, come abbiali) ve- 
duto nel n.° 141 , parlando dell’equazione di 2.” grado. E per mag- 
gior conferma supponiamo data ,1'equazione 

( 9 ) y'-xy—ay-t-ax—o, 

il cui primo membro è il prodotto dei due fattori ij — x, y — a ; si 
che può essere scritta ancora così: 

(y—x)(y—a)= o , 

e però i sistemi di valori che soddisfanno la data equazione ( 9 ) 
sono nel tempo stesso quelli, che verificano separatamente cia- 
scuna delle due equazioni y — x— o, y — a=o, ognuna delle quali 
rappresenta una retta; laonde il luogo geometrico della ( 9 ) è sol- 
tanto in apparenza una curva del secondo genere. 

199 . E, generalmente, se l'equazione algebrica 

(F) F(x,y)=o 

è tale da poter prendere la forma 

<?(x, y).ty(x, i/)./(x, y) =o, 

quell’equazione (F) sarà il complesso di tante curve, 

(10) <f(x. y)=o; <|/(x, y)=o, /(x, y)=o 

quanti sono i fattori 9, <{/,•/. ... E se l'equazione (F) è del grado n, 
ciascuna delle curve (10) sarà di un’ordine inferiore all’ w. 0,0 

200. È superfluo l’avvertire che può talvolta accadere che una 
0 più di queste linee componenti sieno immaginarie, come avvie- 
ne per l'equazione 

(11) i/’-Ki/ — o) x * — — ur s =o, 

che equivale alle due y — a=o, y*-+-x*-i-r*=o, e di queste la se- 
conda rappresenta un circolo immaginario. E però si può dire, 
in questo caso, che la proposta equazione (11) è algebricamente il 
complesso di due linee (una retta ed un circolo immaginario), 
ma geometricamente non rappresenta che una retta. 
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201. Egli è agevole in taluni casi riconoscere la scomponibilità 
d'un’ equazione in altre di grado inferiore, c il caso più semplice 
è quello in cui la data equazione è omogenea, come la seguente: 

( 12 ) Ay+A K _ 1 xy n -'-{-A n _ l x'ij*- , -h..-{-A l x n - I y+A 0 x n = 0 ' 

In effetti ponendo 

(13) i (=tx, 
la (32) diviene: 

e quest’equazione ammetterà n radici f, , I, ec. tra reali ed im- 
maginarie, ciascuna delle quali sostituita nella (13) darà una 
retta; sì che avremo n rette, tra reali ed immaginarie, e la (12) 
sarà il complesso di tutte queste rette. 

202. Più generalmente se la (12) abbia la forma (14) 

(14) A n r y — àj"-+-d n _ I (a: — a) [y — à)" _, -F- .... +A 0 (x — a)*=o, 

seguendo analogo ragionamento, cioè ponendo y — b=?t(x — a) si 
troverà esser la (14) il complesso di n rette, che passan tutte per 
un medesimo punto (a, 6). In altri termini la (14) è l'equazione 
d’un fascio di rette, il cui centro è il punto (a, è), egual- 
mente che la (12) è un fascio di rette col centro aH'origine delle 
coordinale. 

Ed ei giova notare, che siccome il coefficiente t nell’equazio- 
ne (13) rappresenta l’espressione — (13,133) in cui 0 è 

l’angolo degli assi, ed a l'inclinazione della corrispondente ret- 
ta (13) su l’asse delle ascisse ; così ne viene che le rette del fascio 
saranno variamente inclinate, se le radici l , , l „ , ec. sono disugua- 
li ; ma se tra queste radici ve ne siano delle uguali, anche nel fa- 
scio, vi saranno rette egualmente inclinate sull’asse delle x, e 
perchè passano per lo stesso punto, saranno coincidenti. Final- 
mente quando vi saranno delle radici immaginarie, vi saran pure 
delle rette che geometricamente non esistono, ma esiste sempre 
il loro punto d’intersezione, che è l'origine nel caso dell’equa- 
zione (12), e il punto (a, b) nel caso della (14). 

203. Quando non sia agevole scoprire a prima giunta la scom- 
posizione del primo membro della proposta equazione in fattori, 
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si può, generalmente parlando , seguire il metodo spiegato in 
algebra ('); vale a dire componendo un prodotto del medesi- 
mo grado della proposta, con fattori aventi coefficienti che si 
dovranno determinare in modo da identificare quel primo membro 
col prodotto formato. Applicheremo questo metodo puramente 
algebrico al caso dell'equazione generale del secondo grado 

(15) Ay'+2Bxy-\-Cx*-+-2Dy-h2Ex+l—o, 

in cui si è supposto eguale a 1 il termine noto, il che può sem- 
pre farsi, dividendo tutta l’equazione pel termine noto. Posto ciò, 
poniamo che il primo membro della (15) possa scomporsi in due 
fattori del l.° grado al modo seguente : 

(16) (a^+b^+ì) (a t y+b t x+ì)=o, 

in cui a t , b,, a,, 6, sono coefficienti da determinare. Eseguendo 
il prodotto e quindi identificandolo col detto primo membro, nc 
trarremo le seguenti eguaglianze : 
a,a,=A; a l b m +b l a t =2B; b t b m =C, a 1 +a,=2D; b,+b x =2E; 
ed elevando a quadrato la quarta e sottraendone il quadruplo 
delia prima, e dal risultamento estraendo la radice, si trova : 

a, — a,= ±2\/ D' — A. 

Similmente operando sulla quinta c terza si troverà : 
b—b,= ±2V E‘—C; 

laonde, mercè queste due equazioni e le ultime due delle cinque 
superiormente scritte se ne trae : 

| a^D+S/lr^A, a t =D-\fÌr=A, 

* } 6,— E-f-V E'—C, b t =D — \/ E % — C; 

e messi questi valori nella terza delle dette cinque, e facendo 
sparire il radicale, s'ottiene : 

AE'+CD'+B'—2BDE—AC=o, 
o vero, rimettendo il termine noto (che dinoteremo con F) col so- 
stituire ad A, B, ec. rispettivamente ~ . ec. si ha: 

(18) AE‘-i-CD*-hFB* — 2BDE — ACF=o. 

Quest’equazione è la condizione, perchè la (15) potesse scom- 

(') Rubisi — Complemento agli elementi ili algebra: w.° t7i. 
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porsi in due fattori razionali di l.° grado, ed è, come dovea es- 
sere, identica a quella trovata nel n.° 153. Una volta verificata, 
i coefficienti di questi fattori saran quelli dati dulie (17). 

20V. Numero delle condizioni necessarie per individuare 
ina linea dell’ordine n. mo — L’equazione 


(i) 


y n ~'+a* 

-4-6,x 


y 


n— * 


+ a a J ! — 0 

-hà n x i 
: ! 



contiene tanti termini , c per conseguenza altritanti coelììcienti 
arbitrari i , quanti ne indica la somma degli n+1 termini del- 
la progressione aritmetica 1. 2. 3. . . . (n-t-1), vale a dire 

Ma comecché, senza nulla togliere alla generalità 


dell’ equazione (1), si può sempre dividerla per uno qualunque 
de' suoi coefficienti, il che vale lo stesso che supporre questo coef- 
ficiente =1, cosi tutti i coefficienti veramente arbitrarii saranno 


(19) 


(n-4-1) (n-t-2) n(n-t-3) 

ì — 1, o vero — -■ 


Ora una curva d’un dato genere è individuata, quando sono in- 
dividuati tutti i coelììcienti che contiene la sua equazione; e poiché 
per determinare un certo numero di quantità occorrono altret- 
tante equazioni, quindi una curva dell’ n. ni ° genere sa- 
rà individuala, quando s'abbiano 1 — condizio- 
ni distinte tra' suoi coefficienti. 

203. Se alcuni de’ coefficienti sono dati, o se tra tutti, o solo 
tra un certo numero di essi vi sieno già delle condizioni, allora 
il numero delle condizioni che si richiedono sarà minore di quello 
indicato dalla formola (19). 

206. Sappiamo che per indicare che una data curva abbia a 
passare per un punto dato, basta porre nell'equazione della curva 
in luogo delle coordinate variabili quelle del dato punto (n.° 88); 
sì che il passaggio d’una curva per un dato puuto induce una con- 
dizione tra i coefficienti della curva ; e però, secondo la proposi- 
zione del n.° 204, risulta che per individuare una cur- 
io 
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va deli n. mo grado, per mezzo di punii dati, questi, in generale, 

n(n-t-3) 

devono essere — — 9 — -■ 


207. Avvertenza. — Nel fissare il preciso numero delle co- 
stanti arbitrarie, che entrano in una data equazione alge- 
brica, conviene sempre ridurre quest’equazione alla sua forma 
generale. Così poniamo che s'abbia l'equazione 

(Sf — ?)*-+-(-*» — *)*=»<[(!/— ?')*-+-(*— «')*]. 


in cui le cinque quantità a, $, a', m sono tutte costanti. Per 
conoscere quante sono le costanti arbitrarie, bisognerà sviluppare 
e ordinare la data equazione, il clic dà 




. o ?" ?' W „ 

1 — m y 1- 


x-f 




6 ™' 

e 


=o; 


-m 1 — m 

e poiché una somma di costanti equivale ad una costante unica, 
così in ultima analisi, l'equazione data prende la forma 
y*-t-x*-t-2/l ìj -l- 2 Rx-+- f=o. 


e non contiene nel fatto che soli tre coefficienti arbitrarli A, B, C, 
che sono funzioni delle cinque costanti a, g, a', m ; c però di 
queste costanti sole tre possono essere date arbitrariamente, e le 
rimanenti avranno valori dipendenti da quelli delle prime tre. 

208. Similmente, se si voglia sapere qual' è il numero delle 
condizioni necessarie, perchè un’equazione dell’ n. mo grado rap- 
presentasse n rette, si ragionerà come segue: dinotando 

— l=o, — l=o, . . . a„x+? n ;/— l=o, 

le equazioni di n rette, il prodotto di queste equazioni sarà 
(20) l)(a,x-t-?,v— 1) • • . • (a B .z-f-g„i/— l)=o; 

e dovendo quest’equazione di grado n risultare identica alla data 
equazione anche di grado »», bisognerà che i coefficienti di que- 
st'equazione sicno rispettivamente uguali a quelli de’ termini si- 
mili della (20), e però s’avranno ** eguaglianze fra i coeffi- 


cienti a 0 , , b t , ec: della data equazione, e le 2« costanti a, . 

P,, «,» Pi» ec: mu > P ur determinar queste ultime, occorrono sole 
2 n equazioni, quindi le rimanenti 


( 21 ) 


— 2», 


o vero 


n(n — 1) 
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eguaglianze saranno altrettante condizioni, alle quali devono sod- 
disfare i coefficienti a a , a l ,b l , cc. perchè la data equazione di 
grado »i. mo possa rappresentare n rette. 

209. Se le rette devono esser tali che ciascuna debba passare 
per un dato punto, si dinotino con ( x , , y,) , ( x „, y.) . . . (x n , y n ) 
n punti dati; e siccome una retta che deve passare per un punto 
(x t , y u ) ha per equazione y — y 0 z=m 0 (x — x 0 ), come sarà appresso 
dimostrato (*), così l’equazione complessa di dette rette sarà 


(22) [y—y—mjx—x t )} [(y— y— m % {x — *„)] . . . . =o, 


in cui m, m n sono n costanti che bisogna determinare. 
E però, ragionando come sopra, si trova che il numero delle con- 
dizioni necessarie, perchè un’equazione dell’ ri" 0 grado si possa 
scomporre in n rette, in modo che ciascuna passi per un dato 
punto, (diverso, in generale, per ogni retta) sono 


(23) 


n(«-t-3) 

2 


-n o vero 


n(n-t-l) 


210. Finalmente se si vuole che le rette abbiano a concorrere 
in uno stesso punto incognito X, F, allora l’equazione complessa 
sarà della forma 


(24) [y — Y — m t (x — F)] [y — F — m,(a: — X)] .... =o, 

e dovendosi determinare le n costanti ni, , m,, ec., e le due in- 
cognite X, F, bisognerà delle n ' n ^^ 1 eguaglianze sopra indicate 


prenderne n-f-2 per determinare le dette costanti e incognite; 
quindi le condizioni necessarie nell’attuale problema saranno 
n(n-t-3) . «(n+1) 


(25) 


-(n-t-2) o vero 


- 2 . 


211. Sappiamo già (n.° 129) che volendo determinare i punti 
d’intersezione di due lince 


(20) F(x, y)=o, f(a:, y) =o, 

convien eliminare le variabili fra queste due equazioni. E però, 
se queste sono rispettivamente del grado m.™° ed n. mo , la eliminata 
(27) 9(a0=o, 


(') D’altronde è visibile che della equazione essendo verificata dal sistema 
x^x 0 , y=y 0) dica che la retta passa pel punto (a’o, y 0 )• 
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flie dà le 8ccisse de' punti comuni, sarà, com'é noto, del grado tnn; 
laonde due linee algebriche una dell'ordine m. mo l'allra dell’ordi- 
ne n. mo , s’incontrano in mn punti, tra reali e immaginar». 

212. Allorché alcune delle radici dell'equazione (27) risultano 
immaginarie, comecché un’espressione di questa natura non sa- 
prebbesi geometricamente assegnare, ne concludiamo che, geo- 
metricamente parlando, non hanno le curve (26) punto alcuno 
comune, rispondente a quest'ascissa. Ma non é men vero che que- 
sta soluzione immaginaria soddisfà tuttavia alle due equazioni 
(26) a un tempo, e gode per conseguente, la stessa proprietà d'una 
soluzione reale, cui corrisponde un punto assegnabile comune alle 
due curve. Perché dunque un sistema di coordinate immaginarie 
che soddisfà a due equazioni simultanee, soddisfà a ciascuna, al 
pari d'un sistema di coordinate reali, ne viene di conseguenza 
che, accordandosi nel principio analitico questi due sistemi, deb- 
besi, secondo Io stesso principio, tenere come veri punti d’incon- 
tro, ma algebrici, quelli corrispondenti a un sistema immagina- 
rio. E quelle linee che hanno comune de' punti immaginarli pas- 
sano, analiticamente parlando, per questi punti. 

213. In verità è paradosso il dire che per punti, non assegna- 
bili geometricamente, passino linee, che nel fatto possono essere 
assegnate in tutta la loro estensione e forma; ma quando i modi 
di dire qui innanzi indicati si riferiscono al concetto algebrico, 
in virtù del quale due sistemi di coordinate, l'uno reale, imma- 
ginario l’altro, non hanno altra differenza che quella dipendente 
dalla loro natura algoritmica, e del resto godono delle stessissime 
proprietà rispetto a una medesima equazione , il paradosso sva- 
nisce ; e però, se la curva passa per un punto le cui coordinate 
sono reali (e quindi assegnabile) sol perché queste coordinate sod- 
disfanno l’equazione di quella curva, non vi è ragione perché non 
debbasi dire altrettanto, quando quelle coordinate divengono im- 
maginarie, senza perdere il loro carattere primitivo di soddisfare 
alla stessa equazione. 

214. Sappiamo che per le due equazioni di 2.° grado 

(28; l «!/’ 2bxy-+- ex" ■+■ 2dy ■+■ 2 rx-h f— o , 

| n'i/*H-2à'x!/-t-cV-f-2d's/-t-2c'.r4-f'=o, 
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l'eliminate in x è del 4.° grado, della forma 

(29) o, 

in cui A a , A t , ec., sono funzione dei coefficienti a, a \ b, b', ec. 
Se quest’equazione si volesse scomporre in fattori di 2.® grado 

(30) mx’-t-nx-t-p; x'+rix+p’, 
dovrebbe inoltre essere 

^ | m=A 0 ; mn’+n=A t ; mp'+nn'+p=A t ; 

\ np'+pn'=A, ; pp'=A t . 

Ora se nelle (28) a=c=a'=c'=l; b=b'= o, nel qual caso le 
due curve sono due circoli, risulta 

A 0 =A t =o; ^.=2 [fé — — <*')*]: 

A ,= 4 [(e-0 (f-n- 2 (d'-d)(de'-ed')}, 
t A t = (f-rì'-ì'd-dyjd'-df’), 
pe’ quali valori e per le relazioni (31), i fattori (30) divengono 

a . , A. ^1, 

o.x -t-o.aH-4.; x*-\ — -r— x -\ — -— » 

A, A, 

il primo de’ quali, eguagliato a zero, osservando che A t è una 
quantità essenzialmente positiva, dà due radici immaginarie in- 
finite, e l’altro due radici finite, che in taluni casi possono essere 
pure immaginarie; e però due circoli s' incontrano, algebrica- 
mente, sempre in due punii a disianza finita, e in due allri imma- 
ginarli a distanza infinita (*). 

213. Supponendo la prima della (26) rappresentare la retta, 
la (27) risulterà del grado tn.™°, e s’avrà, com’altrove (n.° 192) che 
la retta incontra una curva dcH’»n. mo ordine in m punti, tra reali 
e immaginarli. Però, se una retta incontra geometricamente una 
data curva in m punti, non potrà dirsi, per ciò solo, che la curva 
sia dell’ordine m. m ° ; ma devesi piuttosto dire che quest’ordine 
sarà per lo meno l’m.“", essendo che quella retta, algebricamen- 
te, potrebbe incontrare la curva in altri punti immaginarii. 

216. Messi i precedenti princìpi generali del metodo delle 
coordinate, passeremo ad applicarli allo studio di talune linee e, 
come è naturale, cominceremo dalla retta. 

( ’ ) Salso*. — Conte sections; n.° 253. 
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LIBRO II. 

DELLA RETTA E DEL CIRCOLO 


CAPITOLO 1. 

DELLA RETTA. 


ART. 1. 


f orme ditene delTcquazione della retta In coordinate rettilinee. — 
Foratole varie ehc *1 riferiscono nd una o a due rette. 


217. Forme diverse dell'equazione della retta. Come 
già sappiamo l'equazione generale d'una retta, rispetto a coor- 
dinale di proiezione, è la seguente : 

(1) Ax-\- By— j— C 

che, senza diminuirne la generalità, può sempre ridursi all’altra 
i2) y—mx-t-n, 

in cui (n.°97) n dinota l'ordinata all'origine, e il coefficiente 


(3) 


m 


sena 

seu£ 


sena 

sen(0 — a) 


(3. 


94), 


essendo 0 l'angolo degli assi, eacp quelli die la retta (1), o la 
sua parallela, condotta per l’origine e prolungala solo dalla parte 
delle ordinate positive, forma coi due assi positivi (n.° 98). 
Quando l'angolo 6 è retto, si ha più semplicemente 


(4) 


sena 
ni— 


cosa 


= tana. 


218. Laonde, dati gli assi, e i valori dei coefficienti A, B, C, 
la retta resta individuata, e se ne assegnerà la posizione al modo 
seguente : si riduce primamente l’equazione alla forma (2) ; poi 
si taglia sull' asse delle y, a partire dell'origine (0), e nel senso 
indicato dal segno di n, un semmento ( OB ) eguale a questo coef- 
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fidente; indi, se gli assi sono obbliqui, si determina l'angolo a mercè 

la formala (3), la quale dà 

.... . msc nO 

(b) tana=- -, 

' 1+mcosO 


o mercè la (4), se gli assi sono ortogonali, e si mena per l'origine 
una retta (OR) che faccia con l'asse positivo (OXj l'angolo a ; fi- 
nalmente per l’estremo (B), si mena parallelamente ad (OR) tuia 
retta (BA) clic sarà quella di cui è data l'equazione. 


Esempio. — Sia y=V 2. x — 3 l’equazione della retta; 0=133°. 
Secondo la formola (3), sarà tana=3C , o=90°; quindi si co- 
struirà la retta in discorso, prendendo sull’asse negativo delle y, 
a partire dall'origine (O) una porzione (OB)=3, e menando pel 
punto (B), perpendicolarmente al primo asse (XX') la (BA), che 
sarà la retta della data equazione. 

219. Per contro se una retta é data di posizione rispetto ad un 
dato sistema di assi, egli è agevole determinare i coefficienti m 
ed n della sua equazione; imperocché il primo è dato dalla for- 
mola (3) o dalla (4), secondo che gli assi sono obbliqui o rettan- 
golari; e il secondo è l’ordinata all’origine. 

220. Avvertenza. — Quando dalla formola (3) o dalla (4) ri- 
sulta tana positiva, allora l’angolo a<90°, ed è a l’inclinazione 
della retta con l’asse positivo delle a?; quando poi risulta tana 
negativa, a>9ft", c il supplemento di quest’angolo è l’inclinazione 
della retta con l’asse negativo delle x i'n.° 47’*. 

221. Mercé la stessa formola (3), data l’equazione d’una retta, 
c dato l’angolo che questa fa con l’asse delle ascisse (o anche con 
quello delle ordinate) può essere determinato l’ignoto angolo de- 
gli assi. Si ha in effetti da quella formola 


.. , sena 

(6) sen'O — aj= 

m 

Esempio. — Sia y=\/ 2.x-t-b l’equazione della retta; q=90°: 
la formola (6) darà sen(0 — a)=^-ty 2; 0— a=43"; 0=133°; quin- 
di l’angolo degli assi è di 135°. 

222. Rimettendo in (2) invece di m il suo valore (3) ne de- 


duciamo 

( 7 ) 


y — n sena _ 

x sen£ ’ 
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e se invece si ponga per m il valore (4) avremo 

y-n = sena 
x cosa 

La prima di questo equazioni si riferisce a coordinate rettilinee; 
la seconda a coordinate ortogonali. 

223. Non è sempre necessario, per costruire una retta, ridurre 
la sua equazione alla forma (2) ; imperciocché, sia data sotto la 
forma (2) o anche sotto la forma (1), si possono sempre assegnare 
i punti ne’ quali essa deve incontrare i due assi. Così, se l'equazio- 
nc data è Ax-\-By-\-C=-o si pone sussecutivamente y—o, x=o 
(li. 0 130) e s'ottiene: 



il primo dei quali valori é l’ascissa OA (fig.* p. 56ì del punto A, 
in cui la retta deve incontrare il primo asse; e il secondo rap- 
presenta l’ordinata OB del punto IJ, in cui la stessa retta deve 
incontrare il secondo asse. 

224. Dinotando rispettivamente con a e b i valori di x ed y 
dati dalle (9), avremo : 


(10) 


c . c 
—p b= ~l>' 


c c 

donde A= , B— —, e sostituendo nella (1) si ha 

ab w 


( 11 ) 




225, Intorno a questa nuova forma d’equazione della retta è 

da notare che i coefficienti -ì- , rappresentano i valori inversi 

de’ due lati (OA, OB) d’un triangolo che ha per vertice l’origine 
(O); che questi lati coincidono in direzione cogli assi; c lilialmente 
che la base di detto triangolo, indefinitamente prolungata, ha per 
equazione, la (11). E però, quando un triangolo si riferisce ai suoi 
lati, presi come assi, e si dinotano con a e li detti lati, il terzo in- 
definitamente prolungalo, avrà per equazione la (11). 

226. Inoltre la (11) è verificata col porre y—\ib, ar=(t — ^ 
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essendo |a un coefficiente arbitrario, quindi le coordinate p b, 
(1 — ji)« appartengono ad un punto della stessa retta (n.° 87). E 
quando p=-ì-, divengono rispettivamente -i-ó, -i-a; ma a=CA, 

6 =OB, (fi. p. i>9) quindi (4- a, 4- & ) è il punto medio di AB. 

227. I valori (10) di a e b divengono entrambi infiniti, se in 
pari tempo A=o Ii=o; allora la (1) riduccsi a C=o. Ma, dive- 
nendo infiniti a e b, anche i punti A c B, e con essi la retta AB 
passano all'infinito; quindi in coordinate rettilinee, un’equazione 
della forma C=o (essendo C una costante) rappresenta una retta 
messa comunque aWinfinilo. 

Se invece è A=jB=ao , la (1) prende la forma C=» , e nel 
tempo stesso a=b= o; sì che i punti A e B coincidono con l’ori- 
gine. E poiché il rapporto A:B, da cui dipende l’inclinazione del- 
la retta, diviene indeterminalo; cosi rispetto a coordinate rettili- 
nee, l'equazione C=oe (C costante) rappresenta una retta che pas- 
sa comunque per l’origine delle coordinale, e quindi rappresenta 
pure questo punto. 

228. Considerando i coefficienti A, B, C dell’equazione (1) co- 
me numerici, quell'equazione, rispetto alle coordinate x, y, che 
sono due semmenti rettilinei, non è omogenea. Ma si può ri- 
durla a tale, dinotando con z una retta scelta arbitrariamente 
come unità, c ponendo (n.° 10, Trig.) x : z, y : z in luogo di x, y; 
così avremo la retta rappresentata dall’equazione omogenea 

(12) Ax+By+Cz—o, 

che in ogni caso può divenire la (1) ponendo z=l. Anii, volendo 
fare rimanere due sole variabili nella (12), si potrà porre y=\ 
o pure x=l. 

229. Dinotando con p la perpendicolare OP condotta dall'ori- 
gine alla retta, e con 9 e <{/ gli angoli da quel- 
la perpendicolare formati rispettivamente con 
gli assi OX,OY r ; ritenendo inoltre che l'equa- 
zione della retta AB sia la (11) egli è chiaro 
che sarà a=p: cos?, b=p:c os<J/ ; c però sosti- 
tuendo in essa ( 11 ) ne risulterà: 



(13) 


XC0S9-+- ycosji—p , 
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die è un’ altra forma di equazione per rappresentare la retta ri- 
spetto a due assi obbliqui, e clic nel caso degli assi ortogonali, 
essendo si cambia in 

(li) a"C0S9-t-t/scn9=p. 

230. Per costruire la retta, secondo la (13) o la (l i), si me- 
nerà per l’origine una retta lunga quanto p. e che formi con l’asse 
positivo delle x l’angolo 9; dall’altro estremo di quella retta, c 
perpendicolarmente ad essa, si condurrà una retta indefinita, che 
sarà la richiesta. O pure, osservando che l’angolo PAO=ì}i, si 
costruirà un circolo col centro O e con un raggio=p; indi si 
menerà a questo circolo una tangente che faccia con l’asse nega- 
tivo XX' l’angolo 1}/. 

E convien tener presente che, supposte le dette equazioni or- 
dinate, in quanto a’ segni, in modo che p abbia ad esser positiva 
nel secondo membro, allora l’angolo 9 sarà acuto 0 ottuso secon- 
do che il termine arcos9 è positivo o negativo. 

231. Ciascuna delle equazioni (12), (13), (li) non è meno ge- 
nerale della (1) o della (2) : tutte contengono lo stesso numero 
di quantità arbitrarie, cioè due. Che se nella (12) apparente- 
mente sono tre, pure si posson sempre ridurre a due, dividendo 
tutta l’equazione per la terza. Similmente riguardo alla (13) è da 
notare che fra le due quantità 9 e v’è la relazione 9+^=0, es- 
sendo 0 l’angolo degli assi, e però una soltanto è arbitraria. 

232. Forme particolari ih equazioni ih rette assoggetta- 
te a talune condizioni. — Pertanto, essendovi nell'equazione 
generale della retta due costanti arbitrarie, si può, in generale, 
determinarle in guisa da soddisfare talune condizioni, e l'equa- 
zione particolare che conterrà le costanti così condizionate, non 
potrà appartenere altrimenti che a sole quelle rette per le quali 
dette condizioni si trovano verificate ; laonde, seguendo questo 
principio, ci faremo a cercare talune forme speciali d’equazioni 
d'una retta, le quali occorrono nelle applicazioni; e quelle espres- 
sioni che servono a rappresentare taluni elementi geometrici, 
dipendenti dalla combinazione delle rette, e di cui pure sovente 
si fa uso. Tutto ciò il faremo proponendoci in forma di problemi 
la ricerca di dette forinole analitiche, che ognuno, clic ha ben coin- 


Dlgitized by Google 


DELI A BETTA 


123 


presi i princìpi posti nel libro prec. , potrà ben ila sè trovare in 
ogni particolare circostanza, quando più non le ricordasse. 

233. Problema I. — Trovare, rispetlo a coordinate rettili- 
nee, l'equazione di quella retta, che è obbliijata a formare un dato 
angolo con l'asse positivo delle ascisse. 

Qualunque esser possa la retta dimandata, la sua equazione 
dovrà necessariamente essere, in generale, della forma (2) 

(2) y — mx+n ; 

ma, perchè formi col primo asse positivo l’angolo a, dev’essere 
sena 

t»= ; o pure m=tana, 

sen(6 — a) 

secondo che gli assi sono obbliqui o pure ortogonali ; laonde, po- 
nendo in (2) l’uno o l'altro di cotesti valori, avremo in corrispon- 
denza, l’una o l'altra delle seguenti equazioni: 


(15) 


sena 

y— -x-t-n ; y=tana.x-t-n , 

sen(0 — a) 


ciascuna delle quali risponde al problema, cioè rappresenta una 
retta obbligata a fare con l'asse positivo delle x un dato angolo a ; 
la prima riferita ad assi obbliqui, la seconda ad assi ortogonali. 

Esempio. — Essendo gli assi ad angolo 0=135°, e volendo che 
la retta s’abbia ad inclinare all’asse delle x sotto l’angolo o=90°; 
l’equazione della retta, secondo la prima (15), sarà y=x^ 2-f-n. 

234. Osservazione. — Si noti che in ciascuna delle (15) v’è 
tuttavia un’altro coefficiente, n, rimasto arbitrario. Così dovea 
essere, non essendosi data che una sola condizione; d’altronde, 
considerando la questione geometricamente, ben si scorge che la 
retta, di cui ci siam proposti trovare la particolare equazione, 
poteva essere una qualunque delle infinite parallele, che formano 
il medesimo angolo con una retta data, l’asse delle ascisse; e però 
l’altro coefficiente n doveva rimanere indeterminato. 

La medesima indeterminazione d'uno de’ coefficienti ha luogo, 
sempre che non vi sia clic una sola condizione distinta ; sì che 
l’equazione, che in tal caso s’ottiene, non rappresenta già una sola 
retta, ma tutte quelle che alla medesima condizione soddisfanno. 

235. Problema li. — Trovare, rispetto a coordinate rcttili- 
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linee, l'equazione della reità obbligata a passare per un punto dato. 
Rappresentando, come sopra, con 
(2) y=maM-n 

l’equazione della retta dimandata, e con x 0 , y„ le coordinate del 
punto dato, si soddisfa alla proposta condizione, scrivendo (n.° 88.) 

(16) y 0 =mx o +n, 

c, mercè quest’equazione di condizione, potremo esprimere uno 
de’ coefficienti m, n in funzione dell’altro, clic rimarrà tuttavia 
indeterminato. Pertanto avremo: 

(17) n=y 0 — mx„, o pure m= — — , 

x a 

c sostituendo in (2) si ha 

(18) y—y=m(x—x 0 ); xy 0 —yx o =n(x—x 0 ), 

e sì l’una che l'altra di coteste equazioni rappresenta la retta ob- 
bligata a passare pel punto ( x 0 , y 0 ). Nella prima vi rimane tut- 
tavia indeterminato il coefficiente m, e quindi l’inclinazione della 
retta rispetto al primo asse, che vai quanto dire, rimane indeter- 
minata la direzione della retta : nella seconda equazione poi resta 
indeterminato il coefficiente n, cioè il punto in cui la retta va ad 
incontrare il secondo asse. L'indeterminazione della retta, in que- 
sto caso, si spiega ancor geometricamente, osservando che per 
un punto dato possono condursi infinite rette. 

236. Se dinotiamo con a e p gli angoli che la retta in que- 
stione dee fare rispettivamente col primo e secondo asse, avremo 

sena sena cosS ..... 

m= — — , o pure m= = — — , secondo che gli assi sono ob- 

seng cosa cosa ° 

bliqui, o pure ortogonali, e però sostituendo in (18) avremo: 


(19) 


y-y u __ x-x 0 

sena seng ’ 


(assi obbliqui). 


(20) 


y-y„ __ x-x 0 q y-y„ 
cos(5 cosa ’ sena 


-, (assi ortogonali). 

cosa ° ' 


237. Si noti che per ogni sistema di valori di m ed n, proprio 
a verificare la (16), l’equazione (2) rappresenta una retta indivi- 
duata, che passa pel punto x 0 , y„. Ma le due equazioni (2) c (16) 
sono della medesima forma, quindi la stessa equazione y=mx-+-n. 
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rispetto a un sistema ili assi, rnppremila una retta, se le 
variabili vi rappresentano i determinanti della posizione del pun- 
to (le coordinate del punto); e invece rappresenta un punto, 
se le variabili vi rappresentano i determinanti della posizione 
della retta. Questi secondi determinanti sono detti coordinate 
lineari dal Pluckeb, e tangenziali da Ciiasles, i quali 
distinti geometri furon i primi a trattarle e farne fecondissi- 
me applicazioni. E veramente le quantità m c n, considerate co- 
me determinanti rispettivamente la direzione e un punto della 
retta, sono effettivamente due coordinate della retta, cioè due ele- 
menti geometrici che ne fissano la posizione. Quando esse sono 
variabili, che soddisfano l’equazione y=mx+n, in cui a; e y 
si suppongon dati, varia pure la posizione della retta, che non 
pertanto, continuerà a passare pel medesimo punto. 

238. La stessa conclusione ha luogo per l’equazione omogenea 


(8) Ax-hJly-{-Cz=o, 

per la quale l’equazione di condizione analoga alla (16) è 


( 21 ) 


Aa+Bb-hCc=o, 


essendo — , — le coordinate del punto dato. Possiamo quindi 
c c 

stabilire la proposizione seguente: se i coefficienti A, B, C del- 
l'equazione d'una retta sono tra loro connessi mercè un’equazione 
di l.° grado della forma (21), in cui a, b, c sono quantità date, la 


retta rappresentata dall'equazione (8) passerà pel punto 

239. Problema HI. — Trovare, rispetto a coordinate rettili- 
nee, l'equazione della retta obbligata a passare per un punto dato, 
e formare un dato angolo col primo asse. 

Sieno x 0 , y 0 le coordinate del punto dato, e rappresenti a l'an- 
golo parimente dato. E primamente, perchè la retta passi pel 
punto dato dev'esser della forma (18) 



(18) y— y 0 =m(x— ag ; 


c perchè s'inclini pel dato angolo, dev’essere tn= — 

sen(0 — a) 

o pure m=tana, secondo che gli assi sono ad angolo 0 o pure or- 
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togonali. Laonde, sostituendo nella (18) l’uno o l’altro di questi 
valori nei due corrispondenti casi, si avrà l'equazione richiesta. 

240. Problema IV. — Trovare, rispetto a coordinate rettili- 
nee, l'equazione della retta obbligata a passare per due punti dati. 
Sieno ( x„, y a ) ; (*,, t/,) i punti dati, e rappresenti 

(2) y=mx+n 

l'equazione della retta richiesta. Le condizioni del problema sa- 
ranno adempiute ponendo le due equazioni 

(22) y 0 =mx 0 +n; y,=mx,-t-n (n.°88); 

donde si trac 


(23) 


V—V, . 
* 0 — ’ 


x—x. 


e questi valori messi nella (2) danno: 


(24) 


y— y. , , x „y—y.,x, 

**s - 7 — * J 

X j— X. X — X. 

0 1 u 1 


per l’equazione richiesta, cioè per Yequazioni della retta obbli- 
gata a passare pe' due punti (x 0 , y 0 ), (x, , y,). 

Essa non contiene più alcun clic d’indeterminato, come do- 
veasi aspettare ; perchè per due punti dati si può sempre far pas- 
sare una retta, ed una sola. 

241. Nel trovare la precedente equazione avremmo potuto pro- 
cedere altrimenti cioè : messe le due condizioni (22), prendere 
immediatamente l’equazione (18) 


(171 


y— y 0 —m{x— x 0 ). 


che rappresenta già la retta che passa pel primo punto ( x a , yj; 
e quindi sostituire in questa equazione il valore di m, che si trae 
sottraendo le (22), cioè il primo (23); così l’equazione richiesta 
si sarebbe presentata immediatamente sotto la forma 


(24') y^o=fHr (*-*«)• 

X o * C I 

che diviene la (24), col trasportar y„ e ridurre. 

242. 11 coefficiente di x, e il termine noto nella (24) essendo 
le coordinale della retta (n.° 237), ne viene che le coordinate in, 11 
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d'uria retta che pausa per due punti (x„ , y„), (v, 


(23) 


m 


y—v, 

X a ’ 


x „v—y„ x , 

x „ — 


y.) soiì le (23) 


243. Ei giova notare che, se le coordinate x„, y u d'un punto c 
quelle x , , y, d' un secondo punto soddisfanno ad una comune 
equazione lineare, per modo da essere 

Ax a +By 0 + C=o , Ax t -JrJìy t +C=o , 
allora l’equazione della retta che passa pe' due punti (r 0 , y 0 ) 
(x, , y,) è Ax-\-By-\-C—o. In effetti per ipotesi cotesta equazio- 
ne è verificata per entrambi i sistemi (x a , yj , (x t , i/,), i quali 
per ciò (n.° 87) corrispondono a due punti di questa retta. 

24-4. È pure da notare che se 

x „—i 0 a-u 0 \^ : T, vh^V/^-L; 

*.=*,— k„V - 1 , !/,=«.— w,, V-H 


ir il v — / ir 

allora le (23) danno: m= — 2 ; n— ■ ° ° ■“ e queste csprcs- 

«0 «» 

sioni sono reali, mentre le ascisse x a , a:,, e le ordinate i/ 0 , y t 
sono immaginarie coniugate. Laonde la retta che passa per due 
punti immaginarti coniugati è reale. 

245. Questa proposizione dev’essere intesa come fu spiegato 
al n.° 212, cioè nel senso analitico. Ma qui nasce una novella ri- 
flessione ; ed è, che se i punti immaginarii non sono coniugati, 
i valori di in ed n non saranno neppure essi reali, e la retta sarà 
immaginaria. Esaminando attentamente la questione, sarà age- 
vole risolverla; e per vero, pe’duc punti dati (reali o immagi- 
narii) pe’ quali passa la retta, passan pure altre linee. Ora se po- 
niamo che sia data l’equazione d una di queste curve merci la sua 
equazione, e nel tempo stesso l'equazione della retta, che passa 
pe’ medesimi due punti, c che si volessero ricercare i valori delle 
coordinale di tali punti, converrebbe eliminare una delle coordi- 
nate, poniamo la y, dalle due equazioni, c la risultante in x da- 
rebbe le ascisse de' detti punti; ma quest’equazione risultante, 
ammettendo radici immaginarie, deve necessariamente ammet- 
terle a due a due coniugate, quindi, supponendo i due punti im- 
maginarii, questi necessariamente devono essere coniugali, e la 
retta che passa per essi dev’essere reale, qual’ è la da!a. 
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246. Foumole metriche. — Intendiamo con questo nome tut- 
te quelle formolo, le quali servono a calcolare numericamente un 
elemento geometrico di grandezza determinata; tali sono le for- 
molo trigonometriche, e tali sono ancora quelle forinole che dan- 
no le coordinate del punto d'intersezione di due rette, la distanza 
fra due punti, l’angolo di due rette, la distanza d’un punto da 
una retta, ec. Qui appresso cercheremo tali formolo. 

Problema V. — Date le equazioni di due rette, in coordinate 
rettilinee, trovare le coordinale del loro punto d'intersezione. 

Sieno 

(25) y=mx-\ -n; y=m'x-\-n' 

le equazioni delle rette date: dinotando con x\ y 1 le coordinate 
del punto d’intersezione, ed eliminando (n.° 129) avremo subito 


(26) 


x'= 


n' — n 

t * 

m — m 


y — 


mn' — nm' 
m — m' 


Coteste formole dòn luogo alle seguenti osservazioni : 

1. ° Se «=n'=o, risulta x'=y'=o; vale a dire il punto d'in- 
tersezione è l’origine delle coordinate. Col fatto, nella stessa ipo- 
tesi, le equazioni date si riducono ad y=mx, y=m'x, e indica- 
no per ciò, che le due rette passano per l’origine (n.° 92). 

2. ° Se m=m', risulta x'=y'= oc. Volendo interpetrare si fatto 
risultamento si osservi che, dinotando con a, a' le inclinazioni 
rispettive delle rette date al primo asse, si ha : 

sena , sena' 

m= , m = -, 

sen(0 — a) sen(G— a) 

quindi, nell’attuale ipotesi, risulta a=a', cioè le rette date s’in- 
clinano egualmente al primo asse, e però son parallele. Cosi l’al- 
gebra indica il parallelismo di due rette, dando coordinate infinite 
pel loro punto d'incontro; ed è perciò clic nel linguaggio alge- 
brico si dice: le rette parallele s’incontrano a distanza infinita. 

, Inoltre comecché, se, per contrario, a=a', ò pure m=m', 
cosi può stabilirsi, che se due rette sono parallele, i coefficienti an- 
golari delle loro equazioni devono essere eguali; e per contro, se 
questi coefficienti sono eguali, le rette son parallele. 

3. " Sem=m', ed n=n' ad un tempo, te (26) danno x'= y'=~' 
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Col fatto in questo caso le (25) divengono tra loro identiche, e 
però le due rette si confondono in una; quindi s’incontrano in 
tutti i punti del loro prolungamento. 

4.° Se ni=m 0 -f-n 0 V — 1; n=m,4-n,\/ — 1; 

m'=m 0 — n 0 V^ — 1 , n'=m— n,V — 1, 

risulta dalle (26): x '= — — ; y’—^^A — mentre le 

"o «0 

rette sono immaginarie, il loro punto d’intersezione è reale. Que- 
sta proposizione analoga a quella del n.° 212, devesi intendere 
nel senso analitico col dire che vi esiste impunto, le cui coordinate 
reali soddisfanno a un tempo le equazioni di due rette immaginarie. 

247. Ei giova fare attenzione all'analogia tra le forinole (26) 
e (23), le prime delle quali dinotano le coordinate del punto co- 
mune a due rette, e le seconde sono le coordinale della retta co- 
mune a due punti. Le ime si deducono dalle altre con lo scam- 
biare le coordinate de’ punti dati in quelle delle rette. 

248. Quando le equazioni delle rette son date sotto la forma: 


(27) Ax-hBy-hC=o; A'x+B'y+C'=o, 


le coordinate del loro punto d’intersezione sono date dalle for- 
inole seguenti: 


(28) 


JÌC'—CII' CA’—AC 
AB — HA! ’ y ~ AB' — BA' 


249. Problema VI. — Trovare, rispetto a coordinate retti- 
linee, l'espressione della distanza fra due punti. 

Sieno i due punti M (x 0 , y 0 ), ed 31, (x, , y,) , riferiti a due 
y , assi OX, OY ad angolo 6. Si dinoti con d la dislan- 

/ ® za 3131, , e secondo la forinola di Trigonometria, 
I (n.° 113) avremo: 

I j j (29) = MR’ -t-M^R* — 23IR. M,Rcos31RM,; 

Ò] v P,X m3t essendo 31R3I I 4-3 r OX=180 o , risulta cos31R31, 
= — cosXOY= — cosù, e inoltre 31R=a;, — x 0 , 31,6=^, — y„, 
quindi 

(30) d*—(x— X, )'-+-(!/„— y,)*-l-2(x 0 — , x,)(y 0 — y,) cosO. 

Celesta lormola, che rappresenta la distanza fra due punti (x 0 ,y 0 ), 

18 
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(x, , y,), quando gli assi sono obblìqui, è generale, considerando 
algebricamente le espressioni x 0 — x,, y 0 — y, (n.° 56). 

250. Osservazione. — Se si compie il parallelogrammo MRM,S, 
si scorge tosto che la (29) può esser scritta pure cosi: 

(31) MS*-t-2MR.MScos(MR, MS) 
la quale forinola ci servirà in altro luogo. 

251. La (30) assume forme speciali, secondo la posizione dei 
punti (x 0 , y 0 ), ( x ,, y,), e per valori particolari dell’angolo 0. 

1. ° Se i due punti stanno sulla retta 

(2) y=wur-t-n, 

dev’ essere, (n.* 240) m= -- -■ * ■ , e quindi la (30) eliminando- 
lo X t 

ne, mercè questa relazione, l'una o l’altra delle differenze y 0 — y, , 
x 0 — a?,, assumerà l'una o l’altra delle due forme seguenti: 

(32) d'—(x 0 — x 1 )*(l-t-m , +2mcos6); 

(33) m a d*=( y 0 — y, )*(1 -t-m*-t-2mcos0). 

2. ° Se la retta è data dall’equazione 

(1) Ax-)-Ihj-hC=o , 

queste formole prenderanno l’aspetto seguente: 

(34) B , d‘z=(x—x 1 ) t (A'+B'—2ABco&0), 

(35) A*d*=( y — y, )\A'+B'—<ÌA BcosO). 

252. Avvertenza. — Si noti che nelle ultime quattro formole, 
quando si estrae la radice, conviene de' due segni che accompa- 
gnano il radicale, ritener solo quello che combinato con l’altro 
della differenza x 0 — x, , o dell'altra y 0 — y,, dà un risullamenlo 
positivo : perchè la distanza fra due punti, quando non s'abbia 
relazione ad altri punti, dev'esser considerata in valore assoluto. 

253. Se uno de'punli, e sia (x # , yj, è l’origine, le formole pre- 
cedenti dalla (30) alla (35) divengono rispettivamente 

d„=V x , 1 -hyl-h2x,y l cosb = ±x,\/ 1 4-m*-K2mcos« , 
md 0 =± y.V l-t-m*-4-2mcos6, , 

Bd 0 = ± x,\/ A" -h ir— 2 A Bc.osb, 

Ad a = dt y,\/ A‘+B’ — 2ABcosO. 
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11 segno da ritenere innanzi al radicale sarà lo stesso che quel- 
lo di x l , o di y„. 

254. Se gli assi sono rettangolari, le forinole dalla (30) alle (36) 
divengono rispettivamente 


(37) 


d =V =*= (*«— *,) V i+TO* t 

mtk= ±(t/ 0 — y,)V/ 1-t-m 1 ; d 0 =^x;-hyl=±x,\f l-t-m\ 


f38) ) Bd== ± Ad = ± (y„-y.) 

1 5d 0 = ±x,V A*+.B\ Ad = ± y x \ A'-ì-B*. 

255. Osservazione. — Le (32) e (33) ci offrono il mezzo onde 
avere sott’altra forma l'equazione della retta: infatti si ha da esse 


(39) = essendo 

(40) A=1 : \/ l-f-m*-t-2mcos0 ; fc=m:\/ l4-m*+2mcos6. 

Or le due precedenti equazioni (39) avran sempre luogo, qua- 
lunque sia la distanza tra i due punti ( x 0 , y 0 ), (x t , y t ) presi sulla 
retta che ha per equazione la (2) y=ma:-+-n ; e però si può sup- 
porre che uno di essi, rimanendo sempre su questa retta, varii 
di posizione: poniamo che sia il punto ( x 0 , y 0 ) , le cui coordinate 
rappresenteremo ora con le variabili x, y, e dinotando con p la 
distanza d, che ora è variabile, avremo: 


(41) 



=p. 


Queste due equazioni possono, insieme prese, rappresentare la 
retta, di cui ( x , , y,) ne è un punto dato ; p è la distanza tra que- 
sto punto ed un’altro qualunque della medesima retta ; ed h, k 
sono due costanti. 

25C. Problema VII. — Data l’equazione d’una retta, in coor- 
dinate rettilinee, trovare le espressioni delle linee trigonometriche 
degli angoli da essa formati coi due assi. 

Sieno 9 l'angolo degli assi, e 

(2) y=mx+n 

l'equazione della retta data. Dinotando con ( x 0 , y„), (x t , y,) due 
punti presi dovunque su questa retta ; con d la loro distanza ; 
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con a e p gli angoli che essa forma rispettivamente col primo e 
secondo asse; e osservando che x„ — x t , y 0 — y, sono le proiezioni 
algebriche di d sugli assi OX, OY, avremo (9, 62). 

scna= ^" - senO, sen2= — " — ‘ senO, 

d r d 


e quindi in virtù delle (32) e (33) sarà: 
nisentì 


(42) senat= 


senO 


y 1 -i-in“-(-2mcos0 


; sen^=- 


V 1 4 -m"-(- 2 mcosO 
Indi, poiché sen\r 4 -cos*x=l , s’ottiene pure 

1 -|-mcosO _ m+cosO 


(43) cosa= 


y l-t-m“-i-2mcos0 


; cos?= 


seiKt? 

e finalmente per essere tan;r= , si deduce 

cosa? 

. rnsenO . „ senO 

(44) tana=- -; tan3= 

1-t-mcosO r m-+-cosO 


V l-t-m* 4 - 2 mcostì 


Osservazione. — La prima di queste ultime formolo è identica 
con la (5), come era da aspettarsi; e noi avremmo potuto partire 
da quella forinola (5) per trovare sena e cosa, mercè le note rela- 
zioni trigonometriche, e quindi, osservando che (ì — a=0, avrem- 
mo potuto dedurne sen? e cos(3. 

Qualunque de’ tre sistemi (42), (43), (44) risponde al proble- 
ma proposto. 

257. Quando l'equazione della retta è della forma 

(1) Ax+By+C=o, 

quei sistemi di forinole divengono rispettivamente: 


(45) sena= 


— 4scn9 


V/,r+r— ±t//cos0 


; sen2= 


B — .4cos8 

(4b) COS(r= — - : cosE=- 

' y A'+B'—lABcosb 


SsenO 

y4*-hB a -2ZBcòsà’ 

A — //costì 

"y A'-hB'~2ABcosìi 1 


(47) tana= 


— 4scntì 
B — 4costì ’ 


tang: 


— //sentì 
A — //costì 


258. Se yli assi sono reUamjolari, le formole precedenti dal- 


Digitized by Google 



DELLA RETTA 


133 


la (44) alla (42) si riducono rispettivamente alle seguenti: 

m . 1 


(48) 


(49) 


sena=cos(2= • 


: ; cosa=seng= 


Viw 

tana=cot(3=fn ; 

/ 4 

i sena=cos2= ■ ; cosce=seu2= ■ 


S/T+m* 
n 


^ tana=cot(!= 


259. Avvertenza. — In tutte le precedenti Corniole non ab- 
biamo tenuto conto del doppio segno, che si può ommettere co- 
me proveniente dal radicale del denominatore ; imperciocché 
questo radicale, derivando dalla distanza fra due punti, la quale 
si considera in valore assoluto, può ben esso pure essere consi- 
derato come solamente positivo. Allora la specie dell'angolo 
«o p (almeno per quelle formole che danno questi angoli pe' loro 
coseni) verrà determinata dal segno del numeratore della corri- 
spondente frazione, che dà il coseno. E quanto ai numeratori 
delle frazioni rappresentanti i seni, devono esser essi sempre po- 
sitivamente presi, altrimenti l’angolo corrispondente risulterebbe 
maggiore di due retti o pure negativo, c ciascuna di questi valo- 
ri può essere escluso, perchè l'angolo delle rette è <180°, e si 
può sempre contare andando dall’asse positivo al negativo. 

260. Problem a Vili. — Date ìe equazioni di due rette, rispetto 
a coordinate rettilinee, trovare le linee trigo- 
nometriche dell’angolo da me formato. Sieno 

(50) y=mx-\-n, y=m'x+ri 

le equazioni delle due rette date AB, AB'. Per 
l’origine 0 si conducano due rette OB„ OB,\ 
rispettivamente parallele ad AB, AB', prolungandole solo dalla 
parte dell’asse positivo OY: saranno B I OX=a, B(OX=a' gli an- 
goli che le rette date AB, AB' formano col medesimo asse OX 
(n.° 90) e sarà per la prima (44) 

msenO m'senS 

tana=j r> tana=< -, — r- 

1-f-mcosO l-t-m cosO 
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Ora supponendo che sia a'>a; e dinotando con X l'angolo B,OB(= 
BAB', che è l'angolo delle rette date, avremo sempre X=a' — a, 
quindi (trig. n.° 65) 

tana'— tana 

tanA=tau. a — a)= — - — 

v ' 1 + tanatana 

e però, sostituendo i valori (51) avremo: 

(32 ) ,„_v_ (»»'— m)senO 


e poiché senX= 
(53) senX= 


tanX= 

1 


l-+-mm'-|-(m-t-m')cosO 

tanX 

senX= 


V l-t-tan'X ’ V 1-i-tan’X 

(to' — m)sen6 


avremo 


(54) cosX= 


V l-t-w 2 -)-2wcos6 y/ lH-m'*-l-2m'cosO 
1 +mm'+(m+m')cosO 


y/ l+m*-i-2mcos9 ^ 1 -+-to'*h-2to'cos 0 
Le forinole (52), (53), (54) rispondono al proposto problema ; 
nè bisogna dimenticare che l’angolo X (angolo delle due rette) è, 
in ogni caso, quello formalo da due rette OB,, OB,', menate per 
l’origine rispettivamente parallele alle due rette date, è prolun- 
gate soltanto verso l’asse positivo delle y. 

261. Se le equazioni delle rette sono 
(55) Ax+By+C=o, A'x+B'yA-C—o, 

le forinole ora trovate prendono la forma seguente: 

(AB' — /Ll')scn9 


tanX= 


AA+BB'— (AB'-t-BA')coslt ’ 
{AB 1 — BA')seii9 


enei senX— . , 

v ' j y/ A'+B *— 2^Bcos9 \/ 2A'B'cos9 

/ . AA'+BB—(AB'+BA') cos9 

V 008 y/^+B*— 2ABcos9 2^'B'cos9 ‘ 

262. Se gli assi sono rettangolari, 9=90°, e le precedenti for- 
inole dalla (52) alle (56) riduconsi rispettivamente alle seguenti: 

/ . to ' — TO 

( tanX=- 


(57) 


1 - 4 - toto ' 

to ' TO 


sen>.= 


y ì -t-TO* y/ i-t -m ' 2 


cosX= 


1+mm' 


Vl+TOVl+m" 
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se le equazioni delle rette sono le (50), e 

, AB'— DA' 

‘anX AA'+BB’’ 

, AB'— BA' , AA'+BB' 

seDÀ=— .. — ===, cosX=— — 

\/ \/ A' , ^-B' % V ' '1*+#* V A'*-t -fi'* 

se le equazioni delle rette sono le (55). 

263. In ordine ai doppi segni che potessero apparire nelle for- 
inole trovate in questo problema, si ritenga la stessa osservazione 
del n.° 259, e s’abbia presente che ciascuna delle costanti in, mi 
A, A'; B, B' va presa col segno che ha nella rispettiva equazione 

264. La prima forinola (57) coincide con la (2) del n.° 65 della 
Trig., la quale dà la tangente dell’angolo differenza di due angoli 
dati, che qui sono quelli che hanno per rispettive tangenti m\ m. 
Similmente per l’angolo somma di detti angoli si ha (1,55. Trig.) 



(59) 


tanX= 


m-t-m' 
1 — tnm' 


Per altro la stessa prima forinola (57) può in alcuni casi, ad 
eccezione del segno, condurre ad un risultamento identico a que- 
st'ultimo. In effetti suppongasi ottuso l'angolo che ha per tan- 
gente m', e la prima forinola (57) darà tanX = 


1 — miti 1 


Ora in questo caso, indipendentemente dal segno, quest’ ultima 
forinola rappresenta la tangente d’un angolo 
somma di due angoli acuti, de’ quali uno 
ha per tangente -+- m ed è l’angolo AOX, 
l’altro ha per tangente -+- in ed è il supple- 
mento di XOA', cioè A'OX'; e prolungando 
AO verso A", l’angolo A'OA' sarà quello 
corrispondente alla precedente forinola pre- 
sa col segno Ma, ritenendo il segno — , detta formolo appar- 
tiene all’angolo AOA', supplemento di A'OA'; e ricadiamo cosi al 
primo caso, cioè che Vangalo di due rette è quello formato da que- 
ste rette prolungate solo verso l’asse positivo delle y, ed è diffe- 
renza di quelli formati dalle due rette con l’asse dellr* x. 

265. Le formole qui innanzi trovate ci porgono il mezzo d’e- 
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sprimcre le relazioni che debbono aver luogo fra i coefficienti an- 
golari di due rette, perchè queste fossero tra loro perpendicolari, o 
parallele. E per vero, nel primo di questi casi dev’essere X=90®, 
e nel secondo dev’essere X=o; sì che, fatta l’una o l’altra di que- 
ste due ipotesi, nella forinola (52) e prima (57) che dànno la tan- 
gente di quell'angolo, troveremo che 

1. ° Due rette y=uix+»; y=m'x-> r n', riferite ad assi obbliqui 
sono tra loro perpendicolari, se 

(60) l-)-(m-(-m')cos9-t-mm'=o, 
e sono tra loro parallele, se 

(61) m=m'. 

2. ° Due rette Ax-\-Bg+C=o\ A'x+B’y+C'—o riferiti ad 
assi obbliqui, sono tra loro perpendicolari, se 

(62) AA'+BB'— (AB'+lt.4')cos6=o , 
e sono parallele, se 

(63) AB'—BA'=o. 

266. Se gli assi sono rettangolari, 0=90°, e le precedenti for- 
inole (60), (62) rispettivamente divengono: 

(64) l+mm'=o (65) AA'-\-BB'=o , 

e dinotano essere le due rette tra loro perpendicolari. I.e altre 
forinole (61) (63) rimangono le stesse; e però la condizione 
del parallelismo di due rette è sempre la stessa, qualunque 
sia l'angolo degli assi, ed è espressa dall e g uaglianza de' eoe f- 
fi denti angolari delle due rette: ciò ch'era noto (n.°246, 3.°). 

Esempio. — La retta parallela a quella che ha per equazione 

(2) y=mx+n è y=mx+n’, 

sieno qualunque gli assi. E la retta perpendicolare alla stessa (2) è: 
l-t-mcosS 

(66) y= — se+n (assi obbliqui), 

(67) y— — — x+n' (assi rettangolari), 

267. Osservazione. — Non sapremmo lasciare l’attuale pro- 
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blcma senza far notare un’altra maniera di paradosso geometrico, 
dipendente da’ simboli immaginarli. 

Sia OB una retta la quale biseghi l'angolo AOA'; egli è 
Y chiaro che l’angolo BOX è la semisomma 

a! de’ due AOX, A'OX. E però se dinotiamo 
/ B con tu', g, m" le tangenti rispettive degli 
angoli XOA, XOB, XOA', avremo per la 
x Sforinola {3, 67, Trig.) e per la (59), suppo- 
_ 0 ‘ x sti gii assi rettangolari: 


2g 


m'-t-m' . a 0 1 — m'm" 

r~r,t da cui si trae (68) g+2— — F py— l=o. 

1 — |a 1 — miri ' m+m 

Ora supponiamo che le due rette OA, OA' sicno date dall’e- 
quazione omogenea 


(69) Ay ’ — 2 lixy -(- Cx’=o , 

in modo che rappresentando con y—m'x, y=m"x le rispettive 
equazioni di quelle rette, sieno m', m" le radici dell’equazione 

(70) Am*-h2fìm+C=o (n.° 201), 

e però m'-+-m r — — 2 Ji:A; m '»»'=-(- C:A, sostituiti questi va- 
lori in (68) si ha: 

(71) g* _i^-l=o. 

Cotesta equazione, avendo il suo termine noto essenzialmente 
negativo, darà sempre radici reali, qualunque potessero essere 
d’altronde i coefficienti A, B, C. Ala quando — .lC<o, le ra- 
dici della (70), e con esse le due rette OA, OA' sano immagina- 
rie; quindi, algebricamente parlando, l'angolo di due rette 
immaginarie è bisegolo danna retta reale. 

268. Supponendo intanto che le due rette date, il cui angolo 
vuoisi bisegare, sieno OA, OA', vediamo che avendosi un’equa- 
zione di 2.° grado, per determinare g, la bisegante può avere 
una doppia posizione; e comecché il termine noto della detta 
equazione (68) è — 1, cosi, dinotando cou a, a i due angoli cor- 
rispondenti a quelle due posizioni, avremo tan«tana'= — 1, cioè 
a'=a-i-90 o ; vale a dire che, supponendo essere OB la bisegante 

i a 
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corrispondente all’angolo a, quella corrispondente ad a' sarà 
la OB' perpendicolare ad GB; ma se si prolunga AG verso A", 
l’angolo A'GA" sarà supplemento di AOA\ e la GB' dividerà ap- 
punto l’angolo A'OA". Pertauto delle due biseganti GB, OB' si 
è soliti chiamar la prima bisegante interna e la seconda esterna: 
l’interna è sempre bisegante dell’angolo delle due rette date, l'e- 
sterna è bisegante del supplemento. 

269. Dopo ciò è agevole trovare l’equazione d’una retta bise- 
gante l'angolo di due rette date y=m J x-t-n I ; y=m t x-hn t ; im- 
perocché si troverà primamente l'equazione della retta che passa 
pel punto d’intersezione di queste due, c quindi al cocflìciente an- 
golare si dà per valori una delle due radici della (68). Ma più spe- 
ditamente si risolve questo problema, come vedremo fra poco. 

270. Problema IX. — Itali una retta ed un punto, trovare l'e- 
spressione della distanza dal punto alla retta. 

È nolo esser la distanza d’un punto da una retta la lunghezza 
della perpendicolare, menata dal punto alla retta. Sien quindi 

(2) y=mx- Hi, cD(x„,y 0 ) 

l’equazione dalla retta e il punto dati. La perpendicolare indefi- 
nita, menata da questo punto alla retta, avrà per equazione 


(72) 


’J Ha— 


1 -t-meosfl 

~!x — arj 

m-t-cos6 • “• 


(18 c 66). 


Questa perpendicolare incontra la retta data in un punto P, la 
cui ascissa t si trova eliminando x tra le (2) c (72 , e si ha 

_ (l-4-mcosO’.r,, — ùn-t-cnsO) (n — y 0 ) 
l-HM’-t-SwcnsO 


inoltre la distanza P tra il punto data D e il punto P, secondo 
la forinola ;32) , è espressa da 


. / / 1-MWrost, 4 

P= ± V 1 -t- — 2 

0 V \ nj-t-cosO / 

II — xjseilO. ; rr 7 

— ± - V 1 ~t~ m -+-2mcos6 ; 

m-t-cosO 


1-WmcosS 
tn -t-cosO 


costi 


e sostituendo in questa formola in luogo di t il suo precedente 
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valore si troverà, dopo facili riduzioni, 

1 7 .1) p = -h — mx o — ,i ìsen ^ 

V l-l-m*-|-2rocos6 

È questa, l'espressione dimandata; che, in virtù delle formule (42! , 
può essere parimente scritta cosi; 

(74) P=± — ( y o -mx 0 -n ) scna= ± (y-mx 0 -n\ seug. 

essendo (3 l’angolo che la retta data forma con l’asse positivo delle y. 

271. Quando l’equazione della retta è 

(1) Ax+By-hC=o, risulta 

p— ( Àx o+By 0 +C)seu9 
( ÌABcosb 

— =F-^-(.lx o -H% 0 -t-C:)sena= ±^(^ 0 -t-/ty 0 -+-6>eug. 


272. E lilialmente se la retta è data dall’equazione 
(13) xcos 9 +t/cosi}i==p, (n.° 229). 


((r 0 cos ? 4-y/osi>-p)senO 

V cos*9+cos’4 | -"2cos9cosiJicos8 
__ (* 0 cos 9 -t-j/ 0 cos!|/— p)sena_ t _(o; 0 cos 9 -)-y 0 cosiJ/ — pìsenjl 


273. Pertanto, facendo attenzione a coteste varie espressioni 
di P, ne deduciamo la seguente regola per aver l'espressione 
della distanza d'un punto da una retta: ai passino 
lutti i termini dell'equazione di questa retta nel primo membro, e 
si sostituiscano, in luogo delle coordinale variabili, quelle del punto 
dato ; questo primo membro, si divida pel coefficiente dell'ordinata, 
si moltiplichi pel seno dell’angolo formato dalla retta con l'asse 
positivo delle y; e si prefigga il segno ± all'espressione ottenuta. 

274. Ossevazkeve. — Ei giova osservare che se dal medesimo 
punto (D), donde si è abbassata la perpendicolare alla retta data, 
si conduca un’ altra qualunque retta (R), che formi con la data 
un'angolo y, e si dinoti con P t la parte di (R) compresa fra il pun- 
to (D) e quello (P,) d'intersezione di (R) con la retta data; s'avrà 
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evidentemente un triangolo (DPP,) rettangolo in (P), e in cui l'an- 

1)P 

goto obbliquo DP.P=y; si che sarà: 1)1*,= , o vero 

sen-f 


(77) 


P, 


P 

senf 


seriS 

sen^ 


(y 0 —mx o —n). 


essendo y a — mx 0 — »—o l’equazione della retta data. 
Se l’equazione è invece Ax+By-hC=o si ha, 
sen (5 


P.— dt 


lì sete 


;{Ax a +By 0 -i-C), 


e si conchiude, che se nel primo membro dell'equazione d'una 
■retta (il secondo membro essendo nullo) si sostituiscano alle coor- 
dinate variabili due valori particolari , e la novella espressione si 
moltiplichi per una costante k, ciò che s'ottiene rappresenterà la 
distanza, perpendicolare o pure obbliqua, del punto che ha per 
coordinale quei valori particolari della retta che ha per equazione 
la data. L’obbliquità della distanza dipenderà dal valore della 
costante. 

275. Abbiam necessariamente a ritenere il doppio segno nelle 
precedenti formolo, per sceglier quello che conviene ne’ casi par- 
ticolari, affinchè la distanza P risulti positiva, perchè si consi- 
dera in valore assoluto; e poiché ? ovvero 0 — a è sempre minore 
di 180°, e perciò sen? è positivo, così il segno finale 

sarà -t- , se y 0 — mx u — n>o, o pure Ax 0 -+-By 0 +C>o\ 

sarà — , se y 0 — mx 0 — «<o, o pure Ax o -i-By 0 +C<.o-. 


nel primo caso il punto ( x 0 , y 0 ) sarà superiore e nel secondo in- 
feriore alla retta (n.° 102). 

276. Se il punto dato è l'intersezione delle rette y=m'x-{-n', 

r n .. . n”—ri m'n"—n'm" 

y=vfx+n , allora essendo — j y a — -, — , 1 e- 

m—m m —m 

sprcssionc (74) diviene: 


m'W—rim" 

lì _U 

— m(n”— n')— n(m'~ m") 

sena 

I _ 

m' — m* 

m 

m") («'- 

~n' r )—(n—n rr ) (m’—m") 

sena 


m' — m" 

m 


277. Se la retta data è Ax+Bij+C—o, e il punto D è l’inter- 
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sezione delle rette A'xA-B'y+C'— o, A"x -j-B”y+ C'—o si ha 
. (AB'-B.WC B"-B'C'~(CB”-BC”)(A' B”-B' .4") 

( . 9) P=zZp AWtA'B^B'A'] se,,a 

_ A{CB''-B'C' , )+B{A'C I ’-CA') -+- C(B' A n -A , B e ) 
h A(A'B"—B'A") Sen * 

278. Se gli assi sono ortogonali, le forinole precedenti dalla (73) 
alla (79) divengono rispettivamente 


P=± 


y„-w>r 0 -n 


V'ì+m 5 

(si) ±£=±1 

V-4*-+-£* * 

(82) P = ± (x 0 cos94-y 0 sen?— p). 


± («/„— mx 0 — n)cosa. 


= ± -TT-(.4x 0 -t-By 0 4-C)cosa, 


(83) P=± 


(m— m")(n— n")— [in'— m")(n— n") 


{84) P==± -BiX'Bt-B'A*) cosa - 

279. Si noti particolarmente la formola (82) che si riferisce 
al caso in cui l’equazione della retta data è .rcos^-t-ysen? — p=o, 
che ci mostra che per ottenere in questo caso l’espressione della 
distanza P basta soltanto sostituire nel primo membro di detta 
equazione x a , y 0 in luogo di x, y. 

280. In ordine alla formola (80) è da notare che (fatta astrazio- 
ne del doppio segno) se y 0 — mx 0 — n>o, cioè se il punto ( x 0 , y 0 ) 

è superiore alla retta data sarà o, secondo che a ^ 90°; c per 

contrario, se y 0 — mx 0 — n<o, cioè se il detto punto è inferiore 

alla retta, sarà o, secondo che 90°. 

281. Supponiamo finalmente che il punto dato (x 0 , y 0 ) sia la 
stessa origine: in tal caso x 0 —y 0 —o, e se gli assi sono obbliqui, 
le forinole precedenti dànno rispettivamente: 

„ «senO • n 

8o) P= ~p — ■ ■ - - — = Tp — sena = wscnS; 

\/ l-|-m“-i-2mcos0 m 

„ CsenO C , € 

V ' * v/x + B*-2^Pcos9 A B p 


P.=± 


Digitized by Google 



142 ELEMENTI IH GEOMETRIA ANALITICA 

e se invece sono rettangolari si ha: 

(87) P.= ± 


n » 

■ — = ± ncoso= dr — sena; 

\/ 1 4 -m* m 


c 

: rp -g cosa= ± — sena. 


M 


( 88 ) P 0 =±-== 

V A'+B' 

282. Problema — Date le coordinale di due punti, trovare 
quelle d'un terzo punto il quale divide la distanza tra i primi due 
in una data ragione. 

Yi Sieno M (x, , y,): M' (x, , y„) i due punti dati, ed 

N *5^ m, : m, la ragione data. Sia inoltre N (l, u) il pun- 
to che si cerca, in guisa che MN: NM'=m I : m,. 
Condotte le ordinate MP, NQ, M'P', è chiaro che 
'Óf parallelismo di queste rette s'avrà 

PQ : QP' : : MN : NM', o vero t— x, : x—l : : m, : m, , donde 
x.tn.-Mn.x, 

< 89 ) '= mi+m,- 

Or poiché il punto N, che ha quest'ascissa, devesi trovare su la 
retta MN che ha per equazione 


y— !/.=- 


y,—y. 


(x—x,). 


Xy Xy 

ne segue ehe la sua ordinata s’avrà sostituendo in quest equa- 
zione il precedente valore di t, e s’otterrà: 

v.m.d-m.y, 

(90) u=— 

Le forinole (89) e (90) risolvono il problema. 

Se il punto dividente cade fuori della distanza MM 1 si ha in- 
vece la proporzione l — x, : t — x, :: »», : m, donde 
m,x, — x,m, m,y, — y,w a 

v ' tri, — m, ni , — m % 

Finalmente se N è nel mezzo di MM 1 , risulta m,=tn, , c quin- 
di, per virtù delle formole (89) e (90) 

x t -\-x t y,-+-y, 

: 2 ; 


(92) 


283. Ingenerale, s’abbiano in un piano n punti A,, A,, A, . . A,, 
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a’ quali corrispondano rispettivamente le coordinate (a?,, y,), 
(x, , y s ) (x„, y n ) Si congiungano i primi due c si deter- 

mini il punto N, che divide la distanza A,A, nel rapporto ni, : n», ; 
indi si congiunga N con A, e si determini il punto N, clic di- 
vide N,A, nel rapporto m, : 01 , 4 - 0 »,, c cosi oppresso, finché non 
sieno stati esauriti tutti i punti dati ; in questo modo si possono 
sempre determinare le coordinate (x, y) dell’ultimo punto N„_,. 
In effetti pel punto N, si hanno le formolo (89), (90) che conten- 
gono ancora le (91); indi pel punto N, si ha: 

t (m, 4 -ni.it 4 -n»,x, oi,x, 4 - ni,x, 4 -m,x, 

1 o», 4 -oi, 4 -oi, m, 4-01,4-01, ’ 

„ __ im, 4-»w,)M4-»» ,y 1 _ »i,y,4-ni ,iy f 4- oi,y, - 
1 01 , 4 - 01 , 4 - 01 , 01 , 4 - 01 , 4 - 01 , 

c cosi continuando s’avrà, in generale. 


oi,.r,4-o»,x > 4-..4-o» n x„ 
01,4-01,4- . . 4-01, ’ 


m,y,4-o» g y,-H. .4-o»„y. 
01 , 4 - 10 , 4 - . • 4 -wi, 


Questo punto (x, y) si chiama centro delle distanze pro- 
porzionali. 

284. Se o?,=o»,= -» m,, si ha 


x,4-x,4- . . 4-x. 


y,+y,- 


e questo punto (x, y) si chiama centro delle medie di- 
stanze. 


28.’). Equazioni ni condizione fra i.e coordinate di punti 
o di rette più che determinate. — Passiamo ora a trattare 
un’altra specie di questioni, in cui son date più condizioni di 
quelle necessarie per determinare una retta o un punto; conciò 
troveremo le condizioni che debbono aver luogo fra i determi- 
nanti delle rette o de’ punti, perché questioni di simil natura po- 
tessero, in taluni casi, riuscire determinale. 

280. Problema XI. — Trovare le condizioni perchè una retta 
obbligata a passare per due punti, abbia a fare un dato angolo con 
una retta data 


Sieno ( x„ , y„) , (x, , y,) i due punti dati e 
(2) y=»ix4-i» 
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m 


la retta data. La retta dimandata, dovendo passare per que' due 
punti, avrà per equazione 


(95) !/-!/,= (*-*,), (n.° 241) 

•Tq x s 

e se X è l'angolo che deve fare con la (2) sarà 
[rote.— x,)— (j/ 0 — !/,) ] senO 


(96) tanX: 


(l-hmcosO^x,, — x I )-f-(m-f-cosO)(y # — j/,) 


, (assiobbli.) 


( 97 ) 


tanX= 


*.)— ( y „— y.) 

(*„— y.) ’ 


(assi rcttang.). 


Pertanto la (96j o la (97) sarà la relazione che deve aver luogo 
tra le coordinate deputiti dati , l'angolo dato X, e i/ coefficiente an- 
golare m, perchè la retta che passa pe' due punti faccia con la 
retta data l'angolo X. 

287. Problema XII. — Trovare la condizione perchè una 
retta passi per tre punti, o vero, il ch'è lo stesso, perchè tre punti 
siano per dritto. 

Sieno (*. , yj , ( x , , y t ) , (x, , y,) i tre punti dati, e sia, al so- 
lito, g — nix — n=o l'equazione della retta che passa per essi; così 
essendo, devono aver luogo le tre equazioni simultanee 


y u —mx 0 —n=o, »/, — : w-r,— n=o, i/„— m.r,— n= o. 

Or, avendosi tre equazioni con due ignote, è necessario, perche': 
il problema risulti determinato, clic sia 

1 X . ilo 

(98) 1 i Jt — lx o 

i x \ »/, ( x o- x ,)y*~(yo-yJ x .-{ x oy.-yo x .)—o, 

ed è questa la condizione dimandata. 

288. Segue da ciò che le condizioni per chè n punti stes- 
sero per dritto sono n — 2. 

289. Problema XIII. — Trovare la condizione perchè tre rette 
passino per un medesimo punto 

Sieno 


(99) y-m n x—n 0 — o, y—m,x— n,=o, y— m,x— n,=o 

le equazioni delle rette dalc. Queste rette passeranno per un me- 
desimo punto, se le 99) sono a un tempo verilicalc dal medesimo 
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sistema ili valori ili x cil y. E però, ragionando corno sopra, è ne- 
cessario che sia il determinante 

1 

(100) 1 ni, », =(»>„-in 1 )(M I -«J-i» 0 -« 1 )(m f -»»,)= 

1 »i, «J (wi 0 -»«.)n«-(w u -»jm t -(m # » 1 -n o /n 1 =o. 

290. Analogamente al n.° 288, segue da questa risoluzione, 
che le condizioni perché n velie passino per un 
medesimo punto (cioè formino in quel punto un fascio) so- 
no n — 2. 

291. Quando le equazioni delle rette sono della forma 

(101) Ax+Uìj-{-C=o, A , x-hB'y-\-C=o, .1 "x -+- li "y -+- C"r=o , 
la richiesla condizione viene espressa da una qualunque delle se- 
guenti forinole: 

; A 11 C 

\ A' B' r =0. 

( 102 ; . 1 ' li" c" 

I (AB'—BA')CB”—B'C’)—l('B'—BC')(A'B"—B'A”' ì =tì, 
l A K CB"— B’C'j+B {A'C— VA")+CJl'A"— A'B")=o. 

292. In ogni caso, perchè tre rette passino per uno stesso punto 
è d'uopo clic le loro equazioni moltiplicate ciascuna per una co- 
stante diversa e addizionate, dicno un’equazione identica. In 
effetti, moltiplicando la prima della (101) per la seconda per 

e la terza per e addizionando i risultamenti si ha 

/,(AxA-Bij-\-C)+/-(A'x+B'y-i-C')+y'iA''xA-B"y+C’)=o. 

Ora il sistema di valori die annulla ad un tempo due qualunque 
de’tre coefficienti di deve parimente annullare anche il 

terzo, perchè le tre rette corrispondenti possano incontrarsi nello 
stesso punto. 

* 293. I’rori.kma XIV. — Trovare la condizione perchè in tre cop- 
pie di velie, i punti d" intersezione di ciascuna coppia slieno per drillo. 
Sieno 

y=nnx + n' , y—'/x -f-V; 

( 1 03) ) y—m". r -i- n", >J—/x -f- v" 

* ij—iii x -ì- i i=[i"x-t- vi" 

;o 
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le equazioni delle tre coppie di rette date. Sia 
(r) y=^,«+v, 

la retta che deve contenere i tre punti d'intersezione, secondo 
l’eiiunziaio. Posto ciò, applicando l'equazione (100) del problema 
precedente rispettivamente alla retta (r), e a ciascuna delle tre 
coppie di rette (103), avremo le tre seguenti equazioni: 

( m ' — p')v, — («' — v';p, — (m'v' — n'p’) =o, 

(in" — p")v, — (»" — v" )g, — [m'\" — n"p") =o, 

(»i w — p">, —in"' — v"> — (ro'V" — n'V"')=o, 

e dovendo esser queste veriticale per lo stesso sistema di valori di 
p, , v, , è d'uopo che sia 

(tu' — p') (»»’ — v') (mV — n'p') 

(1 04) (m*— p") (»»"— v") (m"v"— n"p") =o. 

iV) 

Questa pertanto è la condizione richiesta. 

204. Prorlema XV. — Trovare la condizione perchè in ire 
coppie di punti, le cougiutigenli ciascuna coppia passino per un me- 
desimo punto: 

Sieno 

[(*', >/'), (.V, )•')]: »/). (X". I'")]; [<x* »/'). 

le tre coppie di punti dati ; e sieno .r, , y, quelle del punto per cui 
devono passare le rongiungeuti ciascuna coppia. Quindi il punto 
x, , i/, dovendosi trovare per dritto con ciascuno di quelli delle 
tre coppie date, avremo, per In (08), le tre equazioni seguenti: 

(*' —x' y, — ,y — r y (x' r —y'x') =©, 

l’").r, — (x" Y" — y "X")=o, 

(x'" — X"')y, — (y "' — r w )x— (•*"’ Y m —/ f JT)=o. 
e ragionando come sopra, avremo per la chiesta condizione 
x'—X'ì (y’—Y 1 ) (x'r — y'X!) 

(io:» U'—X") ,?/"—)•") {x"Y"—y"X") = 0 . 

,r"'—X m ) (y'”—Y'") i,c" Y'"—y‘'Y’j 
203. Anche qui, come al numero 247, possiamo notare la per- 
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fetta analogia tra le forinole (98) c (100) ; la prima si riferisce a 
tre punii che devono stare per drillo, e la seconda a 
Ire rette che devo n passare per un medesimo punto. 
L’una si deduce dall'altra col cambiare le coordinale di punti dati 
in quelle delle rette date, e reciprocamente. 

Altrettanto ha luogo rispetto alla formola (104) e (103) Tutte 
queste sono legittime conseguenze del principio di dualità 
che regna nell'equazione y=wix-t-n, la quale rappresenta una 
retta o un punto, secondo che si considerano variabili x ed y 
(coordinate del punto) o pure m ed n (coordinate della retta). 

296. Problema XV. — 1 'covare l’equazione della bisettrice del- 
l'angolo di due rette date. 

Sieno 

(106) y=mx-hn, y=m'x-\-ri 

le equazioni delle rette date, e osservando che ogni punto ( x , y) 
della bisegante deve distare egualmente da quelle rette, così, se- 
condo la formola (73) , dev'essere 

V — mx — n , u — m'x — n' 

(107) . -= ==±:- =l — , o pure 

y l-Mn‘H-2mcosO yi-t-m -t-2mcos& 

(108) (y— mx— n)sen£=± (y— m'x— n')sen£' 

essendo (5 e $ gli angoli che le date rette formano con l’asse po- 
sitivo delle y. 

Questa è pertanto l'equazione delle due bisettrici, nell'ipotesi 
che l’angolo degli assi sia 0. 

Quando quest’angolo è retto allora, se a, a' sono gli angoli che 
le rette date formano rispettivamente col primo asse, è senJ3= 
cosa, scn£ — cosa', e la (108) diviene 

(109) (y— mx— n)cosa= ± (y— m'x— n')cosa'. 

297. Per sapere quale de’ due segni devesi ritenere per avere 
l’equazione di una sola bisegante, si rifletterà che se le rette sono 
le AB, AB' (flg. pag. 133) il loro angolo è BAB' (o il suo opposto al 
vertice), perchè quest’angolo è uguale a quello formato dalle OB,, 
OB,', menate per l’origine parallelamente alle date, c dirette solo 
dalla parte dell’asse positivo delle y. In tal caso, sia che le rette 
formino angolo acuto o ottuso con l’asse positivo delle x, ogni 
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punto M, preso nell'angolo della retta si tro\erà superiormente 
ad una, e inferiormente all'altra (n.° 102) e però nelle precedenti 
equazioni bisognerà prendere i due membri coi segni opposti; per 
motto clic, se dinotiamo con A, A' i detti membri, l'equazione della 
bisegante dell’angolo delle rette sarà A— — A' o vero ,4-t-4'=o, 
c quella della bisegante l’angolo supplemento sarà A — .it=o; in- 
tendendosi sempre per angolo delle rette, quello clic formano le 
part i dì queste rette, die partendo dal punto d'inlersezidne si di- 
stendono verso l'asse positivo delle ;/, vale a dire al di sopra del- 
l'asse delle x, supposto quest'asse orizzontale. 

ARTICOLO li. 

Trn*formi)2loDr «H nl'*tinr delle forinole prore «lenii 
In c«ior«l inule polari. 


298. Mercè la trasformazione delle coordinate, si possono imme- 
diatamente ottenere tutte le forinole rispetto a coordinate polari, 
analoghe e quelle dell' art. prec. , riferite a cordinale rettilinee. 

E primamente è da osservare che ncll'cscguirc le cennatc tras- 
formazioni, si può sempre supporre che il primitivo sistema di 
coordinale rettilinee sia il rettangolare; imperciocché qui non 
si tratta d’un sistema di coordinale rettilinee già dato, e inoltre 
la spezie dell'angolo degli assi non può influire clic sul valore 
delle costanti, c non sulla natura dell'equazione o dell'espressione 
che si va cercando. Pertanto supporremo dato, da principio, un 
sistema di assi ortogonali, e cercheremo le equazioni o altre e- 
spressioni analoghe rispetto a un date sistema di coordinalo polari. 

299. Sia 

(r) y—mx-hn 

l'equazione della retta riferita a due assi rettangolari, de’ quali 
quello delle ascisse sia la retta PX, c quello del- 
le ordinate la normale a PX menata per P. Si 
passerà da questi assi alle coordinale polari di 
cui P è il polo, c PX l'origine delle anomalie, po- 
*7 js t X nciido: x—rvosn , ij—rscnu , e la (r) diviene: 
r(senti — mcos«)=«. 
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con* sena 

Ora, m=lana= ; n=PB=l , .Vlana=a — — ; flsena=Pl)='/: 

cosa cosa 

quindi, sostituendo ncH’ulliina forinola, questa prende l'uno o l’al- 
tra delle due forine seguenti: 


( 1 ) » — 


seni il — a 


W >" 


sen ii — a) ' 


u.° 119 


•100. Problema 1. — Trovare, in coordinate polari, l'equazio- 
ne della retta obM'ujata a passare per un punto dato. 

Sia M (u , , r,) il punto dato. L'equazione della retta che passa 
per questo punto, in coordinate rettilinee, è una delle seguenti: 


(■'*) U— y,=m(.c —. *,); xy—yx^i^x—x,) (n.° 235), 

e sostituendo quindi nella prima in luogo di x, y, x t , y , rispet- 
tivamente rcosw, rscnii, r.cosu, , r,sen«,, e invece di in il suo 
valore tana, falle le debite sostituzioni, si ha 


(4) rsen(»4 — a)=r I sen(t* I — a). 

Fatta la medesima sostituzione nella seconda (3), c osservando 
che in virtù del triangolo MPA, si ha 

/ a : r, : : sen(«, — a): sena, d’onde si trae 

(5) ' sena r.senu, 

/ =tana= — 1 — . 

\ cosa a-t-r.cosu, 

c clic n=«tana, s’ottiene 


(6) r[asenu-|-r I sen(M — u^ij^ar.senu,. 

301. Osservazione.— Se questo problema s’avesse voluto risol- 
vere direttamente, s’avrcbbc dovuto supporre essere rscn(u— a)=ii 
l’equazione della retta richiesta (2); indicare che (r,, «,) è un 
punto di questa retta, scrivendo 

(7) r I sen(u, — a)=d ; 

quindi eliminare a tra quest'equazione e la precedente. Ora co- 
testa equazione (7) indicherà sempre la condizione perchè la retta 
(2) passi pel punto («, , r,) quali che si fossero le quantità a e d; 
c però, se, dati u, , r,, prendiamo gl'infiniti sistemi di valori 
(a, d) i quali soddisfanno la (7) , e con ciascuno di tali sistemi 
costruiamo la retta (2 , avremo altrettante rette, le quali tulle 
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passano pel medesimo punto (u, , Ciò è quanto dire che se 
nell'equazione (2) si considerano le quantità u ed r come date e 
le a e <1 come variabili, si avrà una serie infinita di rette che 
passano tutte pel medesimo punto. Laonde, analogamente al detto 
nel n.° 257, l’equazione (2), in coordinate polari, rappresenterà 
il punto, se invece le variabili sono a e il. Queste ultime sono le 
coordinate polari della retta. 

302. Adoperando il metodo diretto o quello di trasformazione 
s'ottiene la pruova degli altri problemi che qui seguono, c de’quali 
ne diamo soltanto il risullamento tinaie, restando a cura degli 
studiosi applicare i delti modi di dimostrazione. 

Problema II. — Trovare, in coordinale polari, l'equazione del- 
la retta nhbliijata a passare per due punti. 

Sieno (u, , r,) ; («, , r,) i punti dati ; l’equazione richiesta sarà 

(8) [r,sen(u— «,)— r\sen(u--u 1 )]r-l-r 1 r J sen(u I — u 1 )=o. 

303. Problema 111.*— Trovare in coordinato polari l’espres- 
sione della distanza fra due punti 

Sieno (u, , r,) ; (u. , r.) i punti dati, e I) la loro distanza sarà 

(9) D— ± V r*-t-r* — 2r,r,cos(u, — m,), o pure 

(10) l>cosa= ± (r,cosu, — r.cosuj, 

(11) /Jseno= ± (r,senu, — r,senu,). 

Or, per la (5) r,cotasenu, — a=r I cosu, quindi, quadrando, sosti- 
tuendo 1 — sen *u, a cos*u, e risolvendo si trae: 

rjSenu^aseuacosart V r \ — a’scn’a.sena 
=asenacosa ± Vr’ — d*. sena; 

similmente: r,senu,=ascnacosa ± V* rj — d'.sena e sostituendo 
in (11) ne viene: 

(12) D=±{\/7^d % —\Jr\—d t ). 

304. Se rscn(u — a)=<i è l’equazione della retta su cui si tro- 
vano i punti (u,, r,), (u m , r,), dev’essere 

r,sen(u, — a)=d, r,sen(u,— a)=d, 
da cui, dopo facili sviluppi e trasformazioni, si deduce 

tanu,— tanu, d 

r. cosu.— r,cost/,= - 7 T ry. : c • • 

1 * * * (tanu,— tana)(tanu,— tana) cosa 

cotu, — cotu, d 

rjStnu, »,scn», — cota)(cotu, — cola) sena 
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e quindi le forinole (10) e (11) divengono: 
(13) »m*«=7 ±(U “ 


(IV, 


/>sen*a= 


(tanu, — tana)(tanu, — tana] 
^(enti/, — roliijd 


" (cotti, — cota)(colu, — cola) 

305. Ciascuna delle forinole (9), (10) (11) dà la disianza 
fra due punii in funzione d' entrambe le coordinale di cia- 
scuno. La (12) dà la detta distanza in funzione delle sole ordina- 
le, e della costante d della retta che passa per que’ punti. E final- 
mente la (13) o la (14) danno la medesima distanza in funzione 
delle sole ascisse, e dell'angolo a che fa la retta con l’asse. 

300. Problema IV. — Trovare, in coordinate polari, la for- 
molo per determinare l'angolo di due rette. 

In coordinate rettangolari l'angolo X di due rette, che fanno ri- 
spettivamente con l’asse positivo OX gli angoli a, a!, è dato dalla 
forniola (07, 266) 

, tana — tana' 

' l+tanatana 

ma a, a' hanno il medesimo significato in coordinate polari, 
quindi la (15) è la forinola richiesta. 

307. Ne consegue che, in coordinate polari due rette sono pa- 
rallele, se a=a'; e sono perpendicolari, se l-t-tanatana'=o, o ve- 
ro a'— a=90°. 

Laonde la retta perpendicolare all'altra, di cui l’equazione ò 
rsen(u — a)—d, c che passa pel punto («, , r,) ha per equazione 

( 16 ) rcos(ti+a =T,scn(u, — a). 

308. Problema V. — Hate le equazioni di due rette, in coordi- 
nate polari, trovare le coordinate del loro punto d'intersezione. 

Sieno rsen(u — a ,)=</, . l'senfu — a ,)=</,, le equazioni delle ret- 
te date; le coordinate del loro punto d* intersezione saranno: 


d.scna. — rf. sena 
t tun«=— : - 


(17) 


d, cosa, — f/„c osa, 

</,rf,cos(a,— a.) 


( sen^a, — a,) sen(a, — a t ) 

essendo 5 la distanza fra i piedi delle perpendicolari menate dal 
polo sulle rette date. 
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309. l’itoui.EM v VI. — Date le coordinate < l'un punto e l'equa- 
zione, duna retta , in coordinate polari, trovare l'espressione della 
distanza del punto dalla retta. 

Sieno («, , r,) il punto, cd rsen(« — a )=rf la retta data. I.a chie- 
sta espressione sarà 

(IH) /'= =t [r I cos(« 1 -t-«) — ;/]• 

ARTICOLO III. 

Del rapporto annrmonico. — Rette omografiche. — Involuzione «IK 
«lue rette. — Fasci omografici. — Bnvolyxlonc di due fasci. 

310. Sappiamo che il rapp or lo anarmonico o doppio 
rapporto è un rapporto di due rapporti ("), 
e se A, A', II, R' sono quattro punti d’uria retta 
l’espressione 

(1) (AB: AB'): (A'B:A'B') 

rappresenta il rapporto anarmonico di quei 
X quattro punti, il quale può essere rappresen- 
tato ancora da una delle altre due espressioni seguenti 
(2; (AB' : A A') : (BIT : B V'j ; (AA' : AB): (B'.V : B'B). 
Sappiamo ancora che questi sono i soli tre rapporti enarmonici 
distinti fra i sei semmenti determinati dai quattro punti A, A', 
B,lT, che a due a due si dicono coniugati; c dato una qualun- 
que de’tre rapporti (l)c (2)son dati pure gli altri due. Finalmente 
sappiamo che il rapporto anarmonico diviene rapporto arino- 
ti ivo. quando il suo valore è uguale a — 1. 

31 1. Posto ciò, rispetto a qualunque sistema di assi si voglia 
riferire la retta clic contiene i quattro punti A.A\B,B\ dinotan- 
done con <x , i/i . U, , »/,) , U" . y") , i-r „ , !/,) le rispettive coor- 
dinate si ha (n.° 23 1 . 1 .°) 

A B =t.tx'—jc*)=y.iy' — y"), A B' j;' — . 

A ' I!=à(x, — x' , j=\i(y l — y"), A'B'=À(.c, — —V.). 

I ' ) Vcggasi T appendice al liti. Ili degli lì. di ('.. di I.F.ciMmc da nni trn- 
dolli. 0.“ edi'.; c por più estese conoscenza vcg. tinnivi — Trattato di geo- 
metria a naUtiru. par. prim. pug. ?5ó a itoti; o la classica opera di €iusi.es, 
Traile de geometrie supérieure. 
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essendo X, jjl costanti dipendenti della posizione della retta rispet- 
to agli assi, e però, secondo la (1) il rapporto anarmonico di detti 
punti sarà espresso da una delle due formolo 


( 3 ) 


(x' — x");x ì — j%) il/' — »/'' */ . — 
(x'—xv.r—x") • 0/'—!/,' !/,—!/") 


la prima in funzione delle asrisse, l'altra in funzione delle ordi- 
nate. E quando queste frazioni divengono eguali a — 1, indicano 
il rapporto armonico di detti punti. 

312. Osservazione. — Agevolmente si scorge che se si traspor- 
ta l'origine sopra uno degli assi, o questi si trasportano parallela- 
mente a loro stessi, le espressioni (3) non mutano; poiché per que- 
sta trasformazione conviene porre x=X+a, t p=zY+$. 

313. Posto ciò, supponiamo che il punto A', che ha per ascissa x, 
sia dovunque preso sulla retta, che dinoteremo con Ri, e prendia- 
mo detto punto , che indicheremo con O, come origine de’ seni- 
menti; lilialmente poniamo x—x”—b, x t —x t =b', c x'— x,=x; 
così la prima forrnola (3) diviene: 


w 


b' r+b 
T ‘ x+b' ’ 


c in questa nuova formolo b, !>' e x dinotano rispettivamente le 
distanze da O de* due punti coniugati B.B'cd’un punto variabile M 
presi tutti sulla retta iR). 

Immaginiamo parimente una seconda retta 'R,) e su questa preso 
dovunque un punto tisso 0,, due altri punti B, , B', ad arbitrio, e 
un punto variabile N: allora, ponendo 0 l B 1 =/» J ,0 1 I!j=/»',0 1 N — X. 
avremo per questa seconda retta una forinola analoga alla f i), cioè 


Ora se poniamo l'eguaglianza 


( 6 ) 


V X+b h[ X+b l 

T* x+b'~\'~xW t 


potrem sempre per mezzo di essa, (inli (inauro punii 0, B, B\ M 
stilla reità (// , c preti Ire punii 0, . //, , B 1 , sulla (7?,), determinare 
su questa un quarto punto Win qui sa che. il rapporto anarmonico 
di questi quattro punti sia eguale a quello de' quattro presi sulla (R). 

Il 
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314. Dinotando inoltre con a l'ascissa del punto O e con a, 
quella del punto O, , e volendo introdurre esplicitamente questi 
punti nella (6) bisognerà porre x — a in luogo di x, e X — a, in 
luogo di X; fatta pertanto questa sostituzione, liberando da fratti 
e ordinando, s'ottiene un’equazione della forma 


(7) xX+Xx+pX-+-v=o, 

in cui le costanti X, p, v sono funzione delle a, 6, b\ a, . è, , b' t e 
quindi dipendono dalla posizione de’ punti 0, 1$, 11’; 0, . Il, , B\. 

Pertanto secondo la forinola (7) ad ogni punto M della retta (R) 
corrisponderà un punto N, e uno soltanto, sulla retta (R,), e però 
si fatti punti si dicono corrispondenti o pure omologhi. 
Di più la medesima equazione indica che il rapporto anarmonico 
di quattro putiti qualunque della prima retta è uguale a quello dei 
quattro corrispondenti della seconda. Imperciocché, dinotando con 
x', x". x'", x"'' le ascisse de' primi quattro punti, e con X', X", 
X"', X"" quelle de’ secondi, avremo in virtù della (7), 

(x'X 4-àx' -t-pX" +v=o, x" X +X. t" -ì-pX" 


'-t-pX 


4-v=o, 
'-i-v=o ; 


(x w X"+X.r w -t-pX"'-h';= 0 , x""X ,n +W"' 
quindi sottraendo le prime due s’otlicne 

x'X'— ,tT+ì(x- x")-t-p(X'— X*)=o, 
e aggiugnendo al primo membro il binomio x" X'—x" X'-o, risulta 

(X-kY) (x'—x")— — p+x"; (X'—X 7 ) . 


Al modo stesso dalla prima c terza, dalla quarta c seconda, c dalla 
quarta e terza delle (8) si trae 

(X-kY) (x' — aT)=z— ( V .+t!”)(X —X'"), 
(X+X"")(x"" —x") = — (|M-x") (X 7 " 7 — X") , 

(X + X'")(x"" — xF)-= — (p+-y*) (X""— X'") , 
e quindi da coleste equazioni si trae 

x'—x" x"”—x" X'—X'' X— X 

x'—x'" : x""—x X'—X' 7 ' : X""—X‘" ’ 


e così resta provalo ciò che si voleva dimostrare. 

Or due rette conte la (R), (R,) tali che a quattro punti qualun- 
que della prima corrispondono altri quattro punti nella seconda. 
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talmente che il rapporto anarmonico de' primi è uguale a quello 
de’ secondi, si dicono divise omograficamente, o che sono 
in divisione omografica, o più semplicemente ancora che 
sono omografiche. 

315. L’equazione che esprime l'omografia di due rette è la (7); 
in essa le x, X possono intendersi sia come i gemmanti assoluti 
tagliati rispettivamente su ciascuna delle due rette a partire da 
due punti (), O, , o come le proiezioni di detti semmcnli sopra 
uno degli assi; per modo che se uno di questi assi passa pc’ due 
punti 0, 0, , il che può sempre supporsi, o pure se questi punti 
coincidono col punto di concorso delle due rette, il quale si pren- 
de per origine delle coordinale, allora x, X sono le ascisse delle 
estremità variabili de’semmenti. 

In detta equazione vi sono tre costanti, le quali, come abbiam 
veduto (n.° 314), dipendono da un determinato numero di punti 
presi sopra una delle rette, e altrettanti punti che si suppongono 
corrispondere ai primi nella seconda retta. Dal valore di dette co- 
stanti dipende la particolare forma (se così soglia dirsi) della di- 
visione omografica ; esse agevolmente si determinano osservando 
che se si pone x=x > , e si dinota con X,- il corrispondente valore 
di X, si ha X= — X,; e similmente per X=oo , si ha p= — x { . 
Finalmente, posto x=o, o pure X=o, e dinotando con X 0 , x 0 i 
corrispondenti valori di X c di x, si ha pX„= — v, Lr 0 = — v, o 
pure, rimettendo per X e p. i precedenti valori, ne risulta v=X„.r i 
=x a Xj. Da tutto ciò conchiudiamo che il coefficiente del semmento 
d'una delle rette rappresenta la distanza, dall'origine de’semmenti, 
di quel punto che corrisponde al punto all'infinito dell'altra retta ; 
e il termine noto c il prodotto delle distanze del punto, che in una, 
corrisponde all'origine de semmcnli nell’altra, per la distanza del 
punto che in questa corrisponde al punto all’infinito della prima. 

316. In questo modo restano determinati i significati dei coef- 
ficienti X, p, v. In ogni caso se son date due rette (R), e (II,), una 
delle quali, poniamo la ( R; , sia divisa ne’punti A,B,B',M,ìtT, ec. , si 
può dividere l’altra (K,) omograficamente alla prima. Imperciocché 
basta prendere sulla (R,) tre punti, dovunque, A, , B, , B,' che si 
suppongono omologhi rispettivamente di A, B, B'; in questo modo 
avremo tre coppie di punti (A, A,;, (B,B,), (B\ B,') i cui semmen- 
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ti, già noli rispetto a due puti fissi O, O, , il primo sulla (R) 
il secondo sulla (R,), devono soddisfare alla (7); (piindi si hanno 
tre equazioni con le tre ignote X, p, v, che si potranno perciò de- 
terminare, e rosi resterà assegnata l' equazione, mercè la quale 
potremo determinare sulla rolla (R,) quanti si vogliali punti omo- 
loghi rispettivamente a quelli della retta (R). 

317. Quando le origini 0, O, de'semmenti delle due rette sono 
due punti antifossi omologhi e si fanno conincidcrc, allora il ter- 
mine noto v=o, come risulta dal n.° 315. Dopo ciò riesce age- 
vole dimoslrarc il seguente teorema: se si [muto coincidere due 
punti omolojlii di due rette omor/rafic/te, la congiungcntc di qualun- 
que altra coppia di punti omologhi andrà a passare sempre per lo 
stesso punto. 

Io effetti prendiamo le rette date per assi delle coordinate c il 
loro punto di concorso per origine. Dinotando cono:, l’ascissa d’un 
punto dell'asse OX, e con y l l’ordinata del punto omologo sull'as- 
se OY r , l’equazione di questa retta sarà, x,»/— — y,(x — x t ) , ma 
nel tempo stesso l’equazione dell’omografia (7) è priva del termine 
nolo, ed è perciò xX-t-Xx-t-pX=o: questa, per ipotesi, dev’es- 
ser verificata ponendo x—x t c X— y, , e quindi sarà 

, -t-Xx , + PV . =° , da cui si trac x,y,= — Xx,— py, , 

sostituendo questo valore nella precedente equazione della retta, 
s’ottiene x l (y-t-X)= — i /.(x-pp), ovvero, ponendo per X e p i loro 
valori — iji , — Xj , si ha x,(y — y ; )= — y,(x — x.) , e quest'equazio- 
ne rappresenta una retta che passa costantemente pel punto d’in- 
tersezione delle due rette x=x, , y=y,, qualunque sia la coppia 
de' punti omologhi (x,, y,), c. s. d. d. 

318. Risulta da questa stessa dimostrazione, che il punto di 
concorso delle varie congiungenti si determina menando pel pun- 
to che in una delle rette corrisponde a! punto aU'infiuito dell’al- 
tra una parallela a questa: l’ incontro delle due parallele sarà il 
punto richiesto. 

319. Se nell'equazione (7) si pone x=X, ne risulta 

(9) x'-t-(X-t-p)x-t-v=o, 

e quest'equazione determinerà su ciascuna retta (R), (R,)due pun- 
ti reali o immaginarli, ognuno de' quali (listerà dall’ origine dei 
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seromenti O, per quanto il suo omologo sull'altra retta dista dal- 
l'origine O,. E però se le due rette si fanno coincidere in modo 
che O cada su O, , i detti due punti della prima retta coincide- 
ranno coi loro omologhi sulla seconda. Ora le origini 0 e O, sono 
arbitrarie, quindi in due relle omografiche, vi saran sempre so- 
pra di una due punii che andranno a coincidere coi loro omolo- 
ghi sull' altra , quando le relle si fan coincidere. Ciò si esprime 
diversamente dicendo che in due divisioni omografiche sopra una 
medesima rena, vi sono due punii (reali o immaginari!) ciascuno 
de’ quali, consideralo come appartenente ad una divisione, è esso 
slesso l'omologo dell’altra. Ognuno di essi si chiama punto 
doppio, e ben si vede che essi stessi coincidono, quando le ra- 
dici della (9; diventano uguali. 

Questi punti doppii possono essere agevolmente determinati; 
imperciocché, dinotando con I il punto d’uha divisione che corri- 
sponde al punto aH'intìnito dell'altra, e con I, quello di questa che 
corrisponde al punto all’ infinito della prima, e supponendo che 
l'origine comune dei semmenti delle due divisione sia il punto O 
medio di II,; allora sarà 01= — 0I„ e sarà pure (n.° 315) X= — 01, 
p= — OI,=OI, X-h;l=o: inoltre se 0' è il punto che nella secon- 
da divisione corrisponde al punto 0, considerato come apparte- 
nente alla prima, sarà v=00'. 0I,= — 00 . 01; quindi l’equa- 
zione (9) diviene x”=00'. 01, e ci mostra che per trovare i punti 
doppii, convien costruire una media proporzionale tra 00' e 01. 

320. Se nell’equazione (7) dcll’omogratìa si pone X=jl, si ha la 
nuova equazione 

(10) a;X-|-X(aM-X)-)-v=o, 

la quale, come chiaramente si scorge dinota che se x=x t , X=X, 
è un sistema di valori che la soddisfa, sarà pure soddisfatta dall’al- 
tro sistema x=X, , X=x,; e però se si hanno due divisioni omo- 
grafiche in una retta, ed M è un punto della prima divisione ed N 
l’omologo nella seconda, considerando Al come appartenente alla 
seconda divisione, saràX il punto omologo nella prima. Questa par- 
ticolare forma di divisione omogralìca si dice in involuzion e. 

Come si vede dalla stessa (10) il coefficiente X, preso col segno 
cambiato, è il valore di X corrispondente ad x=ao , o quello di 
x corrispondente ad X=oc , per modo che detto coefficiente, in- 
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dipendentemente dal segno, rappresenta la distanza (dall’origine 
de'semmenti) del punto clic in una divisione corrisponde al punto 
all’infinito dell’altra. Similmente il termine nolo v, anche col se- 
gno mutato, è il prodotto di l. pel valore di A corrispondente ad 
x=o, o per quello di x, corrispondente ad X=o. Da ciò segue 
che se si hanno due divisioni omografiche , e dalle loro equazione 
risulta lo slesso valore per uno qualunque de' semmenli , quando 
l'altro si pone—x , le due divisioni sono in involuzione. 

321. Poiché la divisione in involuzione è pure una divisione 
omografica, ne segue che se si prendono tre coppie di punti (A, A'), 
(B, B'), (C, C') sulla retta comune delle due divisioni, il rapporto 
anarmonicodi quattro di essi, poniamo A,B,C,C' è uguale a quello 
de’ quattro omologhi A', B\ C', C (App. al lib. Ili del Legendbe); 
e quindi si deducono le due eguaglianze 

AB.B'C'.CA' C'C.BA C'C.B'A' 

• ' A'B'.BC.C'A t'A.IU; - “ CA'.B'C'' 

Inoltre sappiamo che nell'involuzione vi è un centro, cioè un 
punto tale che il prodotto delle distanze di due punti omologhi è 
costante (App.), il che si deduce dalla stessa (10); imperciocché, 
secondo i significati di X e v (n.° 315) è — 01, v=00'.0I, do- 

ve O è l’origine comune de’semmenti delle due divisioni, I è il 
corrispondente del punto all’inGnito, e O' è omologo di 0; quindi 
la (10) diviene 

xX — 0I(x-t-Xj-+-00' .OI—o. 

Se ora si porti l’origine ini, dovendo porre x-f-OJ, X-t-01 in luogo 
di x, X, l’equazione precedente diverrò x.Y=OI.OO', c. s. d. d. 

Inoltre, se si supponga in quest’ ultima forinola x=X, si avrà 
x^OF.OO’, e con quest’ equazioni si determinano i due punti 
do p pii dell’involuzione. 

322. Ritenendo le medesime coordinate pe’ punti A,A',B,B', 
come nel n.° 311, dinoteremo con x" , ,y m quelle di C, econx,,!/, 
quelle del suo omologo C' ; così la prima formola (1 l)cspressa con 
le sole ascisse o con le sole ordinate, diviene 

1 21 jx'—x"', x.-x,) (x r x m ) _ 

1 x l -x t Xx*-x"')(x / -x I ) - *’ 

'i3, (y'-V) (y-y,) (y.-y'") _ . 

(y.-y.) (y'-y'") (y'-y.) 
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323. Dinotando con (t, u) il centro dell’involuzione, avremo 

(14) (t— x')(t — x,)=(t— xf){t — x,)=(l — x") (<— . r,'; 

(13) (M-y'j (li— y,)=(u-tf \\u~y, ){u-y t }. 

Quando due punti omologhi (x m , y"’}, (x, , y,) coincidono in un 
sol punto doppio (X, I”) le due formole precedenti divengono 

(16) (t-x'Xf -x,)=(<-a0(t-x 4 )= (t-X)\ 

(17) (u-y')> «-J(, )=(«-/)(»*- !/,—>- >')*• 

In questo caso i punti in involuzione sono soltanto cinque. 

E lilialmente se vi sono due punti doppii [ai”, tj") , (x, , y,) e 
[af , y”), (x, , y,) le formole (14) (lo) divengono 

(18) (l -x)(t -x,)—(t -X * =(< -X')% 

(19) (u—y')[u—y,)=[u— Y)'=(u-Y'y. 

In questo caso i punti in involuzione sono soltanto quattro: i due 
punti doppi (X, X') e i due conjugati [xf , xj formano un siste- 
ma di quattro punti armonici. 

324. L’eguaglianza(l4)dimostrataingeometria(App.) dà luogo 
ad alcuni teoremi che giova conoscere. Sia 0 i! centro dell'Invo- 
luzione delle tre coppie (A, A'), (B,B f ). (C, C'), c sarà OA.OA'= 
OB.OB'=OC.OC': si descrivano su i due semmenti AA'.BB', co- 
me corde, due circonferenze qualunque, c sia M uno de’ punti 
d’intersezione; dico che In congiungente MO andrà a passare per 
l'altro punto d'intersezione delle due circonferenze; imperocché, se 
potesse incontrare una circonferenza in un punto M' e l’altra in 
un punto M" diverso dal primo, dovrebbe essere, per un teorema 
di geometria. OM.O.M'=OA.0A\ OM.OM"=OI!.OB'; ma i se- 
condi membri di queste eguaglianze sono eguali, dunque debbo- 
no esserlo anche i primi, e ciò non può essere altrimenti se non 
col coincidere i punti M'.M", quindi il teorema rimane dimostrato. 

323. Se i tre semmenti AA', BB', C.C' si prendono come dia- 
metri, allora ciascuna corda che passa pe 'punti comuni di due cir- 
coli dovendo passare pel centro dell'involuzione, ed essere nel tem- 
po stesso perpendicolare alla retta de’sei punti, ne segue che le 
tre corde coincidono, e però: descrivendo su tre semmenti in invo- 
luzione, prrsi come diametri, Ire circonferenze, queste si taglieran- 
no tulle e tre in due punti comuni. 
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32t». Come si è dimostralo in geometria (App.) se un 

di quattro rette OA.OP, OP', OA', di cu. Oè . 

VA' sf c e n < r o, cd è AA' una trasversale qualunque, tl 
rapporto (inarmonico del fascio c uguale a qnrl- 
A lo de’qnallro punii d'intersezione A, P,P < -' l > e 
' perciò ò rappresentalo da (AP:AP'); (A P.A P ). 
essendo A, A', come P, P' punti coniugati, e in corrispondenza 
sono rette coniugate OA, OA' ed OP, OP'. Posto ciò, poniamo 
AGI*— a. AOP'=a\ A'OP=?, A'OP'=?\ e avremo dai triangoli 
AGP, AGP', A'GP, A OP', 

APsenAPO=AOsena , AP'senAP'0=A0sen*', 
A'PscnA'PO=A'Osen? , A'P'senA'P'0=A'Oseng\ 
quindi osservando che APO e A'PO sono supplementi, come an- 
cora AP'O, A'P'O, ne viene 

(AP:AP r : ( A'P:A'P')=(sen«:sena'): (sen?:sen£ ). 

327. Supponendo i punti A, A', P' fissi c P variabile, saranno 
parimente OA, OA', OP' rette fisse, e OP retta (raggio) varia- 
bile del lascio; si che il rapporto (A'P'tAP') : ,sen£ :scna Scostan- 
te, e rappresentandolo con h, l'eguaglianza precedente diviene 
(19) \p ; a'P' =Asena:senJ. 

320. Posto ciò, abhiansi due fasci fO), (0'). c si meni nel pri- 
mo una segante qualunque (R), c nel secondo un'altra qualunque 
segante (R r ), se queste due seganti nei rispettivi punti di inter- 
sezioni coi raggi de' corrispondenti fasci restano onograficamente 
divise, .1 rapporto anarmonico di quattro punti qualunque della 
prima retta sarà eguale a quello degli punti omologhi nella secon- 
da; e quindi ancora il rapporto anarmonico di quattro raggi qua- 
lunque del primo fascio sarà eguale a quello de' quattro raggi o- 
mologlii del secondo fn. 0 32Gi; tali fascisi dicono omografici. 
l'ur trovare l'equazione dell'omografia di due fasci, sieno 0,0' 

. i loro centri, OA, OR due rette 

°r- 5 — fisse, e OM un raggio qualun- 

que del primo; e O'A' , 0 fi' due 

A altre rette fisse e ON un raggio 

\ del scrondo, omologo ad OM. 
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Per un punto qualunque A si meni la trasversale AM parallela 
ad 01J, e per un altro punto qualunque A' si meni la transversale 
A'N parallele ad O'B'. Sarà, per ipotesi, e secondo la formola (7) 

(20) AM. A'N -t-XAM-H-jiA'N -4-v=o; 

ma ponendo angolo MOA=u, MOB=t>, NO'A'=u', NO'B'=t>', 

si ha AM=OA^^, A'N=0'A' - » quindi sostituendo, di- 
sen» sena 

ridendo per OA.O'A', e ponendo le costanti 

X . 1 * v 

OA.O'A' - "’ OA.O'A' =m ’ OA.O'A' - ”’ 

c le variabili scnu: scntfc=x, senn': sene'=y, s’avrà 

(21) xy+lx+my+n=o, 


che ò l’equazione deH’omografia de’ due fasci, c la forma di que- 
st’ omografia sarà determinata, assegnando i valori delle costanti 
arbitrarie l, m, n. 

329. Se le due rette fisse OA, OB sono ortogonali, non che le 
altre due O'A'.O'B', allora ar=tan«, j/=tane, e quindi l’equa- 
zione dell’omografia in questo caso è 

(22) tanu.tane-|-XtanM4-ptant'-(-v=o. 

330. Se due fasci (0), (0') sono tali che i raggi omologhi, a due 
a due, s'incontrano sopra una stessa retta, sono omografici. Impe- 
rocché quella retta è una trasversale comune omografica con cia- 
scuno dei fasci, e quindi questi sono omografici tra loro. In que- 
sto caso è chiaro che la congiungente i centri 0, O' è la riunione 
di due raggi omologhi, ed ò per ciò detta raggio comune. 

331 . Reciprocamente, se due fasci (O).(O') son tali che la congiun- 

o gente 00' de ’ due centri è un raggio comune, i 

,/\\ rimanenti raggi omologhi si tagliano, a due a 

%u\ due, sopra una stessa retta. In effetti, sieno B 

a/), il punto d’incontro di due raggi omologhi, e C 

/ **jrt^~-i^ v __^quello di due altri raggi parimente omologhi: 

• \ \ \ ^ si congiunga BC, che incontri in A il raggio 

comune, e se questa congiungente non passa per l’intersezione D 
d’una terza coppia di raggi omologhi dovrà incontrarne uuo in un 
punto D', e l’altro in un punto D" diverso dal primo; c poiché i 
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fasci sono omografici , il rapporto anarmonico do' quattro punti 
\ , B, C, IV dev’ essere uguale a quello de' quattro A, 11, C, D", il 
clic non può avvenire se non coincidendo i punti I)'. D". 

332. Supponendo le due rette arbitrarie OA, OB (fig. pag. 160) 
coincidere rispettivamente con le due anche arbitrarie O'A'.O'B', 
e supponendo inoltre nella (21) x=i /, avremo l’equazione 


(23) a; 3 -t- (X -t- p.) x-\-v=o , 

che determinerà due raggi (reali o immaginarli) ciascuno de’ qua- 
li , consideralo come appartenente al primo fascio, è esso stesso 
l'omologo nel secondo: cotesti fasci sono detti doppii. E quan- 
do le radici della (23) sono reali non solo, ma anche eguali, questi 
raggi sono coincidenti. 

333. Se due fasci concentrici sono tagliati da una trasversale 
qualunque, e i punti d'intersezione di questa retta col primo fa- 
scio formano con quelli d’intersezione col secondo una divisione 


omografica in involuzione, anche i fasci sono in involuzione, cioè 
tali, che se 11 è un raggio del primo fascio ed 11' il raggio omo- 
logo nel secondo, allora, consideralo R come appartenente al se- 
condo fascio, ha per omologo R' nel piano. Due fasci in involuzione 
hanno due raggi doppii, che son quelli che congiungono i punti 
doppii della trasversale col centro comune de’ due fasci. Questi 
punti doppii possono essere reali e distinti, o coincidenti, o pure 
immaginarii. E poiché l'equazione di due divisione omografiche 
in involuzione è arX-t-X(x-)-X)-t-v=o, cosi quella di due fasci in 
invo uzionc è la (21) quando visi pone l=n, cioè è 

(24) 

; ' . xy+l(x+y)+n=o, 

° 33 *i ' T ^ 0n(! C ^ ,c i raggi doppii è x*+2lx+-n=o. 

.. ' ' c * a trasversale taglia il primo fascio ne’ punti A, B, C, c 

1 secon o ne punti A', B',C' ec., i raggi a, b, c, ec. clic passano 
pc primi avranno per omologhi i raggi a', b', c', ec. che passano 

come^ 001 ^ 1 °. ra ’ se s * descrivano su i semmenti AA', BB', ec. 

, . . moiri delle circonferenze, queste si taglieranno ne’ me- 
tro ^ comm PUntÌ M M ( n -° 32 «>- e però se per questi c pel cen- 
sta tal 11 " 6 ^ ( ' ue *" asc * si fa passare una circonferenza, que- 
determ' lCr<l '** trasversale in due punti R,R\ che congiunti con O, 
ncra n° due raggi omologhi OR, OR', i quali sono perpen- 


Digitized by Google 



DELLA BETTA 


163 


dicolari; e poiché po' tre punti 0,M,M' non può farsi passare che 
una sola circonferenza , così possiamo stabilire la seguente pro- 
posizione: in due fasci omografici in involuzione, v'è sempre due 
raggi omologhi ortogonali, nè ve n' ha che due. 

335. Nota. — Due rette omografiche sono tali che ad un punto 
di una corrisponde un sol punto nell'altra; e similmente in due 
fasci omografici ad un raggio di uno corrisponde un sol raggio 
nell'altro: per questa proprietà due rette omografiche o due fasci 
omografici formano un sistema che si dice proiettivo. 

ARTICOLO IV. 

Applicazione delle forinole precedenti a diverso questioni. 

336. Le varie formole trovate ne’ due precedenti articoli I. e 
II., sono d’immenso vantaggio in tutte quelle questioni in cui en- 
trano rette. Mercè quelle formole la risoluzione d’una questione 
può essere trattata non a tentoni, ma seguendo una regola gene- 
rale, la quale pc’ problemi, com’è prescritta dal chiarissimo Prof. 
Padvla è la seguente: » si prendano per incognite le coordina- 
» te di quel punto, quella retta, quell’ angolo, ec. , che se fosse- 
» ro dati , sarebbero determinate tutte le altre parti che entra- 
» no nella questione; si esprimano queste in funzione delle inco- 
» gnite, lo che riesce sempre facile, osservando per qual ragione 
» restano esse assegnate, e indicando col linguaggio algebrico le 
» condizioni del problema, resterà messo in equazione; o pure: 

» Presa per incognita quella retta, ec., che, se fosse data, sareb- 
» be risoluto il problema, cioè si potrebbe verificare se le condi- 
» zioni si avverino, si traducano in linguaggio algebrico tutte le 
» operazioni grafiche che si dovrebbero fare , ed esprimendo che 
» l'ultima condizione sia verificata, verrà a porsi il problema in 
» equazione. (Raccolta di problemi geometrici, ec.) 

337. Per ciò che riguarda i teoremi, vedremo in appresso che 
questi, spesse volte rimangono indirettamente dimostrati, mercè 
talune equazioni cui dà luogo la risoluzione d'un problema. Ma 
qualora si volesse direttamente dimostrare un teorema già noto, 
basterà, in generale, trovare, secondo le formole già esposte, le 
espressioni algebriche di quegli clementi che entrano nella com- 
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posizione del teorema, e verificare se soddisfanno le condizio- 
ni nella proposizione enunziatc. 

338. Per applicare questi due generali precetti, che si posso- 
no estendere ad elementi geometrici qualunque convien sempre, 
conforme al metodo, stabilire un sistema di coordinate, a cui ri- 
ferire tutti gli elementi noti e incogniti della questione ; ma in- 
torno a ciò non si può dare altra regola generale che quella di 
fare tale scelta di coordinate, da risultarne forinole ed equazioni 
della più semplice forma che si possa , se non per tutti, almeno 
per la più gran parte degli elementi della questione. Da una buo- 
na scelta di coordinate può, il più delle volte dipendere un’ele- 
gante composizione d’un problema, o una più concisa di- 
mostrazione d’un teorema; c a chi volesse esercitarsi nella risolu- 
zione di tali questioni non sapremmo abbastanza raccomandare due 
opere pregiatissime, cioè la nominata Raccolta di problemi geome- 
trici, ec., e gli Sviluppi di geometria analitica ( Analilysch-geome - 
trische Enlicicklungen) del distinto Prof. Plucker. 

Pertanto cominceremo dal dimostrare direttamente pochi teo- 
remi, per quindi passare alla risoluzione de’ problemi. 

339. Teorema. — In un triangolo qualunque le tre perpendi- 
colari condotte dai vertici su i lati rispettivamente opposti, si taglia- 
no in un medesimo punto. 

Sia ABC un triangolo qualunque: per dimostrare il teorema, bi- 
sognerà trovare le equazioni delle tre perpendicola- 
ri, e far quindi vedere che le coordinate del punto 
\F d’intersezione di due qualunque di esse sono le stes- 
se che quelle del punto d' intersezione d'una di que- 
B x ste due con la terza. E però si prenda per asse posi- 
tivo delle y la direzione della perpendicolare DA, condotta dal ver- 
tice A sul iato CB, e per asse positivo delle x la direzione DX. 
Si chiamino s, $' i valori numerici de’ semmenti DB, DC, e di- 
noti p la perpendicolare DA. In questo modo le equazioni de’ tre 
lati AB, BC, CA saranno rispettivamente (n.> 99, 223) 

V x 

— H 

p s 

e. quelle delle rispettive perpendicolari CF, AD, BE saranno 

(4) py=s(x-+-s') ; (3) x=o. (6) py= — s(x — s). 



(!) f + 4=1. ( 2 ) y=°’ 


(3) A-fU 1. 
p s 
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Posto ciò, le coordinate del punto d'intersezione delle prime 
due di queste rette, o di quello delle rette (5) e (6) sono x=o , 
ss' 

y = — (n.° 246); quindi il teorema resta dimostrato. 

340. Osservazione. — Più speditamente ma meno direttamen- 
te, si dimostra questo teorema, osservando che se la (4) s'addizio- 
na con la (5) moltiplicata per e con la (6) moltiplicata per 
— 1, si ha identicamente o=o, e quindi (n.° 292) quelle tre rette 
si tagliano in uno stesso punto. 

341. Teorema. — Le tre bisettrici de’ lati di qualsivoglia trian- 
golo si tagliano in uno stesso punto. 

Sia ABC un qualunque triangolo, e, come nel teorema prece- 
;Y dente, supposto che sieno D, E, F i punti medii 

de’ lati del triangolo , bisognerà trovare le equa- 
zioni delle tre bisettrici AD, BE, CF. Per ciò pren- 
deremo D per origine delle coordinate, DX per 
r i? asse positivo delle x, e DY, coincidente in dire- 

zione con la bisettrice DA, per asse positivo delle y; e ponendo 
BC=2a, DA=6, le coordinate di A saranno (o, b), quelle di B 
(a, o), quelle di C ( — a, o); c per conseguenza (n.° 226) quelle 

di F, punto medio di AB, saranno ( |-a, ^b ) , e quelle di E, 
medio di AC saranno ( — )• Laonde le equazioni delle 

tre bisettrici AD, BE, CF saranno rispettivamente 
x=o, y=— — (x— a), y = 7 ^(x+a). 



3 a 


e combinando la prima sia con la seconda o pure con la terza, si 
trova in entrambi i casi che il punto d’intersezione è lo stesso, c 
ha per coordinate (o, 4 - b'j, vale a dire è al terzo di AD, parten- 


do da D. 11 teorema quindi rimane dimostrato. 

342. Osservazione. — Anche qui potrebbesi moltiplicare la pri- 

26 

ma delle precedenti equazioni per ^ , addizionarla con la terza c 

sottrarre dalla somma la seconda, con che si giugne a un’equazio- 
ne identica, c però le tre rette s’incontrano in uno stesso punto. 

343. Problema. — Trovare un punto egualmente lontano da 
tre rette date di posizione. 
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Suppongasi il sistema riferito ad assi ortogonali c sicno 
(7) y—mx-hn, y=m' x+n' , y—m"x+n " 

le equazioni delle rette ; c t, u le coordinate del punto ignoto. 

Cosi, secondo la forinola (80, 278), le tre distanze del punto 
dalle rette saranno indicate dalle espressioni seguenti: 

(8) ==±(tt— mi— n)cos«,±(tt— m't— n')cosa', ±(u— m"l— liscosa' 1 ', 

essendo a, a', a" gli angoli che le rette (7) fan rispettivamente col 
primo asse positivo; e per condizione del problema dev'essere 

(9) f ( u — mt — n ) cosa = — ( w — ml — fi') cosa.', 
ì (u — mt — n)cosa = ± (u — m"t — n")cosa*'; 

laonde le coordinate (I, u) soddisfacendo a ciascuna di queste e- 
quazioni, il punto dimandato si deve trovare su ciascuno de’ luo- 
ghi geometrici rappresentati da dette equazioni, che sono delle 
rette. Costruendo pertanto tali rette, il punto d'intersezione sarà il 
dimandalo. Ma ciascuna delle (9) rappresenta due rette, e combi- 
nate a due a due danno quattro punti; quindi il proposto problema 
è capace Ai quattro soluzioni: per assegnarle geometrica- 
mente, porremo per semplicità 

j (u— ml-n)cosa=.l, (u-m't—n')cosa.'=A', 

) (u-m"l— ascosa." ~i n , 

c le condizioni del problema saranno parimente espresse da due 
qualunque delle tre seguenti coppie di equazioni 

db A'; A'= ± A"; A—±A\ 

una qualunque delle quali è conseguenza delle altre due, e consi- 
derale coi segni espliciti danno il seguente sistema di equazioni: 

I A—+A', A'=+A", A=+A"; 



eL=—A', A'=+A", A 


ne ve n'ha altre; imperocchà, qualunque sia il segno che si ritie- 
ne nelle due prime coppie, s'ottiene sempre, con la sottrazione, 
una terza equazione clic è una di quelle della terza coppia. 
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Consideriamo pertanto la prima terna (11), cioè 
(12) A— A' , A'=A ff , A=A", 

e sicno A, A', A" le tre rette date (7); in tal caso la prima di que- 
\ f ste equazioni, secondo l'ossservazione 

0" ?' del n° 297, c dovunque si voglia sup- 

1 /jj\A'..--"’/ porre l'origine delle coordinate , pur- 
\ flit chè l'asse delle a? sia orizzontale, (il 

A che è sempre lecito supporre o imma- 

/ jj \ " ginarc), rappresenta labiscgantc Bdel- 

2 , \ / l'angolo interno delle due rette A, A': 

V -/Ailf 

' J similmente la seconda di dette equa- 

zioni rappresenta la bisegante dell’angolo (A', A"); sì clic il pun- 
to richiesto (t, u) dovendosi trovare su ciascuna di queste biso- 
gnati, sarà la loro intersezione 0. Ma lo stesso punto richiesto 
soddisfa pure la terza equazione A=A", quindi devesi trovare sul- 
la bisegante B", la quale per conseguenza deve passar pure per 
0. D'altronde le tre biseganti dovevano passare per uno stesso 
punto, perchè le loro equazioni (12) sono tali, clic dalla somma del- 
le prime due togliendo la terza, si ha un'identità. 

Ora, trattando allo stesso modo ciascun altro dei sistemi (11), si 
troverà che il secondo corrisponde al sistema di biseganti B, bi- 
segante dell’angolo esterno (A, A'), B„ bisegante dell’angolo ester- 
no (A', A"),B" bisegante dell’angolo interno (A, A''); cioè al pun- 
to 0'; il terzo corrisponde al sistema di biseganti B, II,, B,, e 
quindi al punto 0"; e finalmente il quarto corrisponde al sistema 
di biseganti B', B, , B„ e quindi al punto O'". 

Pertanto per risolvere geometricamente il proposto problema 
si prolunghino le tre rette date sino ad incontrarsi ; si divida l'an- 
golo interno e l'esterno di ciascuna coppia di rette date ; le sei bise- 
ganti si prolunghino indefinitamente, e così, le tre biseganti interne 
determineranno un punto, e ciascuna interna con due esterne, che 
non appartengono al medesimo angolo , determineranno altri tre 
punti. Ciascuno dc'qualtro punti così ottenuti risolverà il problema. 

344. Osservazione. — 1 quattro punti ora determinati sono, 
come chiaramente si scorge, i centri de' quattro circoli clic toc- 
cano le tre rette date, o il triangolo da esse formato; uno di que- 
sti circoli è Yiseritto, egli altri tre sono gli esisrrilti ; quindi ne 
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discende il nolo teorema: le Ire Inseganti gli angoli interni, o due 
esterni e uno interno di tre rette s'incontrano in un punto. 

345. Nel problema ora trattato il numero delle equazioni, cui 
ha dato luogo, cioè le (9), sono state tante per quante le ignote x, 
y; nè le dette equazioni contenevano alcun’ altra quantità, che, 
comunque costante, poteva prendere de' valori ad arbitrio, e però 
si è avuta una soluzione determinata, c si è potuto assegnare pel 
luogo geometrico dimandato un punto unico, perchè inoltre le due 
equazioni erano del 1° grado. In generale quando in un problema, 
ove si tratta di determinare la posizione d' un punto per mezzo 
delle sue coordinate, si hanno due equazioni f(x, y)=o, F(x, y;=o 
la prima di grado m, l'altra di grado n, nò contengono alcuna co- 
stante arbitraria, il problema avrà un determinato numero 
di soluzioni, cssendocchè il punto ignoto dovendosi trovare ad un 
tempo su ciascuno dc’due luoghi geometrici corrispondenti a dette 
equazioni , sarà uno qual siasi degli mn punti d'intersezione di 
delti luoghi. Ma se le due equazioni contengono inoltre una co- 
stante arbitraria a, vale a dire le equazioni del problema sono, 
in generale, 

(a) f(x,y,a)—o, F[x, y, a)=o, 

allora il problema è risoluto da qualunque punto di quella linea 
che ha per equazione quella clic s'ottiene eliminando a tra le due 
equazioni precedenti; imperocché per ogni valore dato arbitraria- 
mente ad a, le equazioni (a) determinano uno o un determinato 
numero di punti che soddisfanno dette equazioni, c quindi, in ge- 
nerale, anche al problema; e però, volendo tutti i punti che pos- 
son verificare egualmente il problema proposto, cioè volendo il 
luogo cercato, convien considerare le (a) indipendentemente da 
qualunque valore particolare dell'arbitraria a, e ciò s’ottiene elimi- 
nando questa quantità da dette equazioni ; il che conduce a una 
nuova equazione tp(x, y)=o, la quale, per conseguenza, rappresen- 
ta, in generale, una linea, ogni punto della quale può soddisfare 
egualmente il problema proposto, che ha dato luogo alle equazio- 
ni (a). Tutto ciò sarà meglio inteso trattando le questioni seguenti. 

346. Problema. — Date di posizione tre rette, trovare nel loro 
piano il luogo di quel punto tale che la somma delle sue distanze a 
due delle rette date sia uguale alta distanza dalla terza retta. 
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Ritenendo le medesime denominazioni del probi, prec. suppor- 
remo inoltre, per porre il problema in equazione, che la somma 
delle distanze del punto ignoto dalle due prime rette date (7) debba 
uguagliare la distanza dalla terza; e però secondo le (10) avremo: 
(13) ±A±A’—±A". 

Quest'equazione, prendendo i segni espliciti, può assumere le 
quattro seguenti forme, essenzialmente distinte: 

1 A + A'+A"= o, A -+- A'—A"=o, 

^ \A — A'+A"=o, — A + A'+A"=o. 

Ogn' altra combinazione di segni volesse farsi darebbe qualcuna 
delle (14). Anzi, e ciò è importante, si ricade sempre su queste 
medesime (14), qualunque sia quella delle tre distanze del punto 
incognito dalle rette date si voglia supporre eguale alla somma 
delle altre due; ciò è chiaro, perchè delle rette date ciascuna può 
essere presa per prima, seconda, e terza; il che equivale a permuta- 
re gli apici nella (13), che è la traduzione algebrica del problema. 

347. Pertanto, avendosi quattro equazioni, essenzialmente di- 
stinte, le (14), ciascuna delle quali è del primo grado rispetto alle 
coordinate t, u del punto ignoto, ne segue che il luogo del punto 
cercato può essere una qualunque delle quattro rette rappresentate 
dalle equazioni (14). Per assegnare geometricamente queste quat- 
tro rette consideriamo in primo luogo la prima di esse 

(15) A -{- A' -h A"=o, 
e per costruirla poniamo 

(16) A— o, everrà (17) A! A n z=o\ 

laonde gli stessi valori di l e u, che soddisfanno queste due ulti- 
me equazioni, soddisfanno pure la (15), e però un punto di que- 
sta retta è quello comune alle due rette (16) e (17). 

Posto ciò, supponiamo, per sola semplicità, che delle tre rette 

,date A, A', la prima sia paral- 
Icla all'asse delle x ; cosi la (17) 

" / dinota la bisegante B'S dell ango- 
-V.’ ' / / 1° (A.', A"), che incontra la A, che 

\\s^jLjR , | ha per equazione la (16), in S, 

il quale perciò è un punto della 

s B ’ s A motta (15). Ragionando allo stes- 

sa 
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so modo, troveremo die un altro punto di questa medesima retta è 
S', intersezione delle due rette A'—o,cA- 1 rA' l =o, la seconda del- 
le quali è la Insegante dell'angolo (A, A"). Laonde la retta (15) è 
quella che passa pei punti S,S'; ma essa passa pure pel punto S", de- 
terminato dalle due rette che hanno perequazioni A"=o, A+A'zso, 
la seconda delle quali è la Insegante dell' angolo esterno (A, A'). 

348. Analogamente si costruiscono le altre tre rette (li), e si 
trova la seconda passar po' tre punti 

s .... [A =o. A' — A"=o), 
s". . . . (.4'=o, A— ,i"=oì, 

S" . . . (.r=o, ,1 -M'=o); 
la terza pe‘ tre punti 

s . . . . (.4 — o. A— A"— o). 

S' (A'=o, A -hA"= o), 

s'. . . . (,l"=o, A — -4'=o); 

e lilialmente la quarta pe' tre punti 

S (A =o, A’+A”=z o). 

s" (4'=n, A —A"— o), 

s'. . . . (/l"=o, .4 — vi'=o). 

Pertanto si risolve geometricamente il proposto problema pro- 
lungando le rette date sino ad incontrarsi e formare un triangolo; 
indi bisegando gli angoli interni ed esterni; in questo modo ciascu- 
na bisegante incontrerà il lato opposto, e s'avranno sei punti d'in- 
contro S, S', S", s, s', s"; ciascuna delle quattro rette SS'S", ss r S", 
ss'S', s's"S risolverà il proposto problema. 

349. Osservazione. — Nel problema attuale non s'avea che una 
sola condizione a soddisfare , mentre le incognite ermi tuttavia 
due, come nel probi, prcc. cioè le coordinate t.u del punto, ed è 
perciò che non si è potuto assegnare un determinato numero di 
punti; ma invece ne abbiamo avuti infiniti, distribuiti su quat- 
tro rette, di cui ogni punto soddisfa le condizioni stabilite nel- 
l'cnunziato del problema. Quindi, in questo caso, il luogo diman- 
dato è il sistema di quattro rette. 

350. Ed è pure da osservare che l'analisi istituita per risolve- 
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re quest’ultimo problema, ci offre una proprietà che lui luogo iu 
un qualunque triangolo, e che costituisce il seguente 

Teorema. — Se in un triamjolo si conducano le biseganti gli 
angoli interni ed esterni ; le tre esterne, o pure due interne e una 
esterna, incontreranno i lati opposti, prolungati se occorra, in tre 
punti che stanno per dritto. 

Questo teorema e l'altro del n.° 344 sono una pruova di quan- 
to avevamo asserito nel n.° 337, cioè che la stessa risoluzione di 
problemi conduce talvolta a qualche teorema. 

351. Problema. — Date due rette di posizione, trovare il luogo 
geometrico de’ punti, ciascuno de’ quali ha le sue distanze dalle ret- 
te date in un dato rapporto. 

Riferito il sistema a due assi ortogonali, sieno 

(18) y=anx-t-n, y =m'x+n' 

le equazioni delle rette date: t, u le coordinate d'un punto del luo- 
go dimandato; e ja : 1 la ragione tra le distanze dalla prima e se- 
conda retta (18). L’equazione del problema sarà: 

(19) (m — mi — n)cosa= ± p(u — m't — n') cosa, 
e il luogo dimandato sarà il complesso delle due rette 

(20) (m — mt — n)cosa= -t- p(u — m't — »')cosa', 

(21) (u — mi — n)cosa= — p(u — m't — n')cos<*', 


ciascuna delle quali passa per l’intersezione delle due date (n° 131). 
Sieno pertanto AR, AS le due rette date, e presi i punti P e Q 
/ ^ in modo da essere AQ : AP : : p: 1 , e menate 

y w/ leQM, PM rispettivamente parallele alle ret- 
\n y/\ te date, è chiaro che 31 sarà un puntodei luo- 
V // -' n go cercato, e quindi la retta AM sarà una del- 

/. ' v le due che compongono il detto luogo. E sic- 

v 7 come i secondi membri delle (20) e (21), fat- 

ta astrazione dal coefficiente p, rappresentano le distanze dalla 
retta AS' di due punti messi in parti opposte rispetto a questa 
retta; così, tagliando sul prolungamento di MQ, la QN— QM, sa- 
rà N un punto dell’altra retta, la quale sarà per conseguenza AN. 

352. Osservazione. — Da cotesta costruzione risulta che una 
qualunque trasversale parallela ad AR è tale, che la parte compresa 
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tra AM e AN è divisa per metà da AS, quindi le quattro rette 
AR, AS, AM, AN formano un fascio armonico. Esse hanno per e- 
quazioni le (18), (20) e (21) ; e se le prime son della forma 

(22) xcosiy-pysen? — ;;=o, xeos^'-t-ysene?' — p'= o, 

le altre due rette del fascio armonico avranno la forma 


(23) (xcostp-i-ysen? — p) — ^(xcos^'-i-yseni?' — p')=o, 

(24) (xeostf-t-ysenef — p)+p(xcos 9 '-f-ysen?' — p')=o. 

353. Rappresentando semplicemente con a il primo membro della 
prima (22), e con (3 quello della seconda, le equazioni (22), (23) 
(24) possono essere brevemente rappresentate come segue: 

(25) a=o, p=o, a — p£=o, a+pg=o. 

Ora, secondo quel che si fece notare al n.° 283, la a dinota la 
lunghezza della perpendicolare condotta da un punto M (x,y) sulla 
retta (z=o, la AR; sì che, supposto essere MR cotesta perpendi- 
colare, sarà a=MR. Similmente p=MS, essendo MS la perpendi- 
colare condotta da M sulla AS ((3=o), e però 


. j* MR senMAR _ 

( 11 "(T MS^ scnMAS ’ 

il che dà la rappresentazione geometrica del coeflìciente p della 
equazione a — p(2=o della retta AM, che passa pel punto d’inter- 
zione delle altre due a=o, (3=o. 

354. E supponendo più generalmente due rette a — pg=o, ed 
a — p'(i= o, che passano pel medesimo punto d’intersezione delle 
due OA (a=o), OA' (?=o ) , (fig. n.° 326), e che inoltre la prima 
passi per uu punto P , e la seconda per un punto P', avremo se- 
condo la formola (26) 

senAOP , senAOP' 

11 senA'OP’ ** senA'OP' ’ 
e menando una trasversale qualunque AA' avremo: 

OPsenAOP APsenOAP , OP'senAOP' AP'senOAP' 

** OPsenA'OP A'PsenOA'P* ^ — OP'senA'OP'~A'P'seuOA'P'’ 


c quindi 

(27) 


p senAOP senAOP' AP AP' 

p' senA'OP ' senA'OP' A'P * A'P' ’ 
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cioè p. : jl' è il rapporto enarmonico dei quattro punti A, A', P,P\ 
o quello del fascio delle quattro rette OA, OA', OP, OP'. 

Pertanto le quattro rette 

(28) a—o, f=o, a — jì£=o, a' — ja'£=o 
costituiscono un fascio enarmonico, che diviene armonico se p.'= — g. 

355. Problema. — Date di posizione tre rette, determinare quel 
punto le cui distanze dalle tre rette date sono in dati rapporti. 

Riferito il sistema a due assi rettangolari, sieno, come innanzi, 

(29) y =mx-\-n, y=in’x+n', y=m"x^-n ^, 

le equazioni delle rette date; t, u le coordinate del punto ignoto. 
Supponendo essere g: 1 il rapporto tra le distanze di questo punto 
dalla prima e seconda retta, ed v : 1 quello delle distanze dalla 
prima e terza retta; c ponendo, come al solito 
(u—ml—tij cosa=A , (u— m't— n')cosa'=A', (u— m"t— n' r )cosa' 7 =A ff , 
avremo per condizioni del problema 

(30) A=±gA', A=±vA\ g,l'=vA\ 

e di coteste equazioni la terza è conseguenza delle prime due. Esse 
conducono ad uno specchietto analogo a quello (11) del problema 
del n.° 344, con la sola differenza che A' si troverà ora rimpiaz- 
zata da gA', c A" da vA". Quindi avremo ancora qui quattro so- 
luzioni, cioè quattro punti che soddisferanno egualmente al pro- 
posto problema, e sarà agevole assegnare geometricamente la po- 
sizione di ciascuno. Supponiamo in effetti che si tratti dei punto 
corrispondente al sistema di equazioni 

(31) A=gA\ A=vA", g4'=vA\ 

che si ha dal sistema (30), ritenendo i soli segni superiori. Di 
queste tre rette, basta costruirne due, per avere il punto cerca- 
to, la terza passerà pure pel medesimo punto. 

Posto ciò, sieno A, A', X" le rette date; la prima delle (31) 
passa pel punto (A, A'), e se ne determina 
un secondo punto, come nel problema pre- 
cedente : sià S questa retta. Similmente la 
seconda passa pel punto (A, A") e un altro 
punto si determina parimente come nel pro- 
blema precedente: sia S' questa seconda ret- 
ta; il punto 0 io cui si tagliano coteste due 
rette sarà uno dei quattro del problema: per 
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esso passerà pure la terza retta (31), che passa inoltre pel punto 
(A', A"). 

In un modo affatto analogo si determinano gli altri tre punti 

0 \ ()’, 

356. È da notare, ciò che avviene ancora pel problema del n.° 
343, che i quattro punti O, ()', ()", O'" presi a due a due si tro- 
vano sopra reticelle passano pei vertici del triangolo formato dalle 
tre rette date. 

357. Problema. — Date di posizione due rette <>X, OYe un pun- 
to P ìicl loro piano, se da questo punto 
si mena una coppia di seganti PA, PA' 
s'avrà un quadrilatero' A A' B'B : ora, 
supposto variar di posizione una delle 
seganti, si domanda il luogo geometrico 
del punto M, intersezione delle diagonali 

Xdel quadrilatero. 

Presi per assi delle coordinate le stesse rette date, chiamere- 
mo x u , y 0 le coordinate del punto P; l, u quelle del punto 31, e le 
equazioni delle due seganti PA, l’A' saranno 

(32) y-y o =a(x—x B ), y—y 0 =m{x—x,)' 

essendo a una costante, ed m un'altra costante ma arbitraria, se- 
condo la posizione che ad arbitrio si dà alla segante I’A'. Da queste 

ax a — y a 

si ricavano le coordinate del punto A,x= — » y — o; 

a 



A', 


mx—y a 

in 


. y=o; 


» 

» 


» B , x=o, y=y 0 — ax 0 ; 

» B',x=o, y=y 0 — >«x 0 ; 

laonde le equazioni delle diagonali BA', B'A saranno rispettiva- 
mente (24, 241) 


j/q— 

-mx. 


{m(x-x 0 )-\-y 0 , y- 


y—mx 0 
Va aX o 


[a{x-x 0 )-hy 0 }. 


VO o — 

e le coordinate t, u, come appartenenti al punto M, che è nel 
tempo stesso su entrambe le diagonali, dovrà soddisfare queste due 
ultime equazioni, e però avremo: 

[m(l — x 0 )+y 0 ], «= 

y„ — mx 0 Va — “*0 
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Cotesto ilue equazioni, per ogni dato valore di ni, cioè per ogni 
data coppia di seganti PA, PA', dànno i valori delle coordinate de! 
corrispondente punto M; e però, volendo in una sola forinola com- 
prendere tutti i punti analoghi a questo M, converrà rendere le 
due ultime formolo indipendenti da m, cioè bisognerà eliminare 
da esse questa quantità arbitraria (n.° 345); il che agevolmente 
s’ottiene facendo dalle dette formolo sparire i denominatori, e 
quindi sottraendo i risullamenti, dopo di che si ha 

(33) x„y+yx 0 =o, 

elicè l’equazione del luogo dimandato; esso quindi è una retta 
che passa per l’origine, cioè per l’intersezione delle rette date, 
pel punto ( — x„, yj, il quale ha la stessa ordinata del punto da- 
to P, c l’ascissa eguale ed opposta a quella di questo punto. 

358. Laonde per costruire geometricamente il luogo dimandato 
si menino pel punto dato P due rette PC, PI> parallele alle rette date: 
indi si tayli OC— OC, e si compia il parallelogrammo CI); la retta 
che passa per 0 e per I ) sarà il luoyo richiesto. 

359. Il punto P e la retta OD prendono rispettivamente i nomi 
di polo e polare rispetto alle rette date OX, OY. Se il polo 
P è fuori dell’angolo XOY, la polare cade dentro dell’angolo; c 
se il polo sta dentro (come il punto M) la polare cade fuori. In 
questo secondo caso, infatti, le due seganti AMB', A 'MB, deter- 
minano, come nel caso precedente, una figura ABB'A' anch’cssa 
di quattro lati, chiamata pure quadrilatero; c ha per diagonali le 
AB, A'B' che vanno ad incontrarsi in P, fuori dell’angolo XOY. 

360. Inoltre, poiché facendo variare in un rapporto costante le 
y 0 , x 0 , il che vuol dire che il punto P percorre la retta OP, l’equa- 
zione (33) rimane inalterata, così tutti i punti di questa retta hanno 
la stessa polare 01): c questa proprietà è reciproca fra OP e OD. 

301. In generale, se son date in un piano quattro rette A, , 
•j, A", A'", prolungate s’incontrano in sei punti B, 
/A C, D, E, F, (1 ; la figura formata dai quattro 
/L L lati BI), DO, FC, l’B vicn chiamata q nadri- 
E !. la t ero completo, ed ha sei vertici che so- 
rA | no nc punii sopra nominati. Longmngenuo a 

- r-jr — -7^ A (j ue a duejj vertici opposti si hanno Ire diago- 
nali DF, CG, BE. 
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due a due in i # n ° ^ Ua ^ ro punti B C F r 

3G2. Oraoc t ^.° no co >npl e to. ’ * Q»e s t a figura si 

° A ' rimane di wf' lamo c,,e ,a retta PI) (r, g „ o 
OD, o v / ln r 3 per nielà dalla Oli' „ • j. / ,Jj7 ) Parallela ad 
risa arm ° P for ">ano un hlT. 'V 0 * 1 le ««"«**«» retteOX 
leted " ,Ca,neflt « in P o °« ° n,C0> 6 però ,a PQMBèì 
^ q ' ^ 1 -eVo^o^pT^^ °«:- ^ -no 

s opporre g^' 0 Coor d<nate le itoi^ted"*® abbÌam Sup P° sto es- 
arci -'«Ile 8 ‘ aSSÌ Ìn «odo generale ^er ‘ **"■ ‘««volta 

"r io -tr ,t pc ; ,a sssr° avva - 

rettaiuem^ „ 1 Us « dell'analisi a ■■ coordinate; ma per 

s ,t hiara,a «»!»»"» di 

v POnia '"°» f ml « date OA OA' 

/ A p i «sino entrambe per l'orminn M ’° A 

7 ^ ^ 

^denominazioni; cioè ’* medeSÌme 

**•’ ,J C ° 0rdinat e del punto dato P 
e fi„ , * n ] U ~ (lX : pquazi0nc ' ,e,,a re,ta d «> a OA 

e ""alniento a- (do) y= a 'x » .. 

(36) '"oliamo, in virtù del n.° 131, con ” ” ° A 

-‘-Inazione de| , V~ax=k{y- a 'x) 

Seeondo p: polare O.U. 

u "a rett a pp ”* ,Cata coslr uzionc (n.° 3381 si ,i„ i 

lra retta 0\'- C *<>) e incontrerà 

,0< " bi Sogno 10 Un punt0 C «ente per ascissa *= g*»—*. 

" ■"' cnd « r ' “« Punto D sulla 0 A'. g "j^“ c|M , 
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in valore assoluto sia OD=OC, e perù l’ascissa di D ò — — , 


a — a' 


c la sua ordinata si dedurrà ponendo questo valore nella (35), che 
è l’equazione di OA', e sarà — ^ — a^' ^ aont * e * a rc ^ a DM che 
dev’ esser menata parallelamente ad OA, avrà per equazione 

a — a \ a — a / 


ed incontrerà la PM, condotta per I’ parallelamente ad OA, c clic 
ha per equazione y — y 0 =a\x — x 0 ) in un punto M,di cui le coor- 
dinate sono 


2y„— 


(a+a')y—2aa'x 0 


a — a 


a — a 


Or il punto M, deve, secondo la nominata costruzione, appar- 
tenere alla polare OM, quindi cotcstc coordinate dovranno soddis- 
fare la (36) supposta equazione di OM; e però.sostituendo, avremo 

!: _ V— ax o 
Vo-a-to 

e ponendo questo valore nella stessa (36), avremo finalmente 
(37) (y 0 —a'x 0 ) (y— ax)+(y— ax u ) ,y—a'x)=o 

per l’equazione della surriferita polare, quando il punto d’incon- 
tro delle due rette si prenda per origine. 

364. Clic se quest’origine si supponga dovunque posta, c si 
dinotino con X, Y le coordinate del punto d’incontro delle due 
rette, si passerà a quest'ipotesi generale, ponendo (8, 1 14) x — X, 
y—Y; x a — X, y — Fin luogo di x, y, x 0 , y a nelle (37), e s’avrà 

nqx I [: V Y-a'{x-X ] [y~ 1 -o(x-X)] -+- 
( [y,~ Y-a (*.— Xjj [y- Y—a'(x—X ] = o 
per equazione della polare d'un punto [x 0 , y 0 ), rispetto a due rette 
(39) y — Y=a{x — X), y — Y=a'{x — X), 

le quali $ incontrano nel punto (X, 1), e rispetto a qualunque si- 
stema di assi obbliqui 

365. Formole dell'area d'cn triangolo o d'cn poligono. — 
Problema. — Date le coordinate di tre punti, trovare l'espres- 
sione dell’arca del triangolo da essi formato. 

24 


Digìtized by Google 



178 ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA 

Sicno M, (x,, y,), M, (x, , y,). M,(x,, y,) i tre punti dati ri- 
spetto a un qualunque sistema di assi, il cui angolo sia 0. Si pren- 
da per base del triangolo il lato 

(10) MjM.^'x, — x,)V l-Hwiì-t-'im.cosO, 

essendo m t il coefficiente angolare dell'equazione della retta clic 
passa pc' punti AI,, AI a , la qual’equazione ò 


( 11 ) 


y— x "- 


Secondo questa supposizione, l’altezza del triangolo sarà la lun- 
ghezza della perpendicolare abbassata dal punto M, sulla retta (11), 
e però la detta altezza è espressa (83, n.° 271) da 


(42) 




±4 


y/ l-|-»i*+2m I cosO 
laonde, moltiplicando quest’espressione per la metà della (10), ri- 
mettendo nel risultamento in luogo di m, il suo valore, e chia- 
mando s la superficie del triangolo, otterremo 

(13) s— ±-^[(x 1 -x,)(y i -y 1 )-(y 1 -yJ(x s -x 1 )]scn<> 

i », 

1 x, y a senO. 

1 V 

366. Se gli assi sono rettangolari, 0=90°, e quindi risulta 

1 x, y, 

(14) *=± ì ((x 1 -x,)(y,-y I )-(y I -yJ(x,-x 1 )]=±4- 1 ». 

* x, y»| 

367. Osservazione. — Se i tre punti dati sono per dritto, al- 
lora la superficie s=o, e quindi, divenendo nullo il secondo mem- 
bro della (43), ricadiamo sulla condizione già trovata nel n.° 287. 

368. Problema — Date le equazioni di tre rette, trovare l'espres- 
sione del triangolo da esse formato. 

Sieno 

y=m,x-t-n I ; y=m t x-\-n, ; y=m,X-4-n, 
le equazioni delle tre rette date; e dinotando con AI, , Al a , AI, i 
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punti d'intersezione della prima con la seconda c con la terza, c 
della seconda con la terza, essi avranno le seguenti coordinate. 


M,.. 



y 4 = 

m n,m. 

. . x t = 

tn a — m g 

m % — m, 

M a . . 


n,— n, 


m l n s —n l m t 

. . x„= 

tn s —m l 

y» = 

m,—m l 

M,.. 

• . x,= 

n t —n m 


tn.n,— n t m s . 

«i # — m # 

Vi= 

ni,— ro. 


e però sostituendo queste espressioni nella formola (43), avremo 
l’espressione dimandata, che sarà: 


m-m, n,— » a m,n,— njn, 
m—m, n.—n, m.n.—n.m 




scnO 




Ora questo determinate è il reciproco dell’altro 

1 m, n, 

(43) 


1 m, n % 
1 m, n. 


f=D, 


e perciò eguale al quadrato di questo secondo determinante (n. # 
C13, E. d’A.), quindi lilialmente la chiesta espressione sarà 


(4G) 





D’scnO 

(rn, — m,)(m, — — m,) 


369. Osservazione. — Se le tre rette concorrono in un mede- 
simo punto, non vi sarà più triangolo, o vero sarà s=o, e quindi 
ancora D= o; questa condizione è quella trovata nel n.° 289. 

370. Problema. — Date le coordinale de' vertici d'un poligono, 
trovarne la superficie. 

Dinotiamo con x k , y k le coordinate del vertice M*; supponia- 
mo preso dovunque nell’interno del poligono un punto O(.r 0 , y 0 ) e 
intendiamolo congiunto con i vertici M lt M„.., M n _„ M„: avre- 
mo cosi n triangoli OM.M,, ecc., che presi insieme formano la su- 
perfìcie S del dato poligono. Ora in virtù delle formolo (43) 
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OM,M,= ± ~ [(x-xJUo-iy-yJXo-iXi'J* - ] seno, 

OM,M,= ± ì [(a: t -a; i )y ( ,-(y,-y s )T 0 -(x 1 y J - y,x,) ] senO, 

OM b M,= ±i- « 0 -(a; n y I -y B a; I )]senO, 

quindi addizionando avremo per la chiesta espressione: 

(47) S= ± — [foy.-y.x,) -hfoy ,-y»*.) + • • -+- (ar n y .-y n a:,)]sen0 

=± T [(»■ — ■+■ (V. — y>,-t K*#_ — tf,)]sen® 

=± J [(*.— «Jy.-K*,— B,)y,+“+( x z— ^«-O^jsenO. 

371. Cotcste formole possonsi compendiosamente scrivere 

(48) S= ± t senO^,’ (y^**,— *»_,&+,) 

= ±4-sen0^ r ';y t _ 1 — y k+ ,)x k =±t sen0 ^ 1 ( jr ^«“ x *-^** 

badando però che nello sviluppare, c dare a k tutti i valori interi 
da k— 1 sino a/:=n,si deve cambiare l'indice zero (che si ha per 
ft=l)nell’indice n,e l'indice n-t-1 (che si ha per /;=n) nell’indice 1 . 

372. Osservazione. — L'area del poligono è nulla, se tutti i 
vertici stanno in una retta; supponendo che questa retta passi 
per l’origine, e abbia per ciò per equazione y=mx , dev' essere 
y k+l —mx k+I , y A ._ I =»i.r fc _ I ; quindi la seconda (48) diviene 

(W) 2" (**-i — x k-¥iì x k = 0. 

Che se la retta data è parallela all’asse delle ascisse, c però ha 
un’equazione della forma y=ò, sarà y i =A, e la terza (48) darà 



c l'uva o l’allra di queste forinole contiene le condizioni perchè n 
punti siano sopra una medesima retta. 

373. Problema. — Date le equazioni de' lalidiunpolitjono, tro- 
varne l'area. 

Sicno 

(51) y = 1 »^+»*, y=m a x+n t y=m n x+n n 
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le equazioni degli n lati consecutivi M,M,, M,M, , . . . , MJM, . 
Rappresenti M k un vertice qualunque , c consideriamo i tre con- 
secutivi vertici M*_,, M t , 31 4+J . Il primo, intersezione delle due 
rette , y=m lt _ I x+n ;k _ I , avrà per coordinate 


*•*-,= 


'"ì-i 


!/*-,= 


nu 


-rhjn 




-vi 


k—i 


Analogamente il vertice M A avrà per coordinate 


(53) 


/j. 


Vk- 


m k _ji K —n kl m k 

m k-i — m k 


E finalmente il vertice M l+1 , intersezione delle due rette y= 
m k x+n k , y=Hi t+J .z-H»* +1 , avrà per coordinate 


m,. — m 


*■+- 1 


'A. 


_ M1 t" k~,—"k»h+, 
laonde, in virtù di queste formole, le (48) divengono 


(52i± irt s =X, 


(m jk _,-f« 4 _ I )(m k _,-m 4 )(m Jk -m t+1 ) 

j (»<-,— Wt-JH"*--”**»»-.) ( 

( m *-i) m*j (>»*-»«* + ,) ] 




> IWl 

— T-'J I 




^"(jn^,-m l _ l )(n t+ i— «i)-(»n*— »u +I )(n*_,-ml^ , 

— ^ (*»*_,»! t — »*_,»»*)■ 


Ciascuna di coleste formole risolve il problema, nel caso clic 
gli assi sono ad angolo 0; e quando sono rettangolari, sen 0=1. 

374. Osservazione. — La superficie del poligono sarà nulla, 
se per qualunque valore intero di 4 da 1 ad », abbia luogo una 
delle eguaglianze seguenti: 


=»*-x*»* 


(m jt -m i ^ 1 )(m 4 ..,n t _ I -n 4 _,m i _ J )=(m i ^ 1 -m i _ 1 )(m t n l . +1 -rHmt +I ) 
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delle quali le prime due indicano che tulli i lati passano per imo 
stesso punto , e le altre due esprimono che tutti i vertici sono 
in una stessa retta, parallela all'asse delle x nel primo caso, e a 
quello delle y nel secondo. 

375. La detta supcrGcie poi sarà infinita se tn k =m k+J po' me- 
desimi valori di k come sopra, il che vuol dire che tutti i lati del 
poligono sono tra loro paralleli. 

Per altro quest'ultima equazione non devesi necessariamente 
verificare per tutti gl’indicati valori di k, perchè basta che vi sic- 
no nel poligono tre lati paralleli , perchè il poligono resti aperto 
e la sua superficie sia infinita. 

ARTICOLO V. 

Equazioni e formolo «l'un» retta, In coordinate tri lineari 
e triangolari. 

37G. Dinotando con A il trinomio Ax+Uy+C , c con a I' al- 
tro a;cosa-t-ysena — p, ciascuna delle equazioni compendiate 
(1) A= o, (2; a=o , 

riferita a coordinate ortogonali rappresenta una retta. II simbolo 
a che nella (2) dinota l'angolo formalo col primo asse dalla per- 
pendicolare menata dall'origine sulla stessa retta (2) (n.°229) si 
ritiene ora per rappresentar la lunghezza della perpendicolare me- 
nala dal punto ( x,y ) sulla retta a=o; e l'altro A moltiplicato per 
(seno): A, essendo o l'angolo che la retta (1) fa col primo asse po- 
sitivo , rappresenta benanche la lunghezza della perpendicolare 
menata dal punto (x, y) sulla retta (1) (n. ! 271 c 278). 

377. Abbiam pur veduto che se p è un coefficiente costante, c 
a= o, £=o sono le equazioni di due rette Alt , AS (fig. n.° 351) 

(3) a — pg=o 

rappresenta una terza retta , che passa pel punto d’ intersezione 
delle due a=o, (3=o; e le distanze d’un punto qualunque M di que- 
sta terza retta dalle due date , sono tra loro nel rapporto rap- 
presentato dalla costante p ; per modo che si ha 

(4) p=MR : MS (n.° 353). 

Questa costante inoltre è positiva o negativa, secondo che la 
retta AM cade ncl.’jngolo delle rette o nel supplemento. 
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378. Se (t=l, l'equazione (3) diviene a— (2=o, e questa & 
quella della bimjanle l'angolo delle due rette a=o, — o ; se poi 
l 1 ^ li la (3) diviene a-(-p=o, e quest’equazione è quella del- 
la biseganle l'angolo supplemento di quello delle stesse rette. 

379. Se a=o è la retta OA, e £=o la OA' (Dg. n.° 326) , lo 
due equazioni a — p£=o, a — p.'[2=o rappresenteranno due nuo- 
ve rette OP, OP'; e menata una trasversale qualunque AA', il 
rapporto p : p' è (enarmonico de’ quattro punti A,A',P,P' f o delle 
quattro rette del fascio 0. Quindi le quattro equazioni 

(S) a=o, (2=o, a — p(2=o, a — p'(2=o, 

insieme prese, rappresentano un fascio anarmonico, c le altre 
(^) ^ — o, (2 — o, o — p(2 — o, O— p3 . o 

un fascio armonico (n. 334). 

380. Abbiansi due rette OA 'a=o), OR (g=o), c quattro al- 

, j . tre rette OK, OL, OM.ON, che abbiano per 

— \k ) b/ _m/ ^ ^ rispettive equazioni a — AJ=o, a — l(2=o. 
Vi / // N a — « 1 ( 2 = 0 , a — n|2=o. 

Sieno inoltre BN una parallela ad OA; 

A P< P ' i P n • P m le perpendicolari menate ri- 
spettivamente dai punti K, L, M, N sulla OB; e q, quelle abbas- 
sate dai medesimi punti su OA; avremo primamente 

q=pk=p’l=p"m=p" r n ; 

quindi, essendo le KB, LB, MB, NB in un medesimo rapporto 
con le perpendicolari p, p', p", p'", dinotando con r questo rap- 
porto, avrem pure 

qr=A.KB=/.LB=m.MB=n.NB ; 

lk=2!M, in= E£J!) MN= g^> tMK= ^”-*), 

Ai In mn km 

e però il rapporto anarmonico (LN:MN): (LK:MK) del fascio 
delle quattro rette 

| OM. . . a — m(2=o, ON. . . a — np=o, 
l OK. . . a — A(2 =o, OL. . . a — !{2=o, sarà espresso da 
l—n ì—k 
^ m — n ' m — k 


1 * v ” v 

! OM. . . a — m(2=o, 

( OK. , . a — k$ =o, 
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381. Poste le precedenti dichiarazioni, poniamo clic 

,q-, lL=Ax+By+C=o, M—A'x+B'y+C—o, 

1 ' \ X=A”x+inj+C=o, 

sieno le equazioni di tre rette date clic non passano per uno stes- 
so punto; dico che qualunque altra retta può essere rappresen- 
tata da un' equazione omogenea della forma 


(10) lL+mM-\-nX=o, 

essendo l, m, n, quantità costanti, convenientemente determina- 
te. E per vero, sia ax+by+c=x) l'equazione d’una quarta retta: 
volendo identificare quest’equazione con la 10 ), dopo avervi ri- 
messo per L, M, Ni valori (9), bisognerà porre le eguaglianze 

lA+mA' -\-nA' r =a, lB+mB'+nB"=b, lC+mC'+nC r =c, 

e queste daran sempre valori determinati per le tre costanti i, m, 
n; imperocché non passando le tre rette date per un medesimo 
punto, il determinante di queste equazioni non è nullo (n.°291). 

Egualmente si pruova che se le equazioni di tre rette sono rap- 
presentate simbolicamente da a=o, £=o, \—o ; ogn altra retta, 
riferita a queste tre rette date di posizione, può 
essere rappresentata da un'equazione della forma la+m^4-nY=o. 

382. In questo modo la posizione d'una retta vien fissata col 
riferirla a tre rette date, clic forman sempre un triangolo, chia- 
mato fondamentale dal Mòbics, che l’usò il primo; noi, d'ac- 
cordo col prof. Bellavitis, crederemmo chiamarlo triangolo 
delle coordinale, o semplicemente triangolo coordina- 
lo, per analogia col sistema di coordinate; c chiamare assi le 
tre rette date a=o, $—o, 7 = 0 . 

383. Pertanto, supposto dato questo triangolo coordinato c da- 
ta nel tempo stesso l'equazione 

(11) la.+m?+ni=o, 
in cui l,m, 11 rappresentano quantità da- 
te, si può assegnare la posizione della 
retta corrispondente a cotesta equazio- 
ne, osservando che il punto P, comune 
alla retta ( 11 ) c all'asse a=o, è quello 
le cui coordinale soddisfanno Poteste equazioni a un tempo; c pe- 



ì 

a 

» 

t 

1 

1 

1 

i 

1 

i 
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ri», per avere cotesto ponto, converrà |)orre a— o nella (il), la 
quale per ciò darà »n§H-nf=o. e quest'equazione indicherà che il 
punto richiesto è su questa terza retta, la quale passa pel punto 
(P=o, Y=°) e( l è situata, rispetto a queste due rette y=o, (J=o, 
in guisa che, indipendentemente dal segno , sen PAR : scnPAC : : 
m:n {n. # 353). Pertanto, menando per A una retta che soddi- 
sfaccia questa proporzione, il punto P in cui andrà ad incontrare 
la retta a=o, sarà un punto della retta (14). 

Col medesimo ragionamento si prova che il punto Q, in cui la 
retta (11) incontra l'asse g=o, è simbolicamente espresso dalle 
due equazioni simultanee f=o, /a-t-«Y=o, e si determina geo- 
metricamente menaudo per B una retta che soddisfaccia alla pro- 
porzione senQRA:senQBC : : I : n. E finalmente il punto R , in cui 
la (11) incontra l’asse y=o, è simbolicamente espresso dalle due 
equazioni simultanee y=o, l«-t-m^=o, e geometricamente si as- 
segna, menaudo per C una retta che soddisfaccia alla proporzio- 
ne senRCA:senRCB : : l:m. 

384. Osservazione. — Avendosi le uguaglianze 

senPAB »» senQBC « senRCA l 

senPAC n ' senQRA ~ l ’ senltCB m ’ 

moltiplicandole, avremo, nel («angolo ABC, la relazione 
senPAB senQBC senRCA 
senPAC senQBA senltCB ’ 

che ha luogo, se i tre punti P,Q, R sono per dritto. 

385. Per un dato punto M della retta (11) le tre quantità a, {3, y 
hanno un valore determinato, essendo le tre distarne del punto M 
dai tre lati del triangolo coordinalo. Or queste tre distanze sono 
state chiamate coordinate del punto; c per distinguerle dalle 
cartesiane si sono denominate Ir il ine ari. 

386. È da osservare intanto che per avere un determinalo punto 
nel piano del triangolo coordinato ABC non si 
possono arbitrariamente prender tutte c tre le 
coordinate x, p, y; ma due qualunque di esse 
sono sufficienti, e la terza è una conseguenza 
delle altre due: in effetto, date a c (5, si mena 
una retta FC parallela a BC (a=o) e distante 

25 
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da questa per una quantità eguale ad a; e una seconda retta HI 
parallela ad AC (p=o), distante da questa per una quantità eguale 
a J5; il punto richiesto sara così determinato dall'intersezione del- 
le due rette FG, HI, e la sua terza coordinata y sarà la My, che 
risulta dall’indicata costruzione, e perciò non è arbitraria.Laonde 
fra le coordinale trilincari a, p, y deve esistere una relazione, perchi 
corrispondano ad un solo c medesimo punto. 

Questa relazione agevolmente si trova, osservando che se di- 
notiamo con a, b, c le lunghezze de’ lati del triangolo coordinato, 
i quali si trovano rispettivamente sugli assi o=o, g=o, y=o, i 
tre prodotti act, b$, cy rappresentano rispettivamente i doppi delle 
aree dei triangoli formali congiungendo il punto M coi tre ver- 
tici del triangolo coordinato; e però la somma algebrica di quei 
prodotti dev’essere uguale al doppio del triangolo ABC; imper- 
ciocché a questo triangolo è uguale la somma algebrica de’ tre 
triangoli parziali MBC, MAC, MAB, sia che il punto M cada den- 
tro del triangolo coordinato, sia fuori ; nel quale secondo caso 
una delle coordinate», (3, y avrà segno negativo (n.® 275) Pertan- 
to, ponendo tri. ABC=a, la chiesta relazione è 

(12) fla-+-à?4-CY=2A. 

387. Ora è agevole determinartele coordinate (J3, , ■*,); (a,, y,): 
(a,, (3.) de' tre punti P, Q, R in cui la retta incontra rispettiva- 
mente i tre assi a=o, (3=o, y=o* In effetti le tre coordinate zero, 
(3, c y, del punto P devono soddisfare l'equazione (11) della retta 
e la condizione (12), quindi avremo 


(fr) 




P.= 


2ua 

bn—cm 


bp.-t-CY,— 2a, da cui si trae 
2 ma 

" bn—cm 


E con lo stesso ragionamento si trova 


(«Y) 

2n\ 


2/ A 

* an—cl 

Y.= - 

an — et 

(«P) 

2 ma 

P.= - 

2/a 

*•= rr* 

am—bl 

am—bl 

388. Ponendo 



(13) aa= 

=2.MBC=2x.A, 

:2.MCA= 

-2l /.A; «y=2.MAB: 
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l'equazione (12) diviene semplicemente 

(14) x+y~hz= i. 

Ora queste nuove quantità x, y, z possono essere sostituite alle 
tre coordinate primitive a, £, f, imperocché, date quelle, queste 
saran conosciute mercè le relazioni (13), che dàn pure 


^ÀBC’ * = 


e l'equazione (il) della retta diviene 

— X+- y-h ~ z=o, 0 (16; te-t-my+nz=o , 

ponendo per semplicità I, m, n, in luogo di ~ , —• , —• 

Pertanto , seguendo l’uso , chiameremo questi valori x, y, s 
c 0 or dinate triangolari del punto M, tenendo presente 
nelle applicazioni che tra esse vi è la relazione (14) ; e parago- 
nando i coefficienti della ( 11 ) con quelli della (16) si scorge che 
per passare dall' equazione <f una retta in coordinate trili- 
neari a quella della stessa retta in coordinate triango- 
lari, basta scrivere nella prima la, mb, tic in luogo di I, m, ti, 
e poi mutare aa, b$, C 7 in x, y, z. 

389. Osservazione. — Essendo dati i valori algebrici di x, y, z, 
proprii a soddisfare l’equazione (14) sarà facile determinare il cor- 
rispondente punto M; imperocché si tratterà di trovare un punto, 
nel piano dei triangolo ABC, tale che i triangoli parziali MBC, 
MCA, MAB, avessero dati rapporti col triangolo ABC ; e questo 
problema si può sempre risolvere. Cosi, poniamo esempio che sia 
x=o,5; y=l,5 e quindi z= — 1: sarà MBC=o,5.ABC, MCA= 
1,5. ABC, ed MAB=ABC, e quest’ ultimo triangolo , per esser s 
C negativa, deve avere il vertice M oppo- 

jt/|\p sto al vertice C, rispetto alla base AB. 

A//f\V Ora i triangoli deila medesima base stan- 

no tra loro come le altezze, quindi, mc- 
~ v -.. nate dai vertici A, B,C le perpendicolari 
\ /E \p, BQ, CU su i lati rispettivamente op- 

I posti, si taglierà PD^-j-AP.QK^-^-BQ , 
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RF=CR ; indi da’ tre punti D, E, F si meneranno la rette DM , 
EM, F'M parallele rispettivamente a BC, AC, AB, e quelle paral- 
lele andranno ad incontrarsi in un medesimo punto M, che sarà 
quello che si voleva assegnare. 

Si noti non esser necessario costruire tutte tre le altezze PD, 
QE, RF, ma solo due di esse. 

390. La relazione (12) giova per rendere omogenea un'equa- 
zione che attualmente non la sia; imperocché, supposto, p.e., che 
s’abbia l'equazione non omogenea a=i, si potrà moltiplicare que- 
st’equazione per l'identità (12) 2A=aa.-t-b$-hcy, e verrà 2aa= 
4(aa-t-fc£+qf), o vero (4a — 2i)a-t— 1 iò£-f-4r/=o, equazione omo- 
genea rispetto alle a, y. 

391. Poste le precedenti dichiarazioni passiamo a trovare, ri- 

spetto a questi nuovi generi di coordinate, le formole che si ri- 
feriscono ad una retta; e supponiamo primamente che si voglia, 
in coordinate trilineari, l’equazione della retta obbligata a passare 
per impunto (a 1 , y'). 

Dinotando con a, (2, y le coordinate d'uu punto qualunque, l’e- 
quazione della retta, in generale, è 

(11) la.+m$+ny=o, 

e se deve passare pel punto (a\ p', y') la sua equazione dovendo 
essere verilìcata ponendo a= a, £=£', y=y\ sarà 

(17) !(a— a')+m(? — P')-* _n (T Tf')= °- 

392. Volendo rendere quest’equazione omogenea rispetto ad 
a, (2, y, basterà osservare che, in virtù della (12), essa può essere 
scritta nella seguente forma omogenea 

/a’-t-wiS’-t-wY’ 

(18 ; <eH-mg-Mif= — (aa-hb$+cy). 

333. In coordinale triangolari, l’equazione della retta che passa 
pel punto (x' t y', z'), sarà 

( 1 9; l(x—x') -I- m (y — y') -t-« [z — z')=o, 

poiché Io stesso ragionamento del n.° 391 s’applica all’cquazio- 
ue (Iti) che rappresenta la retta in coordinate triangolari. 

394. Trovare, in coordinate trilineari, l'equazione della retta che 
pana per due punti dali. 
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Sieno (a', y') , (a", y, 7") i punti dati. L’ equazione d' una 

retta qualunque è della forma (11) 

(r) lz-hm$+ny=Q, 

e se questa deve passare pe’due punti (a 1 . y'), (a", y , y") de- 

vonsi avere le due condizioni 

/a'-t-nig'-t-»ìY'=o h.”~\~my -hay"—--o, 

dalle quali si possono cavare i valori di l:n, min , che sostituiti 
nella (r) dònno 

( 20 ) tfy”—yy)a+{y'a r -aiy)V+(ay-pa' , )y=o. 

395. In coordinate triangolari l’ equazione della retta che passa 
pe' due punti ( x ' , y', z'), ( x ", y", z") è 

(21) (y l z"--zY)x+(z , x*-x'z")y+ [ xy-y'x'')z=o. . 

390. Trovare , in coordinate Ir (lineari , l’ equazione della retta 

che ]>assa per due punti , ciascuno de’ quali <• l' intersezione di due 
rette date. 

Sieno (ka — £=o, la — y=o) le equazioni del primo punto e 
(A'a — £=o,/'a — Tr^o) quelle del secondo. L’ equazione d'uria retta 
clic passa pel primo punto avrò la forma Aa— £ — [*(/« — y) =o , 
e quella d’ una retta che passa pel secondo punto sarò della forma 
k'a — £ — \i'(l' a — y)— o; e perchè queste due rette non sieno che 
una, è d’uopo che coleste equazioni sieno identiche, il che richie- 
de che sia k—yl=k' — jji'/', jx— da cui jz=ji'=(ft' — A): (/' — I) , 
e quindi , sostituendo in una qualunque delle due precedenti 
equazioni, s' avrò per 1* equazione richiesta 

(22) (W — lk')a-h (/—!';? 4- (k'—k)y—o. 

397. Volendo l’analoga equazione in coordinate triangolari, por- 
remo nella (22) la. Va, e ka, k'a in luogo di /, /' e li.k' (n.° 388), c 
quindi aa~2xs, J=2ip, y^=2zi, e si ò per la chiesta equazione 

(23) (kl'-lk')x-h(l—l')y+(k , —k)z—o. 

398. Trovare le coordinate del punto d’ intersezione di due rette 

(24) la-t-m^-t-nY=o, l'a-|-m'{5-t-n'Y=o. 

\ 

Nel punto d’ intersezione le coordinate a, (3, y devono avere lo 
stesso valore , e inoltre devono soddisfare la nota equazione (t2) 

25’ 
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aa+bfi+cy= 2 \; quindi, eliminando fra queste tre equazioni , 
avremo per le chieste coordinate 


(25) 


Jrilf . f= ?Hì . T= • ove /,= 


e le espressioni |mn'|, , |0n’| sono i tre minori di 

delle due ultime orizzontali del determinante P. 

Le rette (24) saranno parallele , se le coordinate a, 
infinite, il che richiede che sia 


a b c 
l in n , 
tm'n' 

2.° ordine 

g , y sono 


(26) 


a b c 


sciiti seni? senC 

l m n 

—0; 0 pure 

1 m n 

/' in 1 n’ 


V m' 11' 


poiché a:6:c::sen/t:sen]?:scnf. 

399. Se la seconda delle rette date (24) è uno degli assi coor- 
dinati, e supponiamo il 7=0, allora dovendo essere l'=m =0, n'—l , 
la condizione (26) sviluppata, diviene, ani — W=o, 0 vero ì:m::a:b ; 
e però questa è la condizione perchè la rolla la-hm^-hny—O sia 
parallela all'asse 1=0, o vero incontri quest asse a distanza infi- 
nita. Quindi, perchè incontri lutti e tre gli assi a distanza infini- 
ta , è d‘ uopo che sia l:m:n::a:6:c::sen^l:seiiB:senC ; c però , in , 
v irtii di queste relazioni, l'equazione la.-t-in$-\-ny=o prende una 
delle due forme 


(27) aa-hb^+cy=o, asen^-+-fscn/1-|-TsenC=o, 


ciascuna delle quali rappresenta una retta a IT infinito. 

400. Se le coordinale sono triangolari, basterà porre nelle (25) 
la, mb, nc in luogo di /, m, n, e 2xa, 2j/a, 2za iu luogo di aa , 
cy; in questo modo avremo 

Itili 


( 28 ) 





dove P’~ 


l m n • 
V m' 11 


Pertanto, mercè queste formule si calcoleranno le coordinate 
triangolari del punto d’ intersezione delle due rette 

(0 fjc+iny+ns=o , l'x-Hn'y-{-n'z=o. 
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Se queste rette devono essere parallele è d'uopo che le coordi- 
nate x, ij, z sieno infinite, il che à luogo quando s’ abbia P'—o, 
o vero 

111 

l m n -=o. 

V tri n' 

E ragionando come al n.° 399 , si trova che , in coordinale 
triangolari, l'equazione della retta posta all’ infinito è 

(30j tT+j/'f' 3 — o . 

VOI. Osservazione. — Volendo soltanto indicare che le due 
rette (24) si tagliano, senza tener conto della condizione (12,) ba- 
sterà risolvere le (24) rispetto ai rapporti a:f , (L? c s’ avrà 

a _ _ X 

VI" 


(31) 


l mn ì Kl 

Parimente, se le equazioni delle rette sono le (r'), si à 
x y z 

"ìwT 


(32) 


l«l'| 

402. Trovare t equazione della retta parallela a una retta data 

(r) loH-m(5-t-nY=o. 

La retta cercata deve incontrare questa data in un punto posto 
all' infinito: questo punto dunque è comune alla retta data e alla 
retta posta all' infinito, la quale à per equazione (27,399) 
a<x+b r p -hr(=o, o pure aseml-f-psenB-t-YsenC=o ; 
quindi , dinotando con k un coefficiente arbitrario , l' equazione 
richiesta sarà uua delle due 

la.+nì$-t-ni—k(aa+b$-\-c-{), 
la-\-m$-i-ni=li(asenA+$ < icnV+'(scnC;. 

403. Se le coordinate sono triangolari, e l’equazione della retta 
data è lx-hmy-hnz=o , la sua parallela avrà un' equazione che 
si deduce dalle (33), cambiandovi l, m, n in la, mb, nc, e quindi 
sostituendo 2xa, 2i/a, 2sa in luogo di aa, bp, cy, e si à 


(33) 


[ lx-t-mj- J rnz=k(x-hy+z), o pure 


(34) 


) Ix+my+nz—k ( 


/scn.4 


V « 


seni! senC 

-r»+-r 


0 
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404. Trovare T equazione della retta che passa per un punto 
(a', §', 7') e( l è parallela ail una retta data 

(r) la4-m§-+-n7=o. 

Perchè la retta richiesta sia parallela a questa (r), la sua equa- 
zione deve aver la forma fa-t-m§-Hi7=A\aa-t-ft§-ì-C7) (n.° 402) , 
e perchè inoltre passi pel punto (a', §', V) dev’essere 

/a'-f-mg'-+-wY'=k(aa' -t-ft§'-f-c7') ; 
laonde, eliminando k dalla precedente equazione, mercè quest’ul- 
tima condizione, avremo per 1’ equazione cercata 


(35) 


/a+mJJ-t-nY aoH-ftg-Hnf 

t-«T' aa'-t-ft§'-t-C7' 


Ragionando similmeute sulla seconda (33) troveremo che I’ c 
quazionc richiesta può avere ancora la forma seguente : 

ftz-t-m§-Hi7 ascri/l-(-pscnB-t-Y senC 

la' -r-mp -+-n' { a'senA-t-§'sen/i-4-7'senC 


Se il punto (a', §', 7') è uno de’vcrtici del triangolo coordinato, 
c poniamo sia quello de’ due lati §=0,7=0, dovrà essere §'=o, 
7=0, c la (35) diviene 


(37) (am— 6f;§-t-(an — et) 7=0. 

405 . Se le coordinale sono triangolari, facendo sulle (35) e (30) 
le solite trasformazioni come al 11. 0 403, si troverà che l’equa- 
zione della retta che passa pel punto [x , y', z') ed è parallela alla 
retta /x-Hny-t-ns= 0, può avere una delle due forme seguenti : 


(38) 


Ix-f-my -t-nz x -+-y -hz 


sen/1 senR senC 

x-i j— y-i — : 

afte 


/x'+my'-t-ns' x'-t-y'-t- 




senA , 

x'-f 

a 


sen II 


y-+- 


senC 


406. Trovare gli angoli che una retta, condotta per uno diver- 
tici del triangolo coordinalo, fa con ciascuno de' lati adiacenti. 

Passi la retta pel vertice A (§=7=0) ; la sua equazione avrà 
la forma p§=v7; e chiamando 0 l’angolo che essa fa con la bisct- 

SCIll'd— f— Oì R 

trice di A , avremo (n.° 383; 4-; — -=- ; d’onde 

1 ' SCUCIA— 0) v 
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(39) 


lanO^= ~~ tanJA ; tan(jA-t-0)= 
tan(JA — 6): 



, g-i-vcosA 

c le ultime di queste forinole risolvono il proposto problema. 

407. Trovare i angolo di due rette 

(r) laH-m£-Hif=o , (r') l'a+m'^+n'Y=o. 

Conducendo pel vertice A (P=y=o) del tri. coor. due rette 
parallele rispettivamente alle date, l’angolo di queste rette sarà 
eguale a quello di dette parallele, che anno per equazioni 
(a) (ani — bl)p-\-(an — cl)y=o, (am' — bl')$-h(an’ — c/')y=o, (37,404) 
e chiamando 0, 0' gli angoli che queste rette fanno rispettiva- 
mente con la Insegante dell’ ang. A, avremo , per la prima (39) 


tan9= 


(am — blV-ian — ci ) 


w 


tanS'= 


tan|A , 
tanJA. 


(am — bl) — (an — cl) 

(am' — bl':-h{an' — ri') 

\am—bl')—(an'—cl') 

Ora, se le due rette si trovano da una stessa parte della bi- 
segante , il loro angolo — 0' ; e se trovatisi in parti opposte 
X= 0 - 4 - 0 '; ma convenendo di considerare di segni opposti due an- 
goli formati con la stessa retta da due altre , che rispetto alla 
prima si trovano in parti opposte , anche in tal caso X=0— 0' ; 
quindi è sempre 

, ,, tanO — tan6' 

tanX^=tan(6 — 0)= 


1+tanOlanO' 


e sostituendo i valori (0) si à 


[fan — cl)(am' — bl') — (am — Wj (an — c/'jjsenA 

tauX= — — • 

i (am—bl)(am' — W')-t-(an — cl)(an' — cl') i 

/ — [(am— 6J)(an' — cl' )+(an—cl)(am' — M')]cos.4 j ■ 
eseguendo le moltiplicazioni, il numeratore può scriversi cosi: 
(nm 1 — mn')a*senA+(in' — nJ')aàsenA-t-(wi/' — /m'jacscnA, o pure 
a'[(nm' — mn'jseuA-+-(/n' — ni)scali-h(nd' — im')sen6’], 
e similmente il denominatore può essere cosi ordinato: 

4 -c’ — 26ccosA)-t-(mm'-t-nn')a* — (mn'-t-mn')aVos.i 
— (ln'-\-nl')a(c— òeosA)— (lm'-\-ml')a(b— ccosA) ; 
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e poiché ft'-t-c*— 2bccosA~a* , c— bco$A=acusB , b — ccos-4= 
acosC, così il detto denominatore diviene 
«’[//'+mm'+nn' — (mn'-i-nm')cosA—(ln'-\-nl')cosB—(lm'-\-ml’)cosC], 
e quindi sostituendo, avremo finalmente 


(40) tanX ^ >>m — mn ')* en A-t-(ln' — nl')senB-h(tnl' — fm')sen<7 

/f+mm'+im'— (mn'-l-mn')cos^— (In— nl’)cosB— (tm'-t-ml')cosC 
Se le rette sono parallele, tanXr=o , e si ricade sulla (2 fi) ; e se 
sono perpendicolari, tauX=oo , cioè 


fili ^ W'-t-mm'-f-n»'— (»m'-t-nm')cos4 — (ln'-\-nl')cosB 

\ — (/m'-f-m/')cosC=o. 

408. Se le coordinate sono triangolari , fatte le solite sostitu- 
zioni , c posti invece de’ coseni le loro espressioni in funzione 
de’ tre lati, la (41) assume l’una o l‘ altra delle forme seguenti: 

('42ì J 2a’«'+26’mm'4-2c*»m' — (ò’-t-c* — a')(mn +nm) | _ 

1 “ j I— (a*-+-c*-6*)(fn'4-n/')-~(a*+6 , -c')(lm'+m/') j = °’ 

' a*[(I -m)(/'-n')4-(f -«)(!' _m')] . 

(43) | -H6*[(w— n)(m' — V ) +(tn—l )(m'— n')) o. 

< -+-£"[(« — l )(»' — — m)(»' — f)] ) 

409, Se la retta (r') è il lato a.—o , l'= 1 , m — n — o ; se è il 
lato p=o, l'=n’= o, »n'=l; e se è il Iato y=o, I'=m — o, n=l; 
sì che, dinotando con p, q, r i seni degli angoli che la retta (r) 
fa coi tre lati a=o, p— o, y=o, e ponendo per semplicità 

(44) Q*=l‘+m t +n* — HmcosC — 2/«cosjB — 2mncos.4 , 
ricaveremo dalla (40) , per una relazione trigonometrica (Trig., 
n.° 43). 

wiscnC — nsenZ? nseu.t — /senC 

P- q 9 = Q 

IsenB — msen.4 

r= 0 : 

indi per la nota relazione scn^x+cos’^^l, ricaviamo 

m — (ncos.4 — IcosC) 
^~Q ’ 

« — (IcosB — mcosJ) 

Q " 


( l— (mcosC-f-ncos/?) 
l p ‘= C> ,qr - 
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essendo p ,, q,, r, i coseni de' detti angoli che la (r) fa cogli assi. 

410. Essendo cscnB— 6senC,fsen.4=asenC, òsen.4— usanti, si 
può ron la prima di queste relazioni eliminare senC dalla prima 
(45); ron la seconda eliminare senC dalla seconda (45) ; e con la 
terza eliminare seni? dalla terza (43) ; indi dai risultamcnti eli- 
minare scn 11 e sen^l, mercè la nota relazione a/)senC=acsen/?— 
6csen4=2A, e s’ ottiene. 


(47) p=K(cm — bn), q—K^an — d), r=K[bl — am),o\cK=2à:abcQ. 

Moltiplicando queste formolo rispettivamente pera, b, c, o per 
/,m,n,e addizionando ogni volta i risultameli, s'ànno le relazioni 

(48) ap-y-bq-y-cr=o, lp-y-mq-y-nr=o. 

Similmente, moltiplicando la prima (47) per abm, la seconda 
per ben, la terza per ad, e addizionando i risultamcnti ; o pure 
moltiplicando la prima per b'I , la seconda per c*m , la terza per 
a’n, addizionando i risultamenti, e tenendo presenti le relazioni 

(49) a'-y-b* — c’=2abcosC, a'-y-c ' — b' , =2accosll, b’+c* — a*=2bccosA, 


si trovano le due seguenti formolo: 

( abmp-y-bcnq-y-calr= 

) Klabcp-y-m’+n*) — ca’lm — bc’ln- 


.50) 


- ab'mn ] ; 


j,l b'‘tp-y-c'mq-y-a t nr= 

' 1 A w [(2abcosC— a*)dm-h(2ac<:osB— c’.bln-t- (2bccosA— b’;amn]. 

Moltiplicando il quadrato della prima (47) per acos.4 , quello 
della seconda per beasti, e quello della terza per ccosC; addizio- 
nando i risultamenti e tenendo presenti le (44) e (49) , si trova: 

(52) ap'cosA-y-bq t cosIl-y-cr’cosC—K'Qa’bc—bi':abc , 

Finalmente essendo per le (47) 

p q r cpq-y-bpr-y-aqr 

cin—bn an — d W — am c(cm — bn}qA-b(bl — amjp-t-a.an — d)r 

sviluppando e tenendo presenti le (30). (51), (4-4). s’ ottiene: 

(53) cpq-y-bpr-x-aqr— — K'Qabr= — 4i*:a6c ; 
e paragonando questa formula alla (52), si deduce 

(34) ap'eosA +-bq*cos B-t-cr ’cos C— — (cpq-y-bpr-y-aqr,. 

411. Dalle prime due (47) si à 

p'-y-q*-y-2pqcosC= K'[{cm — òn)*4-(an— c/)*-t-2(m — hu)(an— c/)ecos<4]. 
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quindi , sviluppando, e tenendo presente che 

a=bcosC-+-coiB , 0— oeosC-f-ccos.l, c— (zcosff-t-fccos.4, si trova 
p*+<l*+2p<lcosC^K\)’c’=\±':fCb'==<ìcn'C. 

Quindi, poiché p c q sono gli angoli che la retta fu con gli assi 
o=o , (J=o , clic comprendono l' angolo C, scambiando q in r, e 
perciò C in li, o pure p in r, e quindi C in .4 , si à il seguente 
sistema di equazioni 


( 55 ) 


\p'-i-q'+2pqcosC-scn‘C, /> , 4 -r ,, -t- 2 pmisC=sen*/L 


* </ , +r'-(-2r/rcos.4=seif /l. 

412. Secondo le formolo (47) , le equazioni (a) delle parallele 
alle (r), (r'), condotte pel vertice A, divengono 

(5G) r(2 — 9 Y=o, r'(5 — </'f=o, 

c per queste rette la (43) diviene 

(qr’ — rq'ìsen.l 
qq'- 1 - rr'-\-[pr' +rq'}cosA 
questa nuova formola è molto commoda per calcolare l’angolo X, 
che è pur quello delle rette (r),(r') parallele alle (56), Ora essendo 
sen*X=tan’X: (l-t-tan*X) ; cos“X=l : (l-r-tan*X) , (Trig. n.° 43) 
sostituendo in queste formole il precedente valore di tan X, e te- 
nendo presente che per la terza (5 ’ò) 

q*-f-r*=scti".4 — 251 TOS. 4 , q' a -i-r'’=sen v /l — 2</'r'cos/l, si trae 


{lu) 


lanX= 


SCII /.= 


(or — rq 


' 1 * 


, cos /.= 


[qq 4- rr -t~ ' qr rq' )cos.4 ] ' . 


senM senM 

quindi, scambiando il q in p e perciò .1 in li , o pure r in p, e 
quindi .1 in C, si inno le seguenti equazioni continue: 


58) 


senX— 


qr' — rq' rp'—pr' qp'—pq' 


seu.4 


sen li 


senC 


cosX- 


( 3 ®) , 


qq' +rr' -i-iqr' -\-rq')cosA pp' -t-rr' -\-(pr' -t-rp'lcos li 
senM seii*« 

PP '•+- q r l' 4-' /n/'Vosf’ 
sen *f ’ 


Laonde, se le rette (r), (r') sono perpendicolari si à 
(00) qr' —rq'—wnA, rp' — pr'— sen//, qp' — pq'—scnC, 
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C6 1 ,( qq , +r r '+{qr'+fq')cosA=o, pp'-i-rr'+(pr'+rp')cosB=o , 
( pp'-t-qq'-+-(.qp'+pq')cosC=o. 

413. Ricavandosi dalle prime (60) e (Gl) i valori di q ed r' , 
col tener presente la terza (55), si ricava g'senA= — (r+gcos.4), 
r'sen^=(g-+-rcoSi4) ; quindi moltiplicando queste eguaglianze, e 
tenendo presente la stessa terza (55), si trova q'r‘= — (qr+cosA); 
e però con lo scambio sopra indicato, si trae da quest’ equazione 
il seguente sistema: 


(62) qr-^-q'r'=-~ cosi, pr+pY— — cosi?, pq+p'q'= — cosC. 


Quadrando poi la formula q'sen.4=: — (r-|-?cos.4), e tenendo 
presente la ripetuta relazione (55) s’ ottiene ^*-t-qr r *=l ; e col so- 
lito scambio, si à il seguente sistema: 

(63) p’+pV-H’-r'+r'^ 1. 

In line, per la (48), ap-hbq-—cr, ap'-hbq'= — cr', quindi mol- 
tiplicando queste relazioni, eliminando dal prodotto il binomio 
pq'+qp’, mercè la terza (61),e tenendo presente, che 6— acosC= 
ccosA, a — 6cosC=ccosH, si à la seguente notevole relazione 

(64) app'cosA-i-bqq’cosB-hcrr’co$C—o , 

per le due rette (r), (r') quando sono tra loro perpendicolari. 

414. Trovare l’equazione della disianza 5 fra due punti (a,(5,v); 

Dinotando con p,q,r i seni degli angoli che questa distanza fa 
coi tre assi a=o, p=o, f=o, avremo (n.° 255, ed E. A, n.° 389) 

« («-«')’ (g— gy (t-t’i* 

P‘ q’ r* 

_ o(a— a')*cos4-t-6 (P— ^‘cosBh-c^— T f')*cosC 
ap*cos A -t-èq'cosfl-her'cosf? 
quindi per la (52) i 

(3) 5’=^[a(a — a')*cos/i-i-6((2 — P'^cosfi-t-cfY — V)*cosC). 

Abbiamo ancora 


c(*-a. ')(9—p) -+- «Otr -YJ 4- a(P — P')(T — f') . 

' *■(?-?' ) br\a-a') aq^-j) 

«-«' T— T' P-P' 

26 


/ 
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ma (?-?'):(*— «Hr:p; (a— «'}:(?— 7 ')=P :r i (7— ìi : $~?)= r:q J 
quindi sostituendo in luogo dei primi rapporti i secondi , c le 
nendo presente la (53) risulta l’ altra espressione 


(?) 


<*')(?— ] ?')+h[a—> eO-Hi(P— ?')(*— T*)]* 


415. Questa forraola può essere scritta pure così: ^ 

a’ S«=— [c’faot— fla')fò?-6?')+6*(fla-<«a')(c7 — 1 rf)+a\b^—ì òp'Xa— < ^ ]• 
quindi se x,y,= sono le coordinate triangolari d‘ un punto, e po- 
niamo nella ( 5 ) c in quest’ ultima forraola , come al solito, aa_ 
2xa, b?= 2yA, c-f— 2 ;a, avremo le nuove formolo 


[ , . cos.4 . 

(*—*)* — — Hy-y ) 


.cosi? 


-(*-*7 


.cosC 


] 


b ' C 

= -[c'( x -x'Ìy-y)^'(x-x')(z-z’)+Ay-y)( z —*Vl 
per la disianza di due punii in coordinale triangolari. 

416. Trovare, in coordinale trilineari, la disianza d’un punti 
(a', p\ 7 ') da una retta (r) /a-+-mp-f-n 7 =o. 

Sia a", p", -f il punto in cui la perpendicolare condotta pc 
punto dato sulla retta (r) incontra questa retta; gli angoli che f 
la detta perpendicolare con gli assi a=o, JS^o, Y=° essendo com- 
plementi di quelli che fa con gli stessi assi la retta (r) avran per 
seni i coseni p 1 ,q t .r 1 (46) ; e però dinotando con p la chiesta di- 
stanza, avremo (E. A., n.° 389) 
et — a 

p=± — 

P, 7. r . 

^ ta-f-mp'+nY— -hn^) . 

lp t +mq,-hnr % 

ma, perchè (a" ,~f) è punto della retta (r) dev’ essere 
/a''+mp , -4-n>f'=o ; 
e inoltre per le (46) e (44) 

, P.-+-m<j J H-nr I =i-)-m*-i-n*— 2mncosj4 — 2/ncosJ? — 2/mcosC , 
quindi la precedente forraola diviene: 




(?) 


?=± 


/a'-l-mp'-+-»i7' 


[l’-t- m 7 + n’ — 2mncos A — 2incosB — 21mcosC ] 1 
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Fatte le solite sostituzioni aa=2xA,&J5=2yA,cY=23A. e tenendo 
presenti le relazioni (49), troveremo che la medesima espressione 
in coordinate triangolari è 

2(fx'-t-my'-4-n3')A 

(P.) P =± r 

[a*(f— m)(f— n)-f-ò’(m — n)(m — I)+c'(n — l)(n — m)] 2 

417. Trovare la condizione perchè tre punti (a'.f'.Y), (a" ,-f). 
fa'", (2 m , Y"), stiano per dritto. 

Dinotando con /a-t-mg- f-nT=o 1’ equazione della retta sulla 
quale devonsi trovare i tre punti, dovremo avere le condizioni 

/a'-t-m?'-i-nT'=o, /«"-f-ni^-t-nf'-o; la r "-hmf -+- nY"-o; 

e però, dovendo le t, m, n, soddisfare ad un tempo a queste c- 
quazioni, dev'essere il determinante 

( 65 ) |a'?V|=o. 

e quest' è la condizione richiesta. 

418. Se le coordinate sono triangolari , la condizione perchè i 
tre punti (x, y, s), (x\ y', z 1 ), (x", y", z") sieno per dritto è 

(66) |x y' z"\ |=o. 

419. Trovare la condizione perchè tre rette concorrano in uno 
stesso punto.— Sieno 

?a-+-m(3-MiY=o; l'a+m'^+n'^=o; ra-\-m r ^+n"^= o 

le equazioni delle tre rette; dovendo queste passare per un me- 
desimo punto , è d' uopo che queste equazioni sieno veriGcate a 
un tempo dalle coordinate a, (3, y del punto; quindi deve essere 

(67) |/mV|=o. 

420. Se le coordinale sono triangolari, le tre rette 
fx+-mr/ -4-H3 =o; l'x+m'y+n'z—o, l"x+m' , +nz=o 

passeranno per uno stesso punto, quando si à 

(68) |/ni'n"|=o. 

421. Ei giova notare una formola che s’ottiene dalla (84,278), 
quando si va cercando l'espressione della perpendicolare a.' me- 
nata dal punto d' intersezione delle due rette 

a,=xcosa 1 -t-ysena,— p,-o, a.^xcosa.-i-ysena,— — p,= o 
sulla retta a'=xcos 9 '-t-ysen?'— p—o. Sostituendo in detta formola 
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in luogo do' coefficienti A,B, ec. i loro valori rispettivi, secondo 
le equazioni di queste tre rette, c osservando che a di quella 
forinola è il com plemento dell' angolo 9' del nostro caso, si trova 
che quella formola, ponendovi il numeratore in formo di deter- 
minante dà 

cos?' sen?' p' 

(69) a'= cosi?, seni?, p, : sen (a„ a,) , 

cosi?, sen?, p, 

dove (a,, a,) indica 1’ angolo delle due rette a,=o, a,=o, 

422. Nel n.° 381 abbiamo mostrato che se 

| /.=.rcosa, - 4 - i/sena,— p,=o.ilf=xcosa,4-yscna.- p,=o , 

) A'=:rcosa,-t-ysena,— p,=o 

sono le equazioni di tre rette date, quella d' una retta qualunque 

(71) a-a:cos9'-t-ysen!f'— p'=o 
può essere posta sotto la forma 

(72) / I f.-t-m,4/-t-n I (V=o. 

Ora cercheremo trovare le espressioni di l.m.n; per ciò sosti- 
tuiremo in queste equazioni in luogo di L,M,N, i loro valori (70) 
e identificheremo l’equazione risultante con la (71), il che dà le 
seguenti eguaglianze 

/ 1 cosa 1 -Mn,cosa m 4-n 1 eos!Z 1 -cos9', 

f.scna.-Hn.sena.-t-n.sena^sei^', 

dalle quali si trac 


(73) 

l,=E : D, m t —F 

D, n,—G 

: D, essendo 


cosa, sena, p. 


COS9' sen9 f p' 

(74) 

D= cosa, sena, p. 

, E= 

cosa, sena, p. 


| cosa, sena, p. 


cosa, sena, p. 


11 primo di questi determinanti, sviluppato, è 
(75) />—/), sen /i-f/>,scn/i-+-p 3 sen£, 

essendo ,4=ang. (M, A’), 6=ang. (L, N), C-ang. (/., M) , e il 
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secomlo per la formola (60) è uguale ad a'scu.l, essendo a' la lun- 
ghezza della perpendicolare menata sulla retta a = o , dal punto 
(£=o,^/=o;. Espressioni analoghe si trovano per F e G, e si ha 


(7G) —--k’*', in,: 


seri II 


l> 


scn C 

~h OL , n = —y OC a 


in cui a" è la lunghezza della perpendicolare abbassata sulla me- 
desima retta a=o dal punto (/.= o,,V=o), e finalmente a!" è quella 
condotta dal punto (jtf=o,i\==o). 

423. Dopo ciò, se dinotiamo con 

(77) p=j;cosc?"+!/sen^' , -p"-o 1 --=.rcos?"'-t-yscn 9 "' — p'"=o, 

e con 7,, m,, n M ), (/,,»>,,»,) i coefiìcienti della (72), quando cia- 
scuna di queste ultime equazioni si riduce a quella forma, avremo 


(78) 


1 /,=à*\ m,=*r, n ,=r'r, 

i fc=*Y, w,=k J Y, n,=k'Y , 


essendo e y' le rispettive distanze del punto (M = o, JV = o), 
dalle rette (2=o,y=o : e analoghi significati per ,y" Y” Y" • * n 

conclusione, i coefficienti 7,,/,,!,), («„»»„«,), sono 

proporzionali alle coordinate rispettive de’ tre vertici del trian- 
golo (LMN) rispetto al triangolo ia^y)- 

424. Al denominatore D si può dare una forma dipendente dai 
Iati e dalla superficie del triangolo fondamentale. Infatti 


(79) ap,+bp t -\-cp,=2à, 

(80; òrsen.4=afsen/?=rt6senf— 2a , 


quindi, eliminando per mezzo delle (80) i seni dalla (75) c tenen- 
do presente la (79), si troverà 

(8.) »J£ , . quindi (82, t'=± ■ *'-è ’ r-K 


423. Trasformazione delle coordinate cartesiane, trilineari 
e triangolari . — Sieno *,$, y le coordinate d’ un punto qualunque 
rispetto al triangolo coordinato, che ha per lati 


(83) 


| xcosa-i-ysen«— p — o , 
| xeosf-f-ysen^ o. 


xeosp-t-ysen? — p r = o , 
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e sieno a', f' le coordinate dello stesso punto rispetto all'altro 
triangolo coordinato 


( 84 ) 


I xrosa'-t-ysena' — p t — o , xcos^'-f-J/senp' — p,= o , 
| «cos^'-f-t/senf' — p,= o. 


La prima di queste rette riferita al primo sistema potrà ridursi 
alla forma l,a -+- n,y , in modo da essere identicamente 

(n.° prec.) l.a+m.p+n.-p^arcosa'-t-yscna' — p ; ma il secondo 
membro rappresenta la coordinala a', quindi 


, c similmente 

P'=J,a+m.p-hn,Y 

In queste formole, mercè le quali dal triangolo coordinato (ajfy) si 
passa alialtro (V£Y)> i tre gruppi di quantità (l J ,l I ,l,),(m I ,m a ,ni,), 
(fl,.n I ,n,) sono quantità proporzionali rispettivamente alle coor- 
dinate dei tre vertici del primo triangolo rispetto al nuovo (n. 423). 

426. Rispetto a un sistema di assi ortoganali, sieno x,y le coor- 
dinate d’un punto qualunque M; sieno inoltre <?„ ?, gli angoli 

che le perpendicolari condotte dall* origine su i tre lati del trian- 
golo fondamentale fanno rispettivamente con l’ asse delle x ; e 
sieno a, (i, y le coordinate trinileari dello stesso punto : così es- 
sendo, e ponendo in grazia dell’ omogeneità x:z, e y:z in luogo di 
are y, avremo le relazioni. 


( 86 ) 


ja;cos9 l -+-ysen9 1 — p,s=a, arcos^-H/sen?, — p,==? , 
fxeos^-t-j/sen?, — p,s= y , dalle quali deduciamo 


[ I)x=A t a-\-B$-\-C t y, Dy=A t a-+-B$-irC t y , • 

( iìz— A,a.-t-B,$-A-C,y, in cui, come al n.° 422, è 
D— Icossp, sen^, ;> 3 |— ia'raàc , 

e i nove coefficienti A, , II, , ec. sono i minori di 2." ordine di 
questo determinante , in guisa che (n.° 613, E. d'A.) 

(89) recipr. di D—D'. 

Mercè le (87) si passa da coordinale cartesiane a coordinate tri- 


(87) 

( 88 ) 
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lineari, e con le (86) ti passa da queste a quelle. Le p„ p„ p, sono 
le coordinate Irilincari dell'oriqine rispetto al triangolo coordinato. 

427. Dopo ciò è agevole passare da coordinate cartesiane a trian- 
golari, c reciprocamente; poiché sappiamo le relazioni tra queste 
ultime c le trilineari (13,388). 

428. Per applicare le (87) ad un esempio, supponiamo che si 
voglia la superficie del triangolo in coordinate, trilineari. Dinotando 

oc y tc y oc y 

con coordinate dei tre vertici , ab- 

■**1 ** i A 'a "a "j 

biamo 2 S ~ |x, y t z,\ , e sostituendo in questo determinante in 
luogo di x , , y It s,, ec. le corrispondenti espressioni, secondo le 
formule (87), avremo 

2S — jj, i d I a l H-B i p i +C,i' 1 | 

~ \A t B.C, | KP.t.I, (n.° 602 E. d' A) , 

o vero, in virtù delle (89) c (88) 

(90) 2S= ~ la.p.Tf.l = a ~, la.p.T.I- 

È superfluo il far notare che i tre gruppi (*„P„T.) cc. rappre- 
sentano le coordinate trilineari de’ tre vertici del triangolo dato. 

CAPITOLO IL 


DEL CIRCOLO. 

ART. 1. 


Forme »pec!nli dell* equazione <1* un circolo obbligalo « pttK«are per 
punii dall. — Proprietà che ne derivano. 


429. Dinotando con x a , y„ le coordinate del centro e con r il 
raggio d'un circolo, riferito a coordinate ortogonali, la sua equa- 
zione, come già sappiamo , ò 


((y— y„)*-+-(«— ■ *„)*— 1 r*=o, O vero 
\y t +x t ~2y 0 y—2x 0 x+y 0 t +x 0 1 —r , ==o , 
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la quale, può esser messa sotto la forma 

(2) y'-h-x'^-il Cy-f-2 1)x-\-E=o , 

essendo le C, 1), E tre costanti ; e però per individuare un circo- 
lo, abbisognano tre condizioni distinte. 

430. Equazione del circolo che passa per un punto. — Sup- 
posto il circolo riferito a due assi ortogonali, la sua equazione è 
la (2) ; e se deve passare per un dato punto (x, , y,) dev’ essere 

(3) y,*-t-x 1 *-t-2Cy I -t-2Dx I -t-£=o (n.° 87). 

Quest’ equazione di condizione può servire a dare una delle tre co- , 
stanti in funzione delle altre due,e delle quantità date x,,y„ per < 
poi sostituirla in (2) ; il che equivale ad eliminare tra le (2) e (3) 
questa costante. Si elimina la E, sottraendo la (3) dalla (2), e si 
ha l’equazione 

(*) »*— y,*+x*— tf,’+2C(y— y,)-t-2D[x— x,)= o , 

eh’ è quella del circolo che passa pel punto (x l , y,). 

431. Equazione del circolo che passa per due punti. — Deb- 
ba il circolo passare per due punti ( x, , y, ) , (x,, y, ). Poiché 
la (4) rappresenta il circolo che passa pel primo punto, cosi, per- 
ché passasse pure pel secondo devesi avere 

( 5 ; v.”— x,*~j-2r(y,— y,)+2D(x„— X.)— o , 

e con questa condizione potremo eliminare dalla (4) una delle due 
costanti; sia la U, e avremo l'equazione 

... ( (x,— x,)(y*-+-x*)-H(x,-x)(y.*-i-x l ,, )H-(x-x I )(y 1 I -+-x m *)) 

(li) =o, 

(-i-2C[(y, — y,)(x — x,) — (x, — x,)(y — yj] ) 

per quella del circolo che passa pei due punti (x If y,), (x„, y,). 

432. Equazione del circolo che passa per tre punti. — Sieno 
(x, , y,ì , (x„ , yj , (x, , y,) questi punti. Passando pe’ primi due 
deve avere per equazione la (6) , e dovendo passare pel terzo, le 
x„, y, devono verificare la (6) ; quindi avremo la condizione 

,.J(x-x,){y J , -4-x J *)-t-(x,-x 3 )(y J *-i-x 1 m )-i-(x,— x,)(y, , -)-x, # )) ^ 
(-t-2q(y„— y.) (x,— x 2 )— (x g — x,) (y,— y,)] 
per mezzo della quale possiamo eliminare dalla (G) la costante C ; 
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c si ha un risultamcnto, che, liberato dal fattore x , — x t , può es- 
ser messo sotto la seguente forma : 

' ■ [*.(».— »,)-i-*.(y.—»J-Kr 1 (».—»J](** -+- v’) 

( 8 ) 1 v) +x »(y—y*)+ x (y—yÀ x '+y‘) 

' ' l+[x,(y—y,)+x(v—y,)+x l (y,—y)]{x t '-\-y, t ) 

' — [®(y.— y.) + ®.(y,— y) ■4-*,(y—y, )](*,* -t- y,*) 

ed è questa l' equazione del circolo che passa pei Ire punti (x, , y,) , 
(x,, y t ), (x t , y s ), o vero del circolo circoscritto al triangolo che ha 
per vertici i detti punti 

433. Trovale le precedenti equazioni, osserveremo quanto se- 
gue. L’ equazione (4) contiene due costanti arbitrarie , e però il 
circolo da essa rappresentato può essere assoggettato a due altro 
condizioni. Similmente, poiché la (fi) contiene una costante arbi- 
traria, il circolo da essa rappresentato può essere assoggettato a 
un’altra condizione. 

In questo secóndo caso le due condizioni soddisfatte sono c- 
spressc dalle due equazieni (3) e (5), la seconda delle quali , po- 
nendovi in luogo di C il suo valore — y„, e in luogo di D il suo 
valore — x 0 , diviene : 

(9) y.*— yZ-h®.*— 2(y — y,)y 0 — 2^,— x,)* 0 =o. 
Cotesta equazione , quando vi si considerano le x l ,y l ,x t ,y t , 
come quantità date , e le x 0 , y u come variabili , rappresenta una 
retta che passa pel punto [f (x, 4 - #,), J ( y, 4- y a ] cioè pel punto 
di mezzo della congiungcnte i due punti (x lt y,), (x a , y„), ed è 
perpendicolare all’ altra retta che ha per equazione 



y— y,= 


y,— y» , 

•V ^ 


x—x t ) , 


e che è la stessa congiungente; quindi abbiamo il teorema ; i cen- 
tri di tutti i circoli che passano per due punti dati , sono allocali 
sulla retta che normalmente biseca la congiungente i detti punti. 

434. Finalmente , l’ equazione (8) non contiene alcun arbitra- 
ria , quindi il circolo che rappresenta è completamente determi- 
nato. In questo caso le condizioni verificate sono rappresentate 
dalle (3), (9) e dall’ altra 

V* 4 - x*, 4 - 2 V y, 4 - 2 D x, 4 - E—o, 
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la quale sottratta dalla (3), e sostituitovi — y u e — x 0 in luogo di 
C c D, può essere rimpiazzata dalla seguente : 

( 10 ) v'—y' -+- X/— X.*— 2 (y, — y,) y„— 2 (x — x,)x i ,=o. 

Posto ciò, dinotando con M, , M, , M, i tre punti (x, , y,), (x, , y.), 
( x, , y,), l’equazione (9), considerandovi come variabili le x 0 ,y 0 , 
rappresenta la normale bisegante M,M lt e similmente la (10) 
rappresenta la normale bisegante la M, M, ; quindi, come già si 
sapeva, il centro del circolo è l' intersezione di queste due normali; 
le quali saranno parallele c il centro cadrà airinfinito, se abbiasi 

— ! =— - : or quest' equazione indica che * tre punti dati 

y—y* y l —y, H 

stanno per dritto. Inoltre, sostituendo nella (3) in luogo di C,D,E 
i valori che rappresentano, si ha l’ equazione 

y.’-l-x,*— 2y„y — 2x 0 x t 4-x 0 *+y 0 “=r’ , 

che dà per r, due valori eguali e di segno contràrio ; ma nou si 
può prendere che il solo valore numerico, essendo che il raggio 
r è considerato in valore assoluto.Per altro il valore di questo rag- 
gio sarà infinito, se una o entrambe le coordinate x 0 , y 0 sono infi- 
nite, vale a dire quando uno de'punti dati è all' infinito. Pertanto 
abbiamo il seguente noto teorema; per tre punti dati, non in linea 
retta , si può sempre far passare una circonferenza di circolo ; e 
non se ne può far passare che una sola. 

Di più, siccome , quando il centro passa all' infinito, il raggio 
esso stesso è infinito, cosi possiamo dire che la retta è un circolo 
di raggio infinito. 

435. Nel.sistema di circoli che passano per due punti, si prenda 
per asse delle ordinate la congiungeute questi punti e per asse 
delle ascisse la bisettrice normale dì questa congiungente, la quale 
bisettrice 6 il luogo dei centri di quel sistema di circoli (n.°433). 
Sia r, il raggio c (x,,o) il centro di uno di questi circoli; e sieno 
r, , x, , o, le quantità analoghe per un altro di detti circoli: le 
loro equazioni saranno 

(11) y*+-(x — x,)* — r,*=o, y’-t-(x— xj*— r,*=o: 
moltiplicando la seconda per una costante arbitraria k e addizio- 
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Dandola con la prima, avremo !' altra equazione 

r.*— x;+k(r.‘— x') 


( 12 ) 


1 


che rappresenta un circolo, il quale passa pe’ medesimi due punti 
pe' quali passano i circoli dati (n.° 131). Anzi, finché k rimane in- 
determinata, la (12) rappresenta uno qualunque degli infiniti cir- 
coli che passano pe'due punti dati, e che s' ottengono dando tutti 
i possibili valori a k. 

Ora osservando l.° che il coefficiente di x nella (12) è arbitra- 
rio , possiamo rappresentarlo con una sola lettera , la stessa k ; 
2.° che r' — •r I *=r, a — ar t *=ad una costante 8*, per tutti i cir- 
coli che passano pe’ due punti ; così, invece della (12), scrivere- 
mo la seguente equazione 

(13) y'-hx* — 2fcc=8\ o vero y'-h[x — k)*= 

eh' è quella di qualunque circolo ha il suo centro sull’ asse delle 
ascisse a una distanza k dall’ origine; ha per raggio V k h- 8* ; e 
incontra 1' asse delle ordinate in due punti distanti egualmente 
dal centro per una quantità V r 3** 

436. Yedesi da ciò che il circolo incontrerà l' asse in due punti 
immaginarli se 8" è negativo; e poiché, dinotando con p il raggio, 
si ha, secondo il n.° prec., p*==ÀM-8“ , e quindi 8*=p* — A*. così 
si vede che 8’ è negativo quando p < k , cioè quando il centro 
dista dall’ origine per una quantità maggiore del raggio : ciò che 
d’altronde era chiaro. Quindi per tutti quei circoli pe’qtiali questa 
condizione è verificata , i punti d'intersezione con l'asse delle y 
sono immaginarii; o in altri termini tulli i circoli dell' equazione 
(13) pe quali 8* ha lo slesso valore negativo s incontrano in due 
punti immaginarii. 

437-. Ma quando p>A , 8*>o, i punti d’ incontro dal circolo 
con l’asse delle ordinate sono reali, c quindi ancora tutti i circoli 
dell’ equazione (13) pe’ quali 8* ha lo stesso valore positivo, s’in- 
contrano in due punti reali, c la loro corda comune è 28. 

438. Nel caso del n.° 436, quando cioè 8* è negativo, i circoli 
saranno reali finché A>8; c quando k—±ò , |’ equazione (13) si 
riduce a 

(14) y*-h(xrt6)*=o, 
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e rappresenta il sistema di due punti (5, o), (— 3,o); i quali si tro- 
vano sulla retta de’ centri, in parti opposte rispetto alla retta che 
passa po' due punti comuni ai circoli dell' equazione (13), e la 
loro comune distanza da quella retta è 5. Cotesti punti, o circoli 
infinitamente piccoli (n.“ 137) sono stati dal Poncelet denomi- 
nati punii limili della serie di circoli che dalla (13) s’otten- 
gono nell' ipotesi di 5*<Co. 

A UT. 11. 

Proprietà risultanti «lolla combinazione «lei circolo con In retta.— 
legante. — Tangente. — Polare. 

•430. Prendendo per origine delle coordinate lo stesso centro 
d’un circolo di raggio r, e per assi due suoi diametri ortogonali, 
la sua equazione, c quella d' una retta qualunque saranuo 
(1) r s , (2) y=mx+n. 

Eliminando y fra cotcstc equazioni, s’ ottiene l' altra 
(3) (l-f-m“)a:*-l-2mna:-(-M* — r*=o , 

die dà le ascisse x', x " de’ punti d' incontro della retta col circolo; 
quindi ne segue che una retta incontra un circolo in due punti 
reali e distinti, o reali c coincidenti, o finalmente immaginar» : 
nel primo caso la retta è segante reale, nel secondo caso è tangen- 
te , perchè à un sol punto comune con la circonferenza , e final- 
mente nel terzo caso è segante immaginaria del circolo. Tutte cote- 
sto varietà dipendono dai valori e segni delle costanti r,m,n,cioè 
dalla grandezza del circolo e dalla sua posizione rispetto alla retta. 
440. SienoM, M' i punti d’intersezione reali, e sarà (37, n.°254) 
(4) MM' = ±{x' — xT )V 1-t-in* 
= i <x' — x")\ cosa*, 

aè l'angolo della retta coll'asse positivo OX, 
'5) coso=1:\/ l-t-H‘% sena=m:\/ 

Or, tenendo presente le (3), la (3) dà 

x' — x" = 2 — ’ — — — — ( 2cosa ) \ r’ — nVos’a, 

1 j-f/i* 
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quindi, «istituendo in V , avremo, u parte il scolio , 

(6) MM'=.2V/r*~n\osa. 

Questa distanza MM' sarà reale, nulla, immaginaria, secondo elio 

(7) r>- n cosa , r=ncosa, r-< licosa; 

nel primo caso la retta indefinita MM' sarà segante reale, nel se- 
condo caso sarà tangente, e nel terzo sarà segante immaginaria. 
E poiché «cosa dinota la distanza di questa retta dall'origine 
delle coordinate, che qui ò il centro del circolo; così ne conchiu- 
diamo la proposizione seguente: una retta è , segante reale, tan- 
gente , o segante immaginaria d' un circolo , scrollilo che la sua di- 
stanza dal centro è minore del raggio, eguale al raggio, o maggiore 
del raggio. 

Nel caso, della tangente , l’ indicata distanza è lo stesso raggio 
che passa pel punto di contatto, e però ne deduciamo il noto teo- 
rema la tangentu d'un circolo è perpendicolare al raggio, che passa 
pel punto di contatto. 

Nel caso poi della segante, se OQ rappresenta la sua distanza 
dal centro , sarà MOQ un triangolo rettangolo in Q , e quindi 
MQ=V r* — n"cos'a=l MM' ; laonde avremo l'altro nolo teore- 
ma il raggio perpendicolare ad una corda la divide per metà. 

441. Dinotando con l la semisomma J (x'-t-x''), avremo dalla 
(3; tenendo presenti le (o) , 

(8) t=* t [x'+x"']= — nm:(l + m*)= — nsenacosa. 

Questa t rappresenta l’ ascissa del punto di mezzo fra i due punti 
d’ intersezione reali o immaginante volendo l'ordinata u di detto 
punto, basterà sostituire il precedente valore di t in luogo di x 
nella (2) c avremo 

9) u=ncos T a. 

l’or ogni valore di n , le (8) c (9) assegnano il punto di mezzo 
della corda reale o immaginaria corrispondente a quel valore. Ma, 
dividendo la '9) per la (8), e ponendo .re. y invece di t e u, s' à. 


( 10 ) 


x x 

tana tu' 


Or quest' equazione dipende solo da m ; sì che , supponendo co- 

28 
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stante questa quantità e variar la n , l’ equazione (2) rappresen- 
terà un sistema di corde parallele, c la (10) corrisponderà ai punti 
mcdii di tutte queste corde; e poiché la '10) è perpendicolare alla 
(2), e passa per l’origine, che è il centro del circolo, cosi ne de- 
riva il teorema ; il luogo de' punii di mezzo d‘ un sistema di corde 
parallele in un circolo è un diametro perpendicolare a queste corde. 

442. Supponiamo ora che la retta (2) passi per un dato punto 
(x t , y t ), e dinotando con p la distanza d' un punto qualunque (x, y) 
della medesima retta dal punto (x, , y t ), avremo: 


p=^x- 


-x,) y/ l+m*= 


(x— x,) >/—!/, 


cosa 


= Liit/i +m ' 
m 


y— y. 

sena 


da cui si ricava x=x,-t-pcosa, t/=i/,+psena, c messi questi va- 
lori nell' cquazioue (t) y’-+-x'=r\ avremo : 

(11) p*-t-2(x J cosa-t-y I scna)p-t-j/ I “-t-x I * — r*=o. 
Quest’equazione dà le distanze del punto P (x„y,) ai punti d'in- 
tersezione M, M' (reali o immaginarli) in cui la retta che passa 
per P incontra il circolo; e dinotando con p',p" cotesto distanze 
avremo, (E. d’A. n.° 343) 

( 12 ) M=y;+x x '--r\ 

Or il secondo membro è indipendente 
da a, cioè dalla direzione della retta, e 
à sempre lo stesso valore, finché la retta 
passa pel punto (x t ,y t ); quindi abbia- 
dino il seguente teorema: se daun punto 

preso nel piano d‘ un circolo si mena 
una retta qualunque , il rettangolo dei 
strumenti, compresi Ira il punto dato e i punti d' intersezione della 
retta con la circonferenza, è costante. 

443. Questo rettangolo è stato dallo Steiner denominalo po- 
tenza del punto dato rispetto al circolo. Ed è da osservare che co- 
tcsta potenza.rapprescntata dal secondo membro (12), non è altro 
che il primo membro dell' equazione del circolo (supposto il secondo 
membro nullo) quando in luogo delle coordinale variabili si ponyon 
quelle del punto dato. 

4-14. Inoltre, se il punto P è fuori del circolo, siccome y/-t-x t * 
=01'\ così, menando la tangente PT, sarà l'T =y,*-hx,' — »’* ; 
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e però, in questo caso la potenza del punto è uguale al quadrato 
della tangente menala da quel punto alla circonferenza. 

Se il punto è dato nell’ area del circolo , come P' , allora sarà 
OP'*=y 1 *-ha: l \ e quindi, menando la corda EE' perpendicolare a 
OP'.sarà P'E*=OE* — OP'*— r* — (y'+x *) . cioè, in tal caso, la 
potenza, in valore assoluto, pareggiali quadralo della metà 
della corda, perpendicolare al raggio che passa pel punto dato. 

443. Osservazione. — In questo secondo caso il prodotto dc’due 
semmenti P'MXP'il' risulta negativo, essendo che y*-hx*<r’; 
ciò avviene perchè i detti semmenti si trovano in parti opposte 
rispetto al punto P'; mentre nel primo caso i semmenti PM, PM' 
cadono da una medesima parte rispetto al punto P, quindi sono 
dello stesso segno (n.° 41) e il loro prodotto è positivo ; il che è 
d’ accordo col segno di y, a -+- x* — r a , perchè in questo caso 
y'+x'>r*. E da cotesta osservazione ne deduciamo che rispetto 
a un sistema di assi ortogonali, condotti pel centro d' un circolo , 
è y’-t-a:* — r*> o , y*+x' — r*=o , if+x* — »*<o, secondo che 
il punto (x,y) è fuori del circolo, sulla circonferenza, o dentro del 
circolo. In ogni caso x*-\-y* — r* è la potenza del punto. 

44<». Giova pur notare che il reciproco del teorema del n.° 442 
è pur vero, per modo che se M, Jf, N, N’ sono quattro punti tali 
che, rispetto a impunto dato P, è PMX P-V=PNX PW t quei 
quattro punti sono sulla circonferenza d’ un circolo. 

In cITetti per tre qualunque di essi, e sicno M, M', N vi passa 
sempre un circolo e un solo (n.° 432): Or supponiamo che la PN 
non incontri questo circolo in V , ma in un punto diverso N" ; 
allora dobbiamo avere PMXI > M'=PNXP^ ,, ; ma il primo mem- 
bro di quest’ eguaglianza è, per ipotesi=PN XP^ ; . quindi deve 
essere PN' f =PN', e però il punto N" è lo stesso punto N\ 

447. Supponiamo tuttavia che la retta passi pel punto (x„y t ): 
la sua equazione, e quella del raggio ad essa perpendicolare e In- 
segante la sua corda, saranno 

(!3) !/ — y,—m{x — *,) , y=— . 

c moltiplicando i]ucstc equazioni, si à l’altra 

(t 4) y'+x'—yji — ar,x~o, 
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la quale, essendo indijiemlnte da m, rappresenta il luogo de' punti 
di mezzo delle corde reali o immaginarie, determinate nel circolo 
della retta (13) mentre ruota intorno al punto tx lt y,). Or la (14) 
è l'equazione d’ un circolo che passa per l’ origine , centro del 
circolo dato, c passa ancora pel punto (a?,, y,) ; anzi la distanza 
fra questi due punti è un diametro di esso circolo (14); quindi ab- 
biamo il seguente teorema: il luogo geometrico deputiti d' interse- 
zione , retili o immaginarli , d' una retta che ruota intorno a un 
punto , con un circolo , è un altro circolo che Ita per diametro la 
congiungetUe quel punto col centro del circolo dato. 

448. Avvertenza. — Questo nuovo circolo che abbiam trova- 
to, taglia il dato in due punti, che separono la parte della circon- 
ferenza del primo circolo, la quale cade nell' interno del secondo, 
dalla parte che cade fuori: la prima di queste porzioni corrisponde 
ai punti medii delle corde reali ; 1’ ultra a quelli delle corde im- 
maginarie. E poiché sì le prime intcrrczioni che le seconde sono 
date dalla medesima equazione, la (1 1 ), cosi doveva di conseguenza 
venirne che anche una sola e medesima equazione comprendesse 
i punti medii delle corde reali e delle immaginarie. 

449. Dopo aver, con la precedente analisi, mostrati varii teo- 
remi, quasi tutti esposti negli E. di Ir. passeremo ora a trovare 
le equazioni di talune rette speciali in un circolo; e primamente 
cercheremo quella della tangente. 

430. Equazione della tangente. — Per trovare quest' equa- 
zione , riteniamo per ora il medesimo sistema di coordinate dei 
numeri precedenti: l'equazione del circolo sarà 

(1) y*-4 ; 

inoltre dinotando con x', y le coordinale del punto di contatto , 
avremo' le due equazioni 

(18) x’y—y'x, (16) J , 

la prima delle quali appartiene al raggio che passa pel punto di 
contatto, e l’altra indica che questo puulo sta sulla circonferenza 
(n.° 129). Ora la tangente, dovendo passare per questo medesimo 
punto, ed esser perpendicolare al raggio (13) avrà per equazione 
y\y-y')——x\x—x') (n. u 270) 
la quale , eseguile le moltiplicazioni, e tenendo presente la (16) 
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prende la seguente forma : 

(17) y'y-t-xx=r. 

Questa è pertanto f equazione della tangente ad un circolo di 
raggio r, in un punto (x\ y') ; supposti gli assi delle coordinate es- 
ser due diametri ortogonali dello stesso circolo. 

451. Supponendo gli assi trasportati parallelamente a sò stessi in 
un punto {x^yj.lc (1) e (17) divengono rispettivamente (n.° 169) 

(18) 'y-yJ*-H*-* 0 )*=r\ 

(19) (y'—y„ì (y—y a )+( x '—Xo) (x—x t )=r\ 

Qucst'ultima equazione è pure quella della tangente il circolo di 

raggio r nel punto (x',y') ; ma ora gli assi delle coordinate, conti- 
nuando ad essere ortogonali, hanno per origine un punto che non 
è più il centro del circolo dato. 

452. Ei giova notare come ciascuno delle equazioni (17) e (19), 
appartenente alla tangente , si possa formare da quella (1) o (18) 
del corrispondeute circolo, scomponendo ciascun quadrato del pri- 
mo membro ne suoi due fattori, e sostituendo, solo in un fattore , 
invece della coordinata variabile, quella del punto di contatto. 

453. Inoltre, anche nel caso che l’ equazione del circolo sia la 
(18) , avviene ciò che fu mostrato nel n.° 413 cioè , che secondo 
eli* è verificata una delle tre seguenti rclazionir 

(y— VoY+i*—- *«T— i r’>o , 

{y—y Q ) tj r-{x—x o y—r'—o , 

(y— r 2 < 0 , 

il punto (x,y) sta fuori del circolo, sulla circonferenza , o dentro 
I’ area del circolo. In ogni caso il primo membro è la potenza del 
punto rispetto al circolo, la quale si riduce semplicemente a 
y 0 ‘-^-x 0 t — r", se il punto è la stessa origine. 

454. Abbiamo fin qui supposto che il punto di contatto sia dato, 
o vero che la tangente debba esser condotta per un punto dato sulla 
circonferenza: ora supporremo che si trattasse di dover menare 
la tangente per un punto qualunque dato (x„y,) ; è 
chiaro che in questo caso è incognito il punto di contatto. Per- 
tanto se dinotiamo con x', y' le coordinate ignote di questo pun- 
to, rispetto a due assi ortogonali, condotti pel centro del circolo 
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l’equazione della tangente in questo punto sarà la (17), cioè 
(17) y'y + x'x — r* ; 

c poiché, per condizione del problema, questa tangente deve pas- 
sare pel punto (x, , y,) dev’ essere 
(20) y'y t -ha/x t = r*. 

Nel tempo stesso dev’avcr luogo la condizione (16) y'‘-t-x"=r\ 
poiché (x\ y') è punto del circolo if-i-x’=r * , quindi risolvendo 
le (20) e (16) otteniamo : 


(21) x'=r 


r-r.±y.V / y, a -t-x. , -r‘ ry,q=x, V/y,*-t-x,*— r' 




y=r 


y, 


e mercè queste formolo si possono calcolare numericamente le 
coordinate dell'Ignoto punto di contatto. Ma qui vediamo che do- 
vendosi in coleste formolo ritenere per entrambe il medesimo se- 
gno, così vi possono esser due punti di contatto ; e quindi si à il 
noto teorema ; per un punto dato si posson condurre due tangenti 
al circolo. Però queste tangenti saranno geometricamente due c 
distinte, finché y, — f’>o, cioè se il punto dato è fuori del 
circolo ; saranno due concidenti, o vero una, se y'-t-x* — r’—o, 
cioè se il punto dato è sulla circonferenza ; c in fine non vi sarà 
alcuna tangente , o vero le due tangenti saranno immaginarie, se 
y.’-t-ar,* — r<o, cioè se il punto dato è nell' area del circolo. 

456. Volendo risolver geometricamente il proposto problema, 
si potrebbero anche geometricamente costruire le formule (21); 
ina vai meglio ritenere le due equazieni (20) e (16) nella loro for- 
ma primitiva, senza risolverle, osservando che le coordinate x',y', 
secondo quelle condizioni, soddisfano a un tempo le due equazioni 


y>y+x,x—r\ y*-t-x’=r* , 

che rappresentano la prima una retta e la seconda lo stesso cir- 
colo dato, quindi il punto ( x ', y') è l’intersezione di queste due 
linee ; c siccome il circolo è dato, così basta costruire la retta 


(22) y 1 y + x,x = r*, 

lo cui intersezioni col circolo saranno i chiesti punti dì contatto. 

456. Ciò che bisogna osserv are è che questi punti possono es- 
sere immaginarli , ma la retta (22) sarà sempre g tornei ri- 
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corneale assegnabile. In i*(Telti essa incontra il primo asse 
a una distanza r* : x, , dall’ origine, e il secondo a una disianza 
r’ : y, : vale a dire che , sia il punto 
dato I* esterno o interno rispetto al 
ci rcolo, basterà prendere OA terza pro- 
porzionale in ordine all’ ascissa del 
punto dato c il raggio; e Oli terza pro- 
porzionare in ordine all’ ordinata del 
punto c il raggio: la retta AB sarà quella 
dell’equazione (22), e taglierà il circolo dato, se il punto è fuori, 

* I f* 

imperciocché in tal caso x >r, e quindi OA — — <r ; e simil- 

x i 

mente OB<r ; per contro cadrà fuori del circolo, se il punto sta 
dentro : nel primo caso si hanno due punti d’ intersezione reali 
T, T' e nel secondo due intersezioni immaginarie. 

457. Polare. — La retta AB , clic ha per equazione la (22) , 
cioè la iella che passa pe' punti di coniano , reali o immaijinarii 
delle due tangenti, condotte da uno stesso punto P a un circolo, si 
chiama polare di questo punto rispetto al circolo , 
e il punto si chiama polo. 

458. La polare, ora definita, gode della proprietà che ogni suo 
punto Q è coniugato armonico del polo P, rispetto ai punti d’inter- 
sezione (M, M') della retta, che passa pel polo (P) e pel punto (()), 
col-circolo. In effetti fcia y — j/ I =p(x — x,) l’equazione della PQ , 
ove la costante p varia con la posizione di Q sulla polare: avremo 

PQ= 

Inoltre, essendo PM=p, PM— p' le radici dell’ equazione 


y.W— r* V 1-t-p — r 1 ) 


V y,*-t-a5 I *senPQA 


V'J,-+- X , 


(n.i 278, 274). 



p’-l-2(x 1 cosa-t-y,sena)p-l-y 1 “-t-a: I ’ — r’=o, (11, 443) 

valore ass 

e paragonando 


dove cosa=l:V/ l+p“, sena=p:V 1-t-p*. sarà in valore assoluto 

1 1 1 1 - *,+«/, 


PM 1 PM' ? + p' - VT^(y,‘+x,*-r*) 

2 11 

questa formola con quella di PQ, ne viene pQ^jijj+p^ 7 » fi 11 ®" 
lunque possa essere il valore di p. Ora quest’eguaglianza espri- 
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me che i quattro punti P, M, Q. M' sono armonici, e P e Q sono 
coniugati ; quindi la proposizione rimane dimostrata. 

439. Si potrebbe cercare direttamente il luogo de’punti Q con- 
iugati armonici del punto dato P rispetto alle intersezioni M,M\ 
e si troverebbe I’ equazione (22) della polare, la quale perciò può 
esser pure definita secondo questa proprietà. Intanto , lasciando 
questa ricerca ad esercizio degli studianti , passiamo a mostrare 
le varie proprietà della polare. 

460. E primamente, come risulta dal n.° 456, la polare cade 
dentro o fuori del circolo, secondo che il polo nc è fuori o 
dentro. E poiché l'equazione 

(22) y.y 4- x,x = r’ 
della polare ò perpendicolare alla retta 

(23) x,y — y,x = o, 

che passa per l’origine delle coordinate (il centro del circolo) e 
pel polo (x,, y t ), così la polare è perpendicolare alla congiunejente 
il polo col centro , o vero al diametro che passa pel polo. 

461. Inoltre se x I =y,—a, la (22) da r=o, c perciò indica una 
retta a distanza infinita: e se x,=y l =-x , si ha r=x , cioè una 
retta che passa per l’origine (n.° 227); dunque la polare del cen- 
tro è una retta all'infinito; e la polare d'un punto all'infinito, è una 
qualunque retta che passa pel centro. 

462. Se le coordinate x , , y, sono quelle d'un punto della cir- 
conferenza, allora l’equazione (22) divicn quella della tangente il 
circolo in quel punto (n.° 430) ; c pcrò/« polare d'un punto della 
circonferenza è la tanycnle del circolo in quel punto. 

Segue da ciò che la medesima equazione (22) rappresenta la 
polare del punto ( x , , y t ) , se questo è fuori della circonferenza ; 
c rappresenta la tanyenle se detto punto è sulla circonferenza. 

463. Quando gli assi, continuando ad essere ortogonali, hanno 
per origine il punto (x 0 , y u ), allora l'equazione della polare , in 
luogo della (22) sara : 

(24) (y—'Ju) H- (a 1 .—' {x—x B )=r\ 

e coincide con quella della tangente, quando il punto (x , , y,) sta 
sulla circonferenza. 

464. I.a pidure d' un dato punto essendo la stessa retta clic 
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passa pc' punii ili contatto «Ielle duo tangenti menale ila questo 
punto; ne segue che, se il polo è un punto inesso fuori l'area del 
circolo, si può costruire la potar e, menando per quel polo 
le due tangenti al circolo , e quindi facendo passare una retta pei 
punti di contatto. E reciprocamente, data una segante un circolo, 
se ne può trovare il polo, menando le tangenti ne' due punti d’ in- 
tersezione, e il punto di concorso di queste tangenti sarà il polo cer- 
calo. Ma coleste costruzioni non hnn piti luogo se il polo è nell'a- 
rea del circolo, o la polare non taglia il circolo. 

4-0:5 . Ecco intanto un mezzo onde risolvere in generale cotesti 
due problemi. Supponiamo che si voglia il polo della retta 

(23) y = av -+- b , 

rispetto al circolo di equazione y*-(-x"=r*. 

Dinotando con j~, , »/, le coordinate dell’ incognito polo , l'e- 
quazione della corrispondente polare sarà 

(22) ypj -+- x,.r = r* ; 

laonde, perché questa retta sia la stessa t26'ì è mestieri clic sia 

X f ,s ( l /’* )*° 

26) o= h— — i d'onde (27) x,= r -: y t — —■ 

V, Ut l > lj 

Coleste ultime formolo risolvono il problema proposto , mentre 
le (26) risolvono il problema inverso ; imperocché , date le coor- 
dinate .r, , y , del polo, quelle formule determinano le due costan- 
ti n e h della corrispondente polare. 

466. Se l'equazione del circolo è della forma 

(V — y o y+[x — 4f u )*=r\ 

allora invece della (22 si deve identificar la (24) alla .2.'») , c se 
ne deducono le seguenti formule : 


(28 o= — 


?/,— y„ 


6= 


(•r •r„Vr„+ ■■>/,— y u y„+r ' . 

y—y„ 


fl»„ — b)X -v-ar 
v y—ax—b y 0 -ax 0 —b 

467. l’er altro le due proprietà della polare, dimostrate nei 
n.i iòti e V60 , danno immediatamente la soluzione geometrica 

29 
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de' due cernititi problemi, come qui appresso. 

ai * Problema I . — Dati il circolo C e un 
punto P , costruire la costui polare. 

Si congiunga il punto dato P col cen- 
tro C,e si determini il punto P' coniugato 
armonico di P, rispetto ai punti D,l)'; si 
meni per P' la normale alla CP,c quella 
B normale AB sarà la polare richiesta. 

Problema II . — Dati il circolo C e una retta AB, trovare il cor- 
rispondente polo. 

Si meni pel centro C la CP' normale alla AB, c si determini su 
essa il punto P coniugalo armonico di P' rispetto ai punti I),l)'. 

468. Osservazione. — Essendo il centro C punto di mezzo 
della distanza DD', ne segue che CP X CP'=Cl)’ (*), e però si vede 
che ambi i problemi precedenti si risolvono con la costruzione 
d'una terza proporzionale, senza aver disegnata la circonferenza. 

469. Ponendo CP ==p , CP'=p\ la precedente eguaglianza può 
essere reppresentata dalla seguente : 

(30) pp' — r ’ , 

e siccome il secondo membro è positivo, così si vede che pop' de- 
vono avere un medesimo segno, e però i punti P, P' cadranno da 
una medesima parte rispetto al centro C. 

470. La precedente relazione (30) ci mostra che essendo AB , 
che passa per P', la polare di P, reciprocamente A'B', che passa 
pel polo P, è la polare di P' ; c siccome P, P' sono punti o poli 
coniugati, così pure le AB, A'Il' sono potar i coniugale. 

471 . Supponendo il raggio CD ruotare intorno al centro C del 
circolo dato, e con esso muoversi pure le 
due polari AB , A'B', rimanendo sempre 
normali alla CP', ò chiaro che i due poli 
coniugati P, P' descriveranno due nuovi 
circoli PP, P'P' tali clic a un punto della 
circonferenza d'un di essi corrisponde una 
tangente nell' altra ; o pure una circonfe- 
renza è il luogo dei poli delle tangenti ali al- 
tra , rispetto al dato circolo CD , il quale 

I ) Legekdue. — i:lc. di Geo., trad. da Rimisi; tco. VI. App. al lib. III. 
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suolesi perciò chiamare circolo ausiliario o direttore. 

472. 1 due circoli or ora considerati ci porgono l’ esempio più 
semplice di quelle curve denominate pola ri reciproche, le 
quali godono quella medesima reciproca proprietà de'duc circoli 
PP , P'P' rispetto al direttore CD, eh' è stata dichiarata in One 
del numero precedente, ed è espressa dalla relazione (30). 

473. Nè bisogna credere che la polare reciproca d’ un circolo 
sia sempre un altro circolo, come, per caso, abbiadalo qui innanzi 
trovato. In effetti, supponendo che il circolo direttore non sia più 
concentrico a quello di cui srva cercando la polare reciproca; 
prendendo per assi due diametri ortogonali di questo secondo cir- 
colo, e dinotando con x 0 , y a le coordinate del centro del circolo 
direttore, avremo per equazioni rispettive di questi circoli 

(31) y’ -f- x’ = r'* (32) (y-y 0 )* 4 -(x-*„)*=r* 

Or la tangente in un punto x\ ij' del primo e y'y -+- x'x = » '*, 
quindi le coordinale l, u del polo di questa retta, rispetto al se- 
condo circolo saran date dalle formolo ( 29 ) , purché si ponga 
x' r'* 

— -r in luogo di a, e -jr in luogo di 6, e s‘ avrà 
. (y.y'-Hr .x'-r'X-r'V .. (y 0 y'-hx 0 x'-r'*)y-r”y' 

t — -, ; r, > U = ; -, y: » 

yjl -i \-x 9 x—r" yj) -+-x a x —r 

da cui si trae : 

x ' r'\t—x a ) ( V , *(«— y„) > 

*.(<—*.)+ -y„(w— ’ y x o (t-x o )+y o {u—y 0 )-hr'* ’ 

e poiché x\ y' devono soddisfare la (31), cosi, sostituendo, si ha 
per equazione della reciproca di quel circolo, nel caso attuale, 

(33) r'*[(/ — x 0 )*-K u — y 0 )*]=[a; 0 (t — x 0 )+y 0 (u — y 0 )*-t-r"]\ 

la quale, in generale, è una curva del 2° grado, clic si riduce ad 
un circolo, sol quando x 0 —y 0 =o, cioè quando il circolo diretto- 
re è concentrico al dato. 

474. Secondo la stessa definizione data nel n.° 471, e in virtù 
della formolo (30), si fa chiaro che se con un medesimo centro si 
descrivano tre circoli , uno de’ quali abbia per raggio una media 
proporzionale tra quelli degli altri due, questi saranno polari re- 
ciproci rispetto al primo, che sarà il circolo direttore. 
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475. Ritornando alla retta (25) 

25 y = ax -+- b , 

di cui abbiain determinato il polo ( x, , y, ) rispetto al circolo 
t/ ,c 4 — r“, supporremo che abbia a passare per un dato punto 
(x',y') ; in tal caso dev’essere h=y' — ax', e però le formule 27 , 
che determinano il polo , divengono 

«r a r* 

e da queste, eliminando l’arbitraria a, ne deduciamo y't/-(-x'x=:r*, 
la quale equazione appartiene, per conseguenza, al luogo di;’ poli 
delle varie rette che passano pel medesimo punto (x',y';) ma essa 
è la polare di questo punto rispetto al medesimo cirrolodato, 
quindi abbiamo il seguente teorema: il luoy o de’ poli delle diverse 
rette che passano per un medesimo punto, rispetto a un dato circo- 
lo, è la polare del detto punto, rispetto al medesimo circolo. 

•47G. Se invece il polo (x,, y,) abbia a trovarsi sopra una retta 
y=ax-t-p, dovrà essere i/ J =ax J +^; quindi , sostituendo questo 
valore nell’equazione della polare t/ I i/-t-x 1 x=-r*, questa diviene 

(34) py — r’-t-x,(ay+-x =o, 

c rappresenta una retta che passa sempre pel medesimo punto 
x= — or* : p , ;/=» “ : p , qualunque sia x„ cioè qualunque sia la 
posizione del polo (x, , y,) sulla retta y—ax+%. Ma questi va- 
lori di x ed y sono le coordinate del polo di questa retta, rispetto 
al medesimo circolo y“-t~x s — r\ dunque abbiamo il seguente teo- 
rema reciproco del precedente: le polari ile'diversi punti d’una retta 
rispetto a uno stesso circolo, ranno a passare pel polo di quella ret- 
ta, rispetto al medesimo circolo. 

477. Secondo la maniera di costruire la polare d’ un punto (n." 

B 457) , il teorema or dimostrato equivale 
alla proprietà seguent e.:se dai diversi punti 



P' , A", A - ', er. d’una retta si conducano al 
punto fisso C le rette CP', CK'.CN', ec.; e 
quindi si segnino i intuii P sulla prima r K 
sulla seconda , N sulla terza, ec. in guisa 
da essere 

(35) CPxC P'—CK x Ck'—cc .=r” ; 

e da questi punti si conducano le perpendi- 
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rotori olle rispettil e rette Cl’,ec. tutte i/ueste perpendicolari an- 
dranno a passare per un medesimo punto. 

In questa costruzione, come fu pure avvertito al n. 168, non 
si richiede che s’ abbia disegnata alcuna circonferenza; ma basta 
soltanto che sien dati di posizione la retta AB e il punto C, e sia 
pur dato il valore di r. Anzi possiamo supporre nelle (35) cam- 
bialo r" in — r", e la proprietà continuerà tuttavia a sussistere ; 
se non clic in questo caso le sopranominale perpendicolari non 
possono esser più le polari de’punli P', K', cr. rispetto a un cir- 
colo, essendo che i punti P, K, N, ec. vanno a cadere in senso op- 
posto ai corrispondenti P\ K', N', ec., rispetto al punto fisso C, 
consideralo come centro d' un circolo. Ma se si osserva che in 
questo caso l'equazione di questo circolo è y’-\-x*= — r*, c però 
il circolo è immaginano; cosi, volendo, in ogni caso , ritenere il 
nome di polare , diremo le dette perpendicolari polari rispetto a 
un circolo itnmwjinario , quando r* si cambia in — r*. 

478. Osservaziove— Questo risultamento e quello del n. 436 
ci porgono il mezzo di fare un'osservazione importante, ed è la se- 
guente: come ne' problemi numerici, cosi pure ne' geometrici può 
avvenire che dei problemi di cnuuziali diversi conducano ad una 
medesima equazione, che rappresenta la condizione esprimibile 
algebricamente; ma può stare, nel medesimo tempo, clic per ta- 
luni di essi vi sieno pure altre condizioni inesprimibili, le quali, 
non verificate, limitano la soluzione, o la rendono impossibile. 

Così, cercando la retta de'conlalti delle tangenti condotte da un 
punto, c cercando la polare di quel punto , rispetto al medesimo 
circolo, ricadiamo sulla stessa equazione; e l'una o l'altra di que- 
ste due rette sarà sempre geometricamente assegnabile ; ma , se 
è sempre possibile assegnar questa retta come polare del punto 
dato , non è sempre possibile assegnare per mezzo della stessa 
retta i punti di contatto, perchè si richiede che il punto da cui 
si conducono le tanijenti sia fuori del circolo, e questa condizione 
non è richiesta nel caso della polare. Similmente la relazione (35) 
sussiste, sia che si supponga disegnata la circonferenza d’un cir- 
colo o pur no ; ma perchè convenga al primo caso è d’ uopo che 
r* non si cambi mai in — r*, mentre nel secondo caso questa con- 
dizione noli è necessaria. 
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479. Consideriamo ora una retta che passa per due punti (x'.y'), 
(x",y n ), e sicno t, u le coordinate di quel punto che divide la di- 
stanza fra i punti dati nella ragione fu,:»», ; sarà 

»n 1 y'-|-»l,y ,, 

t= • w= 

m.+m, w.-Hn, 

Or, se questo punto deve stare sulla circonferenza del circolo 
(1) y*-\-x t —r t , i precedenti valori di t ed ti devono soddisfare 
cotesta equazione, c però avremo : 

(36) (x' t +x' t —r')m l t -^-2(y'y”-hx'jf—r , )m,m t -hy”’-hx nt — r*=o. 

Cotesta equazione , essendo dati i due punti (x',y'), ( x ”, yf) , 
determina il rapporto , secondo il quale la distanza fra detti 
punti è divisa dalla circonferenza (f). Essa dà due valori per que- 
sto rapporto, i quali corrispondono ai due punti in cui, general- 
mente parlando, la retta clic passa pc’ punii dati può incontrare 
la circonferenza; e, secondo che le radici della (36) sono reali e di- 
seguali, reali ed uguali, o immaginarie, la retta sarà segante rea- 
le, tangente, o segante immaginaria. 

480. Nel caso delle radici eguali dev’essere (n.° 348 E. d’A.) 
( y n +x’’—rW m +x"’—r')=(yY+x'x'—ry, 

c quest’ equazione dev’ esser verificata qualunque sia la distanza 
fra i due punti ( x y') , (af, y") , sì che possiam supporre un di 
essi, e sia il primo, fisso, e 1’ altro variabile sulla retta, che ora 
è tangente; e però, sopprimendo i doppii apici, scriveremo 

(37) (y'*-f-x'*— r*)(y*-i -x*— r*)=(y'y-t-x'x— r*j\ 

Pertanto quest'equazione è quella della coppia di tangenti 
clic dallo stesso punto (x'.y') si possati menare al circolo y*-+~x*— r*=o. 

<481. Volendo altrimenti trovare l’equazione di queste due tan- 
geuli, riprendiamo le equazioni 

(1) y'-t-x'W , (2) y— mx-Hi , 

(3) (l-f-m“)x*-t-2»mx-i-n !! — r’=o, 

del n.° 439, c osserviamo che la retta (2) sarà tangente il circolo 
(1), se le radici della (3) sono eguali (n.° 439) , cioè se 

(38) »*— r*(l 4 -m’)=:o. 

Or se la retta (2) deve passare per un dato punto (x',y') deve 
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essere ti=y' — rnx', e però soslitucndo in (38) si ha 

(39) (aj 1 — r*)m*— r*=o. 

• 

Trovata quest’ equazione dì condizione perchè una 
reità che passa per un punto dato (\ r ,y') tocchi il circolo (2), os- 
serveremo che essa dà due valori m',m" (reali o immaginarli) per 
m, i quali corrispondono alle due tangenti che si posson con- 
durre pel medesimo punto (x',y') , le quali hanno , in generale , 
per rispettive equazioni 

(40) y — y' — m'x — x')=o y — y’ — m"(x — x'J=o , 
c sono perciò contenute nell’ unica equazione 

[y—y'—m'(x- r x)}[y—y'—m r {x—x')]=o, 
la quale sviluppata, e sostituendo per m'-t-m" ed m'm" i loro va- 
lori traili dalla (39) in virlù delle relazioni tra le radici e i coef- 
ficienti, diviene, 

(41) (#'*— r’)(y— y'}*— 2x'y'(x— x')(y— y')-Ky"— r*)(x— x')*=o. 
Questa pertanto è l’altra equazione della coppia di tangenti, 
che si riduce alla (37); c volendo individualmente l’ equazione di 
ciascuna tangente, si dovrà sostituire nelle (40) in luogo di m',m® 
i loro valori tratti dalla risoluzione della (39) rispetto ad tn. 

482. Supponiamo preso per primo asse la retta che passa pel 
punto di concorso delle due tangenti e bisega la retta de’contatti; 
allora ò chiaro che , se x',y' dinotano le coordinate del punto di 
contatto d’una tangente, x , — y' saran quelle del contatto dell’al- 
tra ; sì che le equazioni di queste tangenti saranno ' 

y'y+x'x — r’=o, ~y'y-}-x'x—r'—o ; 

mentre nel tempo stesso dev’ essere y“-f -x"=r\ Sia ora (t,u) un 
punto della circonferenza, e dinotino z, z' le distanze rispettive 
di questo punto dalle due tangenti; avremo (80, 278) 

u*-M’=r*; y'u-\-x'l — r*—rz; — y'u+x't—r'—rz: 

quindi, moltiplicando queste due ultime equazioni, e osservando 
clic y '^r" — x'’,u*— r* — 1\ si può dal prodotto eliminare il ter- 
mine y"u\ e riduccndo s’ ottiene 

(42; zz’=(x'—t)*=v', 

essendo v la distanza del punto ( t , k) dalla retta x—x' , che è 
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quella de'conlalti. Pertanto cotesla formolo dà luogo al seguente 
teorema : se da un punto qualunque d' una circonferenza si con- 
ducono le per/fcndicolari su due tangenti e sulla corda de’ contatti, 
il rettangolo delle prime è uguale al quadralo della terza. 

ART. HI. 


Proprietà risultanti dalla combinazione di due rirroli. — Asse ra- 
dicale. — Punto radicale. — Tangenti comuni a due circoli. — Casi 
ne' quali alcuno di essi si riduce ad un pnnto. 


483. Abbinasi due circoli riferiti a uno stesso sistema di assi 
ortogonali ; sicno r, il raggio e (x, , y.i il centro del primo , ed 
r, il raggio e (x a ,t/ a l il centro del secondo: le equazioni rispettive 
di questi circoli saranno 

(C.) (y— g,)*+[x— x,)*— r,'=o , 

(C, ) (tj— »/,)’+(*— ff.)*— r,*=o . 

Sviluppando e sottraendo otlicnsi 

(a) 2(y,— y I )y-t-2(x 1 — x t )x=r*— [y’-i-x*)— [r,*— (y.-Hr,)]. 

C.otesta equazione è quella d’ una retta clic passa pei due punti 
comuni, reali o immaginari!', ai due circoli (Cj.fC.Ì, e a tutti gli 
altri che passano pc’ medesimi due punti (n.° 131), e però coin- 
cide, in direzione, con la corda comune a’ detti circoli , quando 
questi realmente si tagliano; c coincide con la tangente comune, 
«piando i circoli si toccano. In qualunque caso la retta fa) è geo- 
metricamente assegnabile, sia che i circoli si seghino, si tocchino, 
o non abbiano alcun punto reale di comune : essa coinè vedesi è 
perpendicolare alla retta che passa pe centri dei circoli ( che chia- 
meremo retta centrale ); e, nel caso generale, è d'ordinario 
chiamata asse radicale de’ due circoli, che passano pe’medc- 
simi due punti ; nominando , per analogia , punto radicale 
quello in cui essa incontra la retta centrale. 

48T. Per assegnare più agevolmente cotesto punto , supporre- 
mo, il che è sempre possibile, clic l’asse delle x sia la stessa retta 
centrale, e origine delle coordinate sia il punto O medio della di- 
stanza C.Cj dei centri. Con questa ipotesi sarà //, = i/, . = o , 
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#,= — x t , c la (a), fattevi queste sostituzioni, e ponendovi quin- 



di y=o, dà aj=(r a *— r,’) : 4x t 
per I* ascissa del punto radi- 
cale. Ma , per meglio ancora 
fissarle idee.supporrcmo che 
r,<r, , e che 1’ asse positivo 
delle x vada da 0 verso C, ; 
così, ponendo C,C,=a , sarà 
x,= — [a, e quindi in ulti- 
m’ analisi avremo : 


M\ x _ r '~ r ' _ _ r «^ 

' ' 4x, J a 

Pertanto , tagliando OR eguale al valore assoluto di questa se- 
conda frazione , e menando RQ , perpendicolare a C,C, , la RQ , 
sarà l' asse radicale, ed R il punto radicale de’ due circoli dati. 

Dalla precedente formola (1) risulta quanto qui appresso. 

1. ° Indipendentemente dal segno, la distanza Ira il punto radi- 
cale e U punto di mezzo fra i due centri, è quarta proporzionale in 
ordine alla metà della distanza de' centri , alla semisomma e alla 
semidifferenza de’ raggi. 

2. ® Il punto radicale di due circoli eguali cade nel mezzo della 
distanza de centri. 

3. ® In due circoli disuguali, il punto radicale è sempre più pros- 
simo al centro del circolo minore. 


4. ® Se i circoli si tagliano, il punto radicale cade fra i due cen- 
tri o fuori di essi , secondo che il punto di mezzo de' due circoli è 
nell'area d’uno di essi o nell'area comune a entrambi. 

5. ® Se « circoli si toccano, il punto radicale è il punto di contatto. 

6. ® Se i circoli sono concentrici, il punto radicale è all'infinilo. 

7. ® Finalmente le distanze del punto radicale dal centro C, del 
circolo minore, e dal centro C, del circolo maggiore sono rispet- 
tivamente espresse da 




aMr.’-O 


C„R= 


a'-Hr.’-r,*) 


485. Supponendo l' origine delle coordinate in un punto qua- 
lunque dell’asse radicalc.il termine noto della (a) dcv’esser nullo, 

30 
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c quindi sarà m,* — r,* — j/ t *H-ar t ’ — r/ ; ma (n.° 4M) il 

primo membro rappresenta la potenza dell' origine rispetto al cir- 
colo (C,), e il secondo quella rispetto al circolo (C,\ quindi l'asse 
radicale di due circoli qualunque è il luogo de’ punii di egual po- 
tenza rispetto ai due circoli. E però 

I. Se da un medesimo punto dell’ asse radicale di due circoli si 
conducono le corrispondenti tangenti, queste risultano eguali. 

Quindi i contatti T, , T, (fi. p. 225) sono sulla circonferenza di 
circolo clic ha per centro il punto Q dell' asse radicale e per rag- 
gio una di dette tangenti ; e poiché le C,T, , C,T, sono rispet- 
tivamente perpendicolari ai raggi QT,,QT„ sono tangenti al cir- 
colo Q. Inoltre, poiché l’a igolo che la circonferenza di questo cir- 
colo forma con quella di C, nel punto T, é quello delle rispettive 
tangenti C,T, , T,Q, ch’ò retto, così questi circoli si tagliano 
ortogonalmente. Lo stesso dicasi pe’ circoli C, , Q , c però 

li. Il circolo che ha per centro un punto dell’ asse radicale ta- 
glia ortogonalmente tutti i circoli che hanno di comune quest' asse. 

HI. Se da un medesimo punto della corda comune di due circoli 
si conducano due corde, una in uno e i altra nell' altro circolo, e 
in modo che restino bisegate in quel punto, esse saranno eguali. 

IV. La tangente comune a due circoli è bisegolo dall'asse radicale. 

V. Se da un punto qualunque [Q) dell' asse radicale si conducono 

due seganti qualunque (QM % , (IJVJ, una in un circolo V altra nel- 
r altro, i quattro punti (M,, M,, V, , .YJ sono allocati sulla circon- 
ferenza d'un altro circolo. In clletti, pel cor. I, si ha Q.M.xQM, 
=QN,XQN, , c quindi (n.° 374) i quattro punti N„N. 

sono sulla circonferenza d' un circolo. 

VI. Tutti i circoli che passano pe’ medesimi due punti , reali o 
immaginami , sono tagliali da una qualunque segante in quattro 
punti in involuzione. 

Supponiamo, in effetti che la retta tagli uno qualunque di que- 
sti circoli ne' punti M„M, , e un altro ne’ punti N,,N,: sia 0 il 
punto in cui l' asse radicale incontra la segante , e , pel cor. 1 ,° 
sarà OM.xOM.^ON.xON, , quindi i quattro punti M, , M, , 
N,,N„ sono in involuzione, c il punto O n'è il centro (n. n 321). 

486. Osservazione. — Secondo il corollario IV, si può trac- 
ciare l'asse radicale di due circoli, menando , quando 
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sia possibile , due tangenti comuni ; bisecando la parte di ciascuna 
coni/, resa tra i punti di contatto ; e pe' punti ili bisezione conducendo 
una rollìi, che sarà l' asse radicale richiesto. 

4S7. Nel ii." Wo abbiamo trovalo elio 1’ equazione 

(d) »/+(x— kf-k'+P 

rappresenta tutti i circoli che passano pei medesimi due punti 
reali o immaginarli, prendendo per primo asse la retta de’centri, 
c per secondo la retta che passa pe’ due punti comuni, cioè l'asse 
radicale (n.° 183). In detta equazione la costante k è arbitraria , 
l’altra 5’ ha il medesimo valore per tutti i circoli del sistema; 5* 
può esser jwsilivo, nullo o negativo, c dinotando con x, l’ascissa 
del centro d’ uno qualsicsi di questi circoli e con r, il raggio, è 
&‘=r, M —x l ' à . Se e quindi ò* positivo , il circolo incontra 

l’asse radicale ne’ due punti comuni al sistema di circoli , qua- 
lunque sia k: in questo caso tulli i circoli del sistema sono geometri- 
camente seganti ; se r l —x I c quindi 3’ nullo, 1’ asse radicale 
è nel tempo stesso la tangente comune ; in questo caso tutti i 
circoli del sistema sono tra loro tangenti nel medesimo punto ; 
c lilialmente se r,<C x, i circoli non incontrano geometricamente 
1’ asse radicale. In quest’ ultimo caso conviene osservare inoltre 
che i circoli saranno reali finché in valore assoluto A'>3, ed in tal 
caso i circoli del sistema non si segano, nè si toccano, ma sono tra 
loro esternamente o internamente disgiunti; e quando k *— — 3“, 
si hanno i duo punti limiti y~o , x=±ò (n.° 43G). 

488. In generale , dinotando con 6', , C, i primi membri delle 
equazioni (C,), (CJ, l'equazione 

(4) V,+kC,=o , 

essendo k una quantità arbitraria, rappresenta, rispetto a un qua- 
lunque sistema di assi rettangolari, lutti i circoli che passano pei 
due punti, realio immaginarii, comuni aiduecircoli C,=o,C,=o ; 
e diremo lutti questi circoli in involuzione, perchè i punii 
in cui una segante comune li taglia sono in involuzione (n.°485, 
cor. VI). Tali son pure i circoli dell’equazione speciale (3). 

489. Secondo l’ equazione (24; del n.° 4(54 la polare d' un punto 
(x^y, lispello al circolo che avesse per equazione la 3) è la so- 
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guentc y,y-\-{x, — k)(x—k)=k t +S t , o vero 

( s ) y, y-hx,x—B'—k(x+x,)=o; 

ma questa retta passa costantemente, qualunque sia k, pel punto 
d’intersezione delle due rette y,y+x t x — 8*=o, x+x,=o, dun- 
que si ha il seguente teorema : le polari d’ uno punto rispetto ai 
varii circoli in involuzione passano tutte per lo stesso punto. 

490. Supponendo che i circoli del sistema fossero disgiunti , 
allora 8* è negativo, e l'equazione (5) della polare diviene 

y.y ■+■ -4-8* — k{x -4- x t ) — o , 

si che, se il polo è uno de' punti limiti di questo sistema, e per- 
ciò y I =o , x,=:±8 , cotesta equazione si riduce a j± 8 — o, 
qualunque sia k; c però in un sistema di circoli disgiunti la polare 
d’ uno de’ punti limiti , rispetto a qualunque circolo del sistema è 
sempre la stessa e passa per V altro punto limite. 

491. Quando uno de’ due circoli (C.) , (C„) (n.° 483) si riduce 
a un punto, c supponiamo che sia il circolo (CJ , allora è r 4 = o, 
e F equazione (a) (n. u 483) prende la forma 

(a') 2(y t —y l )y-+-2(x % —x t )x=r I % —[y I '-hx t *)+(y*+x t t ), 

c continua a rappresentare una retta assegnabile, che anche qui 
si chiama asse radicale del circolo e del punto. Quest'asse, come lo 
mostra la sua equazione (a') ò perpendicolare alla congiungente il 
centro del circolo col punto ; e prendendo questa retta per primo 
asse, e per origine il detto centro , y,=o, e la (a') diviene più 
semplicemente 2x„.x=r I *-4-x, 1 ‘, da cui si ricava 



c mercè questa formolo, che assegna il punto radicale (n.°484),si 
può più agevolmente (issare l’asse radicale, nel caso in disamina. 

Ecco intanto le conseguenze a cui mena cotesta formola : l.° 
siccome x risulta dello stesso segno di x t , il punto dato e il punto 
radicale si trovano da uno stesso lato rispetto al centro del circolo. 
T X 

2.° Essendo sempre — ■+- — >2 , qualunque sia il valor nu- 
x % r l 

mericodi x t , ne segue che è sempre x>r,,eperò sia il punto fuori 
o dentro ilei circolo , il punto radicale sarà sempre fuori, c consc- 
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guentemente i asse radicale non taglierà giammai il dato circolo. 

3. ° Quando il punto dato è sulla circonferenza, x t =r„e quin- 
di x=r l ; laonde l’ asse radicale d'un circolo ed! un punto della cir- 
conferenza è la tangente in questo punto. 

4. ° Se *,=0 , il punto dato è lo stesso centro del circolo ; la 
(b) dà x— oo , e quindi l' asse radicale d' un circolo e del suo cen- 
tro, cade all' infinito. 

5. ° La forinola (b) non cambia , se in luogo di r* : x t si pone 
jc,; ma i punti che hanno per rispettive ascisse x % cdr’:x t sono 
il punto dato e il suo polo coniugato (n,° 4C9) , quindi due punti 
coniugati rispetto a un circolo àn lo stesso asse radicale col circolo. 

6. ° Finalmente, in virtù di questa conseguenza , e osservando 

T * 

che la (b) può mettersi ancora sotto la forma ar=j( — • -hx t ) , ue 

segue che V asse radicale d’ un circolo e d' un punto bisega la di- 
stanza tra questo punto e il suo coniugalo rispetto al circolo. 

492. Supponendo che l' origine sia un punto qualunque dell'asse 
radicale, dev’ essere r,* — (y 1 *-4-ar I *)=y,*-Hr 1 *; il primo membro 
di quest’eguaglianza rappresenta la potenza dell'origine rispetto al 
circolo, e il secondo il quadrato della distanza del punto dato dal- 
l’origine ; cosi si àn le proposizioni seguenti : l.° per qualunque 
punto deli’ asse radicale d'un circolo ed un punto, la potenza di que- 
sto punto è uguale al quadralo della distanza tra questo e il dato. 

2. ° La tangente menata da un dato punto ad un circolo è divisa 
per metà dal costoro asse radicale. 

3. ° Si assegna la posizione dell'asse radicale d'un circolo e d’un 
punto, quando questo è fuori del circolo, menando la coppia di tan- 
genti, e conducendo la retta pe’ punti medii di queste tangenti. 

493. Supponendo finalmente che ciascuno de' circoli (C,), (C.) 
si riduca a un punto, e però che sia r I =r,=o, allora la (a) diviene 

(a r ) 2(y,— yi )y+2{x t — x I )ax=y,*-|-a;. m — (yZ+Jf,’), 

c continua a rappresentare una retta sempre assegnabile , quale 
che siesi la posizione dei due puuti dati, csi chiama tuttavia asse 
radicale di due punti. Essa come vedesi, è perpendicolare 
alla compungente questi punti, e la divide per metà. 

494. Tangente comuni a die circoli.— P resa per primo asse 
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la retta centrale, e per origine delle coordinate ortogonali il cen- 
tro d’uno de’ due circoli dati ; chiameremo r,,r , i rispettivi rag- 
gi c a la distanza di centri : le equazioni de' due circoli saranno 
(c.) y '+x'=r,\ (e.) y + x—aj'—r*. 

Dinotando con [x ' , y') un punto della circonferenza del primo 
circolo, l’ equazione della corrispondente tangente sarà 
(7) y'y+x'x=r l t , essendo (8) i/‘-\ -x"‘=r l t . 

Ora se la stessa tangente (7) deve toccar pure il circolo (c,) è 
necessario e sul1icientc,che la distanza di quella tangente dal cen- 
tro di (c.) pareggi il raggio di questo circolo ; e però dev’ essere 
(9) ax' — r*==±r,r % ; 

e combinando queste equazioni (8) e (9) ne deduciamo 


y ==± a V r ,)“ ; 


rjr m —r,) 


y"—~a V'®*— (r.~ »’J‘- 


Ciascuno di questi sistemi (10) e (11) determina sul primo cir- 
colo (4) due punti, estremità d’ una corda perpendicolare alla retta 
centrale , dai quali menate le tangenti a quel circolo , risultano 
tangenti ancora all’altro (cj; e, vista la simmetria delle formule 
e della figura, le corde de’contatti nel secondo circolo son pur esse 
perpendicolari alla retta centrale. Laonde si à il seguente teore- 
ma: due circoli ammettono due coppie di tangenti comuni-, e le rette 
de' contatti in ciascuna coppia sono perpendicolari alla retta centrale. 

49"». Posto ciò , mettiamo in disamina le precedenti formule 
(10), (11) e ne dedurremo quanto segue. 

l.° Se nOr.-t-r,, i due circoli sono esternamente disgiunti : nel 

tempo stesso ò pure 
«>»•„ — r,; si che en- 
trambi i sistemi (10) 
e (11) son reali , c 
quindi . in tal caso, 
idue circoli ammet- 
tono geometricamen- 
te due coppie di tan- 
genti comuni ; una 
coppia è di tangenti 



Digitized by Google 



dici, rincoro 


231 

esterne ST, , ST'„ l'altra coppia è di tangenti interne T/ T/, c 
T," T, w , come si vede dalla figura. 

2. ° Se a=r,-t-r., sara in pari tempo fl>r,— r,; in tal caso 

il sistema (10) dà x'=-r„ 
y'=o, e però i due punti 
di contatto sul primo cir- 
colo si riducono ad un solo 
S' estremità comune dei 
raggi de’due circoli; quin- 
di ancora le due largenti 
interne coincidono nell'u- 
nica largente T/ST/, si 

clic i due circoli sono esternamente tangenti. L'altro sistema (11) 
continua tuttavia od essere reale e a dare per y' due valori eguali 
cui opposti ; laonde le due tangenti esterne continueranno a sussi- 
stere come nel caso precedente. 

3. ® Se r, 4 - r„ > a > r, — r, , i due circoli si tagliano : in tal 




caso il sistema (10) diviene 
immaginario , e quindi an- 
che immaginaria la coppia di 
tangenti interne ; mentre il 
sistema (11) rimane tuttavia 
reale e però anche reale la 
coppia di tangenti esterne. 


4." Se a=r t r,, i due circoli avranno un punto S comune; 



nel tempo stesso , e però il sistema 

(10) e con esso la coppia di tangenti interne 
diviene immaginaria. L’ altro sistema (11) 
conduce a due tangenti esterne coincidenti, nel 
punto S ; e i due circoli sono perciò interna- 
mente tangenti. 
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5.° Se a<r» — r, , con più ragione è a<r t +r, : i due circoli 
sono internamente disgiunti, ed entrambi i siste- 
mi (10) e (11) divengono immaginarli ; quindi 
in questo caso entrambe le coppie di tangenti sono 
immaginarie. 



G.° Finalmente se a— o, i due circoli sono concentrici, ed en- 
trambi è sistemi (10) e (11) danno risultamenli immaginarii in- 
finiti, e quindi ancor tali sono le due coppie di tangenti. 

496. Passiamo ora a trovare l'equazione delle tangente comuni, 
ritenendo lo stesso sistema di coordinate. Se 


(12) y—mx-i-n 

è la tangente comune dc'due circoli dati, le sue distanze dai centri 
debbono essere uguali ai rispettivi raggi, e però dev’essere (80,278) 

— n:VT+m*==r I , ( — ma — n):y/l-+-m*=r, ; 


ricavati quindi i valori dimed n da coteste eguaglianze e sostituiti 
nella (12) avremo l' equazione dimandata. Ma prima d’ andare in- 
nanzi è d' uopo osservare che i primi membri di dette eguaglianze 
devono avere il medesimo segno, o segni contrarii, secondo che i 
centri sono entrambi da una stessa parte , o pure in parti oppo- 
ste rispetto alla tangente; queste condizioni sono verificate pren- 
dendo l’uno o l' altro de’ seguenti sistemi : 

n mo+« « ma-+-n 

\/ 1-t-m* *’ V 1-t-m* *’ V'1 -+-»«* V 1-M n “ *’ 

dal primo di questi sistemi si ricava 


r.—r . 


V a’— (a.— r.)* 
r.+r. 


n=± — zr 


ar. 


V a * — (r* — r,)* 

. ar - 

V a * — ( r »+ r «)‘ V <*/— (*•,-»-»•.)* ’ 

e però sostituendo in (12), i primi meda avremo 


, e dal secondo 


(13) y= 


(r,—r, x+ar. 
Va 1 — (r.—r»)* 


y=- 


(r,—r,)x+ar. 
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c, sostituendo i secondi m ed n, avremo le altre equazioni 


( 14 ) 


(r,-+-r t )x— or, _ 
V a’— (r.-H-r,)* 


y=— 


(r.+r,).r— or 


delle quali le (13) appartengono alle tangenti esterne , c le (14) 
alle interne ; secondo queste equazioni, il primo asse , che qui è 
la retta centrale, bisega l’ angolosi ciascuna coppia di tangenti. 

497. Secondo le equazioni (13), le tangenti esterne incontrano 
la retta centrale in un puuto che dista dall' origine (che è il cen- 
tro 0, , Gg. pag. 230) per una quantità 

(S) x= — ar,:(r, — r,), 

e secondo le (14), le interne la incontrano in un altro punto di- 
stante dall’ origine per una quantità 

(S') x=ar I :(r 1 +r I ). 

E supponendo, come è nella figura, r,>r,, il primo di questi va- 
lori è negativo, e determina un punto S sull'asse negativo, e il se- 
condo un punto S' dal lato positivo. Riferendo questi punti al cen- 
tro C„ 0 al centro C„, avremo rispettivamente 

(13) C,S=ar 1 :(r.— r,), C,S'=«ir I :(»Y4-r I ); 

(16) C,S=ar„:(r, — r f ), C,S'=ar t :(r t -hr,). 

498. Esaminando le formolo (S), (S') si deduce: 

1. ° Se a>r,-t-r,, i duccircoli saranno esternamente disgiunti; 
il punto S cadrà sul prolungamento della retta centrale C,C, , e 
fuori del circolo C„ come nella tìgura ; mentre il punto S' cadrà 
sulla parte compresa fra le due circonferenze. 

2. ° Se a=r , 4 -r,, i due circoli saranno esternamente tangenti; 
il punto S cadrà ancora come nel caso precedente; mentre il punto 
S' coinciderà col punto di contatto de’ due circoli. 

3. ° Se r a -t-r,>a>r 2 — r, , i due circoli si segheranno ; i due 
punti S , S' si troveranno situati come nel primo caso , salvo che 
S' cadrà sul raggio del circolo minore; per questo punto passano 
le due tangenti interne che, qui (n.° 496) sono immaginarie. 

4. " Se n~r t - -r„ i due circoli sono internamente tangenti; il 
centro C„ si troverà sulla parte negativa del primo asse, sì chi: a 
sarà negativa , e però la (S) darà .r=r, , e il punto S coinciderà 

ai 
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col punto di contatto de’ due circoli; mentre, dando la (S') pera; 
un valore negativo, e minore di r,, in valore assoluto, il punto 
S' starà sul prolungamento di SC,, c nell interno del circolo mi- 
nore. Questo secondo punto corrisponde alle due tangenti interne 
anche qui immaginarie. 

5. ° Se a<r, — r„ i due circoli sono internamente disgiunti; i 
due punti (S).(S') cadono entrambi sul diametro del circolo mi- 
nore, e son le intersezioni delle coppie di tangenti esterne ed in- 
terne, divenute entrambe immaginarie (n. 490), 

6 . ° Se a=o i due circoli sono concentrici, e i due punti (S).(S') 
coincidono entrambi col centro comune de’ due circoli. 

7. ® Finalmente se r t =r I , il punto (SJ cade all’ infinito , si che 
le tangenti esterne sono parallele e il punto (S') cade nel mezzo 
dei due centri, come doveva essere. 

499. La precedente disamina convalida il fatto altrove spiegato, 
cioè che l’intersezione di due rette immaginarie è un punto reale. 
Ma bisogna inoltre esscrvare come la esistenza sempre reale dei 
punti S , S' derivi da una proprietà generale , di cui è caso par- 
ticolare quello delle tangenti comuni ora trattato, c contenuta nel 
seguente teorema: se dai centri di due circoli si menino due raggi 
tra loro paralleli e diretti nel medesimo senso o p'ire in senso con- 
trario ; la conginngente gli estremi de' due raggi andrà passare per 
uno o per l’ altro di due punti fissi , posti sulla retta centrale , sia 
qualunque l ’ inclinazione de' raggi paralleli. 

In effetti , ritenendo sempre il medesimo sistema di assi , si 


s 



menino pei centri 
C,, C, i due raggi 
C,M, C,M' paral- 
leli e diretti nel 
medesimo senso , 
e inclinati per I’ 
angolo 9 al primo 
asse, cioè alla ret- 
ta C,C, ; e poi- 
ché I’ origine è il 


centro C„ e C,C,=a, le coordinate di M saranno r.cosf.r.sen? , 
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di M' saranno a-t-r.cosiy.r.scn?, e però l’ equazione delluMM'sarà 

(r— r,)scn 9 , 

y — r.sen?= r x — r.cos?^ , 

3 1 (r, — r.jcoscf — a 

e fattovi y=o, s’ ottiene 


(17) x=— <jr,:(r,— r,). 

Or questo risultaracnto è indipendente da 9 , quindi , qualunque 
sia l’inclinazione de’ due raggi C t M, C.M', paralleli e diretti nel 
medesimo senso , la MM' andrà sempre a passare pel medesimo 
punto diterminato dalla forinola (17). 

Che se invece si considerino i due raggi C,M, C.M, , paralleli 
e diretti in senso contrario, basterà mutare soltanto le coordinate 
di M' del caso precedente nelle seguenti:a — r.cosiy, — r.semy per 
aver quelle di M t .Ciò equivale a cambiare r, in — r„, e quindi in 
tal caso la formola (17) diviene 

( 18 ) awir.^r.-t-r,); 

e la retta MM, passa costantemente per questo punto (18). 


Ora i punti determinati dalle formale (17) c (18), come chiaro 
si vede , sono gli stessi punti (S), (S'), e però resta dimostrato il 
teorema, e rifermato che la determinazione di detti punti è sem- 
pre possibile, anche quando immaginarie fossero le tangenti; ciò 
avviene dal perchè la loro esistenza si riferisce ad una proprietà 
generale delle seganti che passano per gli estremi di due raggi 
paralleli , le quali sussistono sempre , quale che sia la posizione 
de’ due circoli. 

800. 1 punti S , S' furono dal Monge chiamati centri di si- 
migliando de’ due circoli; d’ accordo coi centri di simiglianza 
de’ poligoni omotetici , essendo che i due circoli possono essere 
considerati come poligoni dj infiniti lati, c perchè qualunque sia 
la posizione della segante il rapporto SM : SM' è costantemente 
uguale a quello de’ raggi C,M:C,M' ; e il rapporto S'M : S'M, , è 
pure costante ed uguale allo stesso rapporto de’raggi dei due cir- 
coli ; per modo che due circoli sono due figure omotetiche. 1 punti 
M,M', o pure M,M, si dicono omologhi, e omologhi diretti si di- 
cono i raggi paralleli c diretti nello stesso CM,CM' , e omologhi 
opposti, i raggi paralleli e opposti 
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501. Secondo le forinole 1 15) c (16) i rapporti C,S:C,S e C,S': 
C,S' sono eguali, e inoltre questo secondo è negativo, perchè i due 
semmenti C,S',C a S' sono opposti, quindi i quattro punti S,C,,S',C, 
sono armonici, e però f centri di simiglianza sono coniugali ar- 
monici de' centri de' due circoli. 

502. Volendo l’ equazione della corda de’ contatti , quando il 
primo asse non coincide con la linea centrale, ma à una posizione 
qualunque C,X' (fig.n.® 499), si osserverà che per passare da assi 
rettangolari ad assi parimente rettangolari, bisogna far uso delle 
forinole di trasformazione 

x=Xcos(f — lsen<j, y— .Vsencj-i- Fcos? , 
essendo 9 1’ angolo X'C,X , che il nuovo asse delle ascisse fa col 
primitivo ; x , y le antiche coordinate d' un punto qualunque e 
X, F le nuove coordinate dello stesso punto. 

Ora le primitive coordinate del centro di simiglianza S sono 
x^ar t :(i\ — r a ),y=o, quindi le nuove s’ avranno ponendo questi 
valori nelle formolc precedenti, che così divengono 



=Xcos9 — FSC119, o=Xseii9-i- Fcos? , c danno 


X= 


(ir,cos9 

r.—r. 


Y= 


ar, sen9 
r.—r. 


inoltre è chiaro, che, dinotando x,,y a le coordinate C.D,, C.D, 
del centro C a , si à cos?=x > :a sen9=y a :a, quindi 


(19) 


X= 


r,x. 


F= 


r,y. 


r—r, r—r. 

Similmente le coordinate del centro di simiglianza interno S\ 
rispetto al nuovo sistema, saranno 


(20) 


r.x 

r,-H 



Posto ciò la retta de' contatti T.T', 6 la polare di S rispetto al 
circolo (C,); e la T a T' a è la polare dello stesso punto S rispetto al 
circolo (C t ), quindi, secondo le equazioni (22,460), nelle quali bi- 
sognerà sostituire in luogo di x,,y l i precedenti valori di X, F, 
ed r, in luogo di r, s’ avrà per equazione della T,T' a 
(21) y l y4-x m x=r a (»-,— rj. 
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quella di T^T', s’ avrà dalla (24 , 464) , cambiandovi prima x 0 ,y 0 
in x,,y,, ed r in r„ indi ponendovi per x,,y,i valori X, Y, e verrà 

(22) y.(y— ».)■+•*,(*—. *.)=r l (r 1 — rj 

Ponendo invece, nelle] dette equazioni (22 , 460) , (24 , 463) , 
in luogo di x, , y , le soprascritte coordinate X' , Y' e facendo le 
altre sostituzioni qui innanzi indicate, s’ avrà per equazioni delle 
rette de’ contatti delle tangenti interne 

(23) y,y-Hx,x=^r I (r,-f-r I ), 

(2*) y^y— y.H-*,(*— *,)— r.lf.+O- 


ART. IV. 


Proprietà che risultano dallo comblnnslone di tre circoli. 


503. Rispetto a uno stesso sistema di assi ortogonali sieno 

(C.) (y— y,)*4-(x — x,)* — r t *=o, o in compendio C=o, 

(CJ (y— yj*+(x— x,)*— r,*=o f„=o, 

(C.) (y— y,)*-(-(x— X,)’— r/=o C,= o 

le equazioni di tre circoli dati. Sottraendo dalla prima la seconda 
o la terza, e dalla secouda la terza, avremo le seguenti equazioni: 

(a,,,) Cj ( A — o ; (a,,,) C l —C 3 ^:o ; (a,, , / C z - ( s — o , 

delle quali la prima rappresenta 1’ asse radicale de’ due circoli 
(C,), (CJ 5 la seconda quello de’ due circoli (C,), (C,) : e la terza 
quello de’ due circoli (CJ^C.) ; anche nel caso che alcuni o tutti 
questi circoli si riducessero a punti. E poiché la somma delle tre 
precedenti equazioni conduce a un’ equazione identica , cosi ne 
concludiamo (n.° 292) i! seguente teorema: gli assi radicali di tre 
circoli , combinati a due a due , passano per uno stesso punto ; il 
quale s’addimanda punto radicale de’ tre circoli. 

504. Secondo la de&nizione di questo punto, esso è d’eijual po- 
tenza rispetto a tutti e tre i circoli; e il circolo, descritto da detto 
punto come centro e con un raggio eguale ad una delle tangcnti,da 
esso menatea uno qualunque di tre circoli dati, taglia oriogo- 
nalmenle ciascuno di essi. 

505. Quaudo uno o due de' circoli (CJ^CJ^C,) si riduce a un 
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punto, allora il circolo clic ha per centro il punto radicale e passa 
pel punto dato, o per quei due punti dati, è ortogonale agli altri 
due circoli, o al rimanente circolo. 

506. Si può osservare che I' asse radicale di due de’ tre circoli 
(C,), (CO, (C,), poniamo de’ primi due, deve andar sempre a pas- 
sare per l’ intersezione degli assi radicali del primo c terzo , 
e del secondo e terzo circolo, qualunque questo siesi. E però ab- 
biamo un altro mezzo onde costruire l'asse radicale di 
due circoli che non si tagliano; imperocché basterà co- 
struire arbitrariamente un terzo circolo che tagli i due dati , e me- 
nare le due corde d’ intersezione, le quali si taglieranno in un punto 
per cui deve passare l’ asse radicale de' due circoli dati , il quale 
deve essere inoltre perpendicolare alla congiungente i centri di co- 
testi circoli, e però rimane completamente assegnato. 

Similmente si può costruire il punto radicale di tre 
circoli che non si tagliano ; imperocché basterà costruire 
arbitrariamente un circolo ehe tagli a un tempo i tre dati , c asse- 
gnare due qualunque de' tre assi radicali, cui dà luogo questo quarto 
circolo, combinalo con ciascuno de’lrc dati ; i intersezione di quei 
due assi radicali sarà il punto radicale richiesto. 

507. Supponiamo due de’ tre circoli dati ridotti a due punti , 
l’uno P dovunque, l’altro Q sulla stes- 
sa circonferenza del primo circolo C,. 
L’ asse radicale di questo circolo e 
del punto P ò una retta SS, determi- 
nata come altrove s’ é mostrato (n.° 
491,6.°). L’ asse radicale dello stesso 
circolo c del punto Q è la stessa tan- 
gente in questo punto ; c lilialmente 
l' asse radicale de' due punti P , Q è 

la retta MS condotta pel punto di mezzo della PQ perpendico- 
larmente a questa retta (n.° 493) ; quindi questa perpendicolare 
c la tangente QS si dovranno incontrare in uno stesso punto Sdcl- 
1' asse SS, e quel punto sarà il radicale del ristema. Ora , suppo- 
nendo fissi il circolo e il punto P, rimarrà pur fisso l'asse radicale 
SS ; c supponendo inoltre che l’altro punto Q percorra la circon- 
ferenza , audran parimente variando la tangente QS c la perpen- 
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dicolare MS, le quali non pertanto andranno sempre a intersegarsi 
sulla retta CS; quindi si ha il seguente teorema: se per un punto 
fisso (P), dentro o fuori la circonferenza d'un circolo, si conduca, 
a un punto variabile (Q) di questa circonferenza, una retta; a que- 
sto punto s'applichi la tangente (QS), e si biseghi la distanza (PQ), 
fra i due punti fisso e variabile,con una perpendicolare (MS); l'in- 
tersezione di questa perpendicolare con la tangente descriverà una 
retta , eh’ è 1’ asse radicale del punto fisso c del circolo. 

508. Supponiamo invece fissi il circolo C, e il punto Q sulla 
circonferenza, e variar di posizione il punto P, allora la tarigcnta 
QS riman fissa, e varian di posizione le due rette SS, MS, le quali 
devon sempre andare ad incontrarsi sulla tangente MS ^n.° 503), 
e però, osservando che l’ asse radicale SS bisega le due tangenti 
al circolo menate dal punto P , si trae 1’ altro teorema ; se da un 
punto (P), preso dovunque nel piano d’un circolo, si meni una retta 
ad un punto fisso (Q) preso sulla circonferenza del circolo, e la cop- 
pia di tangenti : indi si conduca la biscganle e normale (MS) della 
distanza (PQ) fra i due punti; finalmente si conduca la bisegante 
(SS) della coppia di tangenti; coleste biseganli s’ andranno costan- 
temente ad incontrare sopra una medesima retta fissa, la tangente 
al circolo condotta pel punto fisso (Q). 

509. Finalmente.supponcndo fissi i due punti F e Q, e varian- 
do di grandezza e posizione il cir- 
colo C,; allora riman fissa la retta 
MS , mentre variano di posizione 
la SU , bisegante le due tangenti 
condotte per P, e la SY. bisegante 
le due tangenti condotte per Q , e 
queste biseganti dovran costante- 
mente andare ad incontrarsi sulla 

MS, (n.° 503) ; laonde si ha il seguente teorema; se abbiami due 
punti fissi e un circolo variabile di grandezza e posizione, le biseganti 
le coppie di tangenti, menate da quei punti al circolo, s' incontre- 
ranno sempre sopra una retta fissa, la bisegante normale della di- 
stanza dei due punti. 

510. Osservazione. — Il circolo variabile potrà non passare 
per uno de’ punti fìssi , come nella presente figura : potrà co- 
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stantemantc passare per uno de' punti fìssi ; o finalmente potrà 
passar costantemente per entrambi i detti punti. In questi due 
ultimi casi agevolmente si vedono le semplici modificazioni che 
si devono introdurre nel precedente enunziato. 

511. I due assi radicali (a,,,), (a lM ) 

(a„.) C,— C,=o, (a,.,) C—C,= o, (n. 503) 

s’ incontrano come abbiam visto nel punto radicale de' tre circoli 
(€,), (C,), (C,) , quand' anche i due primi circoli si mutassero in 
punti. Ora se il terzo circolo (C,), da cui dipende 1' asse radicale 
(a,„) si faccia variar sì che quest' asse rimanga immutato, anche 
il centro radicale del sistema rimarrà fisso, col cambiar di posi- 
zione e grandezza, secondo una certa condizione.il terzo circolo, 
e rimanendo fìssi gli gli altri due (C t ) , (C,;, clic potrebbero ri- 
dursi anche a semplici punti. Tutto ciò accadrà indipendentemente 
dal terzo asse radicale C, — C, — o de’ due circoli (C,) c iC,) , il 
quale passa pel medesimo punto radicale; ma l’asse radicale (a,,,) 
rimane lo stesso, se il terzo circolo è uno di quelli compresi nel- 
l’ equazioni C, — k C, = o,i quali passano appunto po' punti co- 
muni ai due circoli (C„) (C,), quindi il teorema: essendo dati due 
circoli , se si descrive una serie di circoli che abbiano il medesimo 
asse radicale con uno de dati ; il punto radicale di ogni terna di 
circoli , cioè de' due dati e uno della serie , sarà sempre lo stesso , 
qualunque sia i altro circolo dato. 

Ed in particolare si ha 1' altro teorema: essendo dati due circoli, 
se si descriva una serie di circoli che abbiali due punti di comune 
con uno dei dati, o gli sieno tutti tangenti nello stesso puntoci pun- 
to radicale d' ogni terna , compresi sempre, in questa i due circoli 
dati, sarà lo stesso, qualunque siesi f altro circolo dato. 

512. Potremmo dedurre parecchie altre serie di belle c impor- 
tanti proposizioni derivanti dalle combinazioni dei circoli; ma ci 
contentiamo averne tracciata la via, e lasceremo a cura dello stu- 
dente dimostrar quelle che verranno enunziate in fine di questo 
libro; é intanto passeremo a considerare i centri di simiglianza in 
un sistema di tre circoli. Sappiamo già (n.° ) che se (A,A' t ) è un 
diametro del circolo (C,) e (A,A' t ) il parafici o nel circolo (C,)e si 
congiungono le (A, A,), (A '.A',); (A.A'J, A'.Aj, i punti (S,), (S'J 
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saranno i centri di simiglianza de' due circoli ((],), (C,). Analo- 
gamente si determinano i centri di sitniglianza esterno (S„) e in- 
terno (S',) de’ due circoli (C,), (C,); e quelli esterno (S s ) c interno 
'S',) de’due circoli (C t ), (C,). Laonde in un sistema di tre circoli 
si hanno tre centri di simiglianza esterni e altrettanti esterni. 

513. Supponendo che le equazioni de’ tre circoli sicno quelle 
stesse (C,) , (C,), (C,l del n.° 503 , cercheremo determinare l’ c- 
quazione della retta che passa per due centri di simiglianza esterni; 
e però supporremo condotto in ciascuno de’ primi due circoli un 
raggio parallelo al primo asse, e diretti nel medesimo senso; al- 
lora l’equazione della congiungcnte gli estremi di questi raggi è 


y — ;»/,= 


y—y. 


•r.-t-r,— 'J.-t-r.i 


[ar— (ar.-f-O] . 


e la retta centrale de’ medesimi circoli à per equazione 



ma il centro di simiglianza esterno S, di delti circoli ò l’ inter- 
sezione di queste due rette, quindi dinotandone con x",y" le coor- 
dinale avremo, eliminando, 


(1) 


x"— 


r.*— x , r , 

»*.— r. 



E se in cotcste formolo mutiamo soltanto x„ t/„r, rispettiva- 
mente in x„ y,, r„ avremo le coordinate \f " del centro di si- 

miglianza S, del primo c terzo circolo, le quali perciò saranno 


( 2 ) 



x,r, 

t 

r. 



y.r, 

r. 


quindi la retta che passa pe’ centri di simiglianza esterni S..S,. è 
' [>•.(*,— «J-t-r.fo— x t )]y 
( 3 ) =[»•,(».— y.)+r,{g t — y,)+r,(y,— y t )]x 

\+r l {x,y,—y t x t ) +r;[x,y,—y,.r l )+r,(x l y t -~ y,x,). 


Or quest’equazione ò simmetrica rispetto alle coordinate de’ cen- 
tri e ai raggi di tutti e tre i circoli dati , quindi rimarrà sempre 
la stessa quale che siesi la coppia de’ centri esterni (S,,S„S,) si 

32 
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voglia considerare, e però si à la proposizione seguente: i tre centri 
di simiglianza esterni in un sistema di tre circoli stanno per dritto. 

515. Inoltre il centro di simiglianza interno si ha prendendo i 
due raggi paralleli in opposto scuso , cioè cambiando il segno di 
uno de’ due raggi nelle formolo (1) o nelle (2), e però volendo con- 
siderare anche questi centri, basterà scrivere la (3) così : 

( [ r i(^—^^ ± rjx—x,)±r t (x—x,)]y 

* (*) ì=[ r «(!f.— »,)±r.(V.— !0±r.(y,— y,i]x 

\+r,[x t y—y t x,)±:r t (x,y,—y.x,)±r,(x,y,— y t x,). 

Cotesta equazione rapprcsenza quattro rette distinte, corrispon- 
denti alle quattro combinazioni di segni espliciti 

1.* (-t-r l ,-t-r„-t-r,); 2.* (-+-r„-t-r,,— r.ì; 

3/ (-t-r,, — r I ,-+-r 1 ); 4.* (-l-r,,— r,.— r,); 

che son le sole che possansi formare (') , e delle quali la prima 
corrisponde ullu (3) , cioè alla retta de' tre centri esterni; la 2.® 
corrisponde a quella che passa pe 'due centri interni S'j.S',, o per 
uno di questi e per l’ esterno S, , e però passa a un tempo per 
tutti e tre questi centri. Similmente la 3* corrisponde alia retta 
che passa pe’ due centri interni S', , S'„ e per l’ esterno S, ; e fi- 
nalmente la 4® corrisponde alla retta che passa pe' due centri in- 
terni S',,S', e per l'esterno S,. Ciascuna di queste rette , secondo 
fu definita dal Monge è un asse di simiglianza, e però ab- 
biamo il seguente teorema : in ogni sistema di tre circoli ci sono 
sempre quattro assi di simiglianza; dei quali uno contiene tutti e tre 
i centri di simiglianza esterni, e ciascuno de' rimanenti contiene due 
centri di simiglianza interni e uno esterno. 

516. Dal caso generale , passiamo a qualche caso particolare , 
e supponiamo che il circolo (C,) si riduca ad un punto, il suo cen- 
tro, e perciò sia r,=o; poniamo 1’ origine in questo punto, c sarà 
x, — y,=o. Con queste modificazioni la (4) prende la forma 
(r,x,q:x,r,)y=r l !/ t q:i/ l r, , quindi in tal caso, non si hanno che 

0 Non si prende In combinazione ( — r, , — r«, — , perda- questa dà lo 
stesso risoltninento della I.® 
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due soli assi di simiglianza, i (jouli possa no entrambi pel punto 
dulo. E poiché ponendo 


r 1 .r 1 q=.r ,r. 


k. .. r ■!/•-+- !/. r « 

si ha y— 

r.^r. 


e queste formolo, prendendo solo i segni superiori, o solo gl’ in- 
feriori, sono le coordinate de' centri di simiglianza esterno ed in- 
terno de’ due circoli (C, , (C,) ; cosi in un sistema di due 
circoli e un punto vi sono due soli assidi simiglianza , che 
passano entrambi j>el punto dato , mentre uno passa pel centro di 
siiniqlianza esterno de’ due circoli, e V altro per (indio interno. 

517. Se de' tre circoli dati due ;C„,C,) si riducono a due punti 
( i loro centri } dev’ essere r,=r,— o, c l’ equazione (4) si riduce 

all'altra y =— — — x, h — — — - che rappresenta una retta 

la quale passa pe’ due punti dati (x m , j/ a ), {x„y,) , qualunque sia 
la posizione c grandezza del circolo (C,) ; e però può dirsi che la 
retta che passa per due punti dati è i asse di siiniylianza di questi 
punti e <f un circolo qualunque. 

518. Se uno dei circoli, e sia (C,), si cambia in una retta, deve 
essere »,= oe: nel tempo stesso almeno una delle coordinate, 
del centro e sia x , dev’ esser pure infinita. Ora, sviluppando l'e- 
quazione (C, , 503; c ponendo x,—r, , si ha 

y*—2y l y+x , —2x 1 x=o, ' 

e quindi dividendo per x , e ponendo x,=ao ,s’ ottiene x=o; vale 
a dire che la supposta retta ò l'asse delle ordinate. Fatte le me- 
desime sostituzioni nella (4), e badando di prendere i segni come 
nel caso generale di tre circoli, si ha la nuova equazione 

’J—y, . y*(x,^r,)y,(x,q: r,) 

(o) y — x-\- 7 : — « 

x iT f i — ( j iT r i) x ,+»' 1 -( x .+r.) 


e però, anche in questo caso, abbiamo quattro assi di simiglianza, 
che agevolmente si costruiscono. In effetti sicno Q,Q„ la retta, e 
C,, C, i circoli dati. L’ asse delle ordinate, come abbiamo mo- 
strato , è , in questo caso, la stessa retta Q,Q a , c l’ asse delle a- 
scisse la corrispondente pcrpcudicolare, menata da un punto qua- 
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lunque. Poslo ciò, se nella (!») poniamo 

(«») x=x,+r , , si ha y=y , , 

e ponendo invece 

(7) x=x a q=r a , si ha y=y t . 

Dai centri C , , C t s’abbassino le perpen- 
dicolari B,0, » B,0, sulla retta retta da- 
ta ; così i punii corrispondenti alle for- 
molo (6) saranno gli estremi A,, B, del 
diametro A,B,; e quelli rispondenti alle 
(7) saranno gli estremi A a ,B a del diame- 
tro A a B a ; laonde » quattro assi di simi- 
(jliansa saranno le quattro rette A,A t , 
le due prime passano pel centro di simiglianza 
esterno, e le altre due per l’ interno. 

519. Finalmente consideriamo il caso d'un sol circolo c di due 
rette ; e supponendo il circolo (C,) una delle rette , che abbiam 
veduto (n.° prec.) ridursi all’ asse delle ordinate, supporremo l’al- 
tro circolo, che si riduce alla seconda retta, essere (C a ); e dinotando 
che questa formi con la prima l’angolo a, e prendendo per origine 
il loro punto d’ intersezione, l’equaziouc della seconda retta sarà 

(8) y=tan(a-+-Ji:;x. 

Ora il circolo (C„) ha per equazione 

(C.) y'-b*'— 2'JJ/— 2x a x=r a *— x a \ 

e perchè questo s’ identifichi con la (8ì occorre primamente clic sia 

(9) j/.’-f-x,'* — r„'=o ; e la (C a ) diviene 

y’-l-x* x, 

2 y, y ~y t x ~°’ 

che sarà identica alla (8) ponendo y,=oc , 

(10) x, : y a --= tan (a -+- J *), o vero y„ : x, = tana , 

così per mezzo di quest’ ultima equazione e delia (9) , otteniamo 

(1 1) x, : r a =cosa , y, : r a =sena (*) 


C) l.a sola condizione y a =oo c suflìcieiile per dare r a =oo , secondo la(U); 
ma convien supporre ancora oc, altrimenti, supponendo avere x, un 
valor Unito la prima (I I) darebbe a— o, c le due rette sarebbero coincidenti 
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Posto ciò l’ equazione (5) che è ciucila degli assi di simiglianza, 
quando un solo de’ tre circoli si cambia in una retta, darà l’equa- 
zione di delti assi, quando anche 1’ altro circolo (C.) si muta in 
una retta, ponendo in essa (5) r,=oo . Ma bisognerà primamente 
dividere i numeratori e denominatori per r„ e quindi rimettendo 
sena c cosa in luogo di y ;:r„ x t :r % e sopprimendo le frazioni che 

s'annullano per r.=ao , s’ottiene y — y, — cosa £=j l x — ( x i-+- r «)J« 
e, separando il doppio segno che precede t, s’àn le due equazioni: 
y— y,=— rot;a[x— (x t zprj],y— y^tanjafx— («q=r,)]. 

Pertanto abbiamo anche in questo caso quattro assi di simigliala, 
eh’ è pure agevole costruire. In effetti , primamente le due rette 

rappresentate da ciascuno di cote- 
sti sistemi sono parallele, e quelle 
del primo sistema sono perpendi- 
colari a quelle del secondo : in se- 
condo luogo, in ciascun sistema le 
due rette passano , come nel caso 
precedente, una per l' esterno A, 
1’ altra per l'estremo B del diame- 
tro perpendicolare a una delle rette date. Finalmente le due rette 
del primo sistema sono parallele allaOS.bisegante l’angolo ROR' 
delle rette date. Laonde , condotta questa bisegante, si meneranno 
per A e B due rette AE,tìU parallele ad OS, e due perpendicolari 

AD, lì E alle dette rette ; cosi i quattro assi di simigliamo saranno 

AE, AD, BD,RE, e AEDB sarà un rettangolo. 

520. Chiuderemo quest’ articolo , sponendo la risoluzione di 
taluni problemi su i circoli, come applicazioni delle precedenti 
teoriche. E primamente ci faremo a risolvere il seguente 
Problema. — Dati due circoli (C, C,J e una retta (RS) , descri- 
vere un altro circolo, che, senza incontrare il primo, abbia ad avere 
con questo per asse radicale la retta data , e abbia a toccare il se- 
condo. 

in una sola. D’altronde con la doppia supposizione potevamo 

porre, come abbinili fatto, >j, : x* — tati*, perchè si sa dall’algebra die il rap- 
porto tra due inllnili è una quantità detcminala. 
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Sia PS 1’ asse radicali; dei due circoli dati, jl quale incontri la 

retta data RS in S; da que- 
sto punto si conduca al se- 
condo circolo C t la tangente 
S T, e sarà T il punto di con- 
tatto di questo circolo e del 
circolo cercato. Si congiun- 
ga C l T , e i incontro C t di 
questa retta con la VII, per- 
pendicolare ad ItS, condotta 
per C sarà il centro dii cir- 
colo dimandato. 

In cfletti, per condizione 
del problema , la retta RS 
dev’ essere 1’ asse radicale 
del primo circolo C e del dimandato , e però il centro di questo 
circolo devesi trovare sulla perpendicolare ad RS, condotta per 
C. Inoltre lo stesso circolo dimandato e il secondo dato <1, , do- 
vendo esser tangenti, devono avere per asse radicale la loro tan- 
gente comune (n.° 484; la quale per conseguenza deve andare a 
passare pel punto radicale de' due circoli dati e del richiesto (n.“ 
50.1; : or questo centro ò appunto S determinalo come sopra si ò 
dello (n.° 511 fori teor.) 

520. Osservazione. — l’olendosi dallo stesso punto S condurre 
due tangenti al circolo C,. il problema proposto avrà due solu- 
zioni. Inoltre siccome in due circoli che non si tagliano , 1’ asse 
radicale e fuori di ciascuno, cosi il punto S ò sempre determina- 
bile in modo da condurre le due tangenti. E già s’ intende che la 
retta RS non deve incontrare il primo circolo C. 

521. Problema. — Descrivere un circolo che passi perduepunli 

dati e tocchi un altro circolo dato (C). 

Soluzione. — Si descriva un circolo arbitrario ( C ,) , il quale in- 
contri il dato ne' due punti (P,Q) si conducano le corde (PQ,M.W), 
che prolungate s incontrino in (S); e finalmente da questo punto si 
meni la tangente (ST) al circolo dato ; il circolo che passa pe' tre 
punti (M, T, M’) sarà il dimandalo. (Questa costruzione del pro- 
blema risulta dui teoremi del n.° 511. 

* 
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322. Osservazione. — Siccome dallo stesso punto S si può me- 
nare una seconda tangente, così vi sarà, in generale, anche un’al- 
tra soluzione. Però se i punti dati M,M' sono 1’ uno interno e 
l’ altro esterno rispetto al circolo C, il punto S cade dentro que- 
sto circolo, c, non potendosi condurre alcuna tangente, il problema 
proposto, in tal caso, non ammetterà alcuna soluzione. Inoltre se 
i due punti (M.M') coincidono in un solo, la retta (M'MS) divieti 
tangente, e i due circoli richiesti invece di passare per due punti 
dati toccheranno una retta c un altro circolo in punti dati. 

523. Problema. — Costruire un circolò tangente a tre circoli 
dati di grandezza c posizione. 

Si prendano per asssi due diametri ortogonali d’uno de’ circoli 
dati, c sia r, il raggio di questo circolo: sicno inoltre / 2 ,r a le 
coordinate del centro c il raggio del secondo circolo, e x,.y„r 3 
le analoghe quantità del terzo. Finalmente dinotiamo con A’, Y,R 
le tre quantità analoghe del circolo incognito. In questo modo, 
e supponendo che il circolo incognito toccasse i tre dati senza ab- 
bracciarne alcuno, le condizioni del contatto saranno 

jr+r=( r ,+r; 

{( Y-y,)'+(X-a;,)'=(r ,+Hf ; 
e le equazioni de’ tre circoli dati saranno 
(2) !/Vx*=r I a , (y— y t y+{x— x,)'=r t ’, (y-y,)'-h(x-x,)’=r t \ 

Le equazioni (1), essendo tre, sono sufficienti per determinare 
le tre ignote X, Y , R ; per ciò sottrarremo dalla prima ciascuna 
delle rimanenti, c s’ avran le due equazioni 

) 2y a Y -t-2 r t X=//,*H- r,’ — r 1 7 -t-2 r—r.R, 

v > \2y,Y-\-2x,X=y,'+x;+r'—r,'-h'2{r,—r,)R, 

che si possono sostituire alla seconda c terza (1) , c unitamente 
alia prima potranno servire a determinare le ignote, e risolvere il 
problema. Ma , per riuscirvi più agevolmente introdusse il Ger- 
fiONSE le coordinate t,u del punto di contatto del circolo richie- 
sto con quello il cui centro è stato preso per origine delle coor- 
dinate; in questo modo cotesto punto, quello di contatto, c i! cen- 
tro del circolo dimandato sono sopra una stessa retta , e abbas- 
sando da questi ultimi due punti le perpendicolari sull’ asse delle 
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ascisse, s’ anno due triangoli, da' quali si trae 

u(r.-t-Jt) v t(r,+R) 

1 = * A= * 

*■. r, 

e messi questi valori nelle (3) e riducendo, s’ ottiene 

2[y,w -t- x t l — r ,(r , — r t )](r t -\-R)—r .[t/Z+x," — (r , — r,)'] , 

— r,(r , — r ,)](r t +R)=r. ,[y, — (r , — r ,)’] ; 
quindi dividendo queste equazioni, s’ elimina R, e si à 

V) r,ir,— r.) _ y *-j-x*— fr,— r t " 

y a H-hx,i—r,(r t —r,) y.’-t-*/— (r,— r,)*‘ 

Ora il punto (t,u) dovendo stare sul primo dei circoli ^2), dei 'essere 
(5) «*-M =r’ ; 

e così abbiamo fra le due ignote t , u le equazioni (4) e (5) dalle 
quali si potrebbero ricavare i valori di dette ignote, c quindi co- 
struirle. Ma osservando che le coordinate t,u soddisfano la (4) , 
il punto (!,u) si trova sul luogo geometrico rappresentato da quella 
( 4 ) , il quale (supposte variabili t,u) rappresenta una retta. Si- 
milmente lo stesso punto (t,u) si trova sul circolo (5) che è quello 
stesso il cui centro è stato preso per origine; e però costruendo 
la retta (4), le intersezioni di questa retta col detto circolo deter- 
mineranno l'incognito punto di contatto ((, u). 

Per costruire intanto la retta (4) si ponga in essa 

(G) y t u+x t t— r,(r,—' r,)=o, e risulta y,u-hx,t — r t (r s —r,)=o, 
c posto y,u-+-ar.t— r,(r, — r m )=y m *-+-ar B * — (r, — rj\ o sia 

( 7 ) y.'«— yj+x t (l—. x,)==r,(r,— r t ), 

si à y,u-\rx,i — r,(r, — r^=y,*-Mt,* — (r, — r,)\ ovcro 

(8) y,(«— *,)=r,',r,— r,). 

Così le rette (6) daranno nella loro intersezione un punto della 
(4); e similmente il punto d’ intersezione delle due rette (7) c (8) 
è un altro punto della stessa (4) ; laonde, costruendo quelle quat- 
tro rette , s’avrà assegnata pure la posizione della retta (4). 

524. Ora, supponendo essere (Cj il circolo, il cui centro si è 
preso per origine, le equazioni (6) rappresentano (n.° 502) rispet- 
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tivamcntc le rette dc’contatti delle tangenti comuni de'due circoli 
(CjMCJ: c le (7) e (8) sono quelle rispetto agli altri due (C,),(C,); 
inollre polendosi indifferentemente prender per origine il centro 
d' uno qualunque de’ tre circoli dati, ne segue la seguente 

Composizione bel problema. — Si conducano ai tre circoli dati, 
(C,), (£",), (C,), preti due a due, le coppie di tangenti comuni; sieno 
(T „), (T tl ) le rette de' contatti de' due circoli (C t ), (C t ), c (T It ) , 
(T„) quelle de'due (C,), (C,); sia (N) il punto di concorso delle due 
rette ( T tt ),(T„ ), ed (N') quello delle due (T„),(T,J; si congiunga 
la (N1S"), e il punto (il) in cui essa taglierà il circolo (€,) sarà uno 
dei punti di contatto. Analogamente operando su i circoli (€,),[€,) 
e (C,ì , (C.) si costruiscono altri due punti (il'), (il") , e il circolo 
(ili!' il") sarà il chiesto. 

525. Questa stessa elegantissima costruzione può applicarsi alle 
tre coppie di tangenti interne, o a due coppie esterne e una in- 
terna , per modo che il problema proposto ammette otto soluzioni. 
E giova notare che la possibilità di queste soluzioni non dipende 
da quella di condurre le coppie di tangenti; ma dal potere la retta 
(4), sempre assegnabile, incontrare o pur no il circolo dato, di 
cui essa determina il contatto col dimandato. 

526. È facile pure osservare come le tre rette analoghe (NN f ), 
(N.N'j, (N.N'J passino pel punto radicale (R) de’ tre circoli. In 
effetti per avere un altro punto della (4) si può porre 

y.u+x.t— r^r— r t )=J(y,*-+-x,’— (r,— r,)*], o sia 

(9) 2y,u-+-2x,t-=r I *— r t *-t-t/,*-t-x/, e risulta 

(10) 2y,a+2x,t=r,*— r,’+y, a -Hr,*. 

Or la (9) rappresenta l’asse radicale de’ due circoli (C,), (CJ, 
c la (10) rappresenta quello de’ due circoli (C,), (C,). 


33 
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ART. V. 

Equazioni varie- del circolo In coordinale trlliaearl o triangolari. 

527. Sicno ABM un circolo, CA, CB due tangenti menategli da 
uno stesso punto, e AB la corda de’ contatti. 
Sia inoltre M un punto qualunque della cir- 
conferenza e a, p , y le sue coordinate trili- 
neari rispettto al triangolo coordinato ACB: 
avremo per un teorema dimostrato (n.° 482) 

(1) a?=T*. 

e quest’è l'equazione del circolo in coordinale 
trilineari, rispetto a un triangolo coordinalo , di cui due lati «— o, 
(ì=o sono due tangenti, e -p=o è la retta de' contatti. 

528. Osservazione. — Ponendo nella (1) 

(2) o=p 7 , ne risulta (3) pg=x, o pure (4) p’$=x. 

Ciascuna di queste equazioni rappresenta una retta , e due a due 
queste rette vanno a incontrarsi sulla circonferenza del circolo (1); 
in questo modo potremo rappresentare questa figura con due equa- 
zioni e una sola variabile p: così, prese, p.e.,le due equazioni ^2) 
e (3) e dando a [z un valore ad arbitrio.si costruiranno le due rette 
corrispondenti, la prima delle quali passa pel punto (o=o,f=o) B, 
e l' altra pel punto (?=o , f=o) A ; queste rette con la loro in- 
tersezione daranno un punto del circolo (1): al modo stesso si po- 
tranno avere quanti altri punti si vogliono , facendo variare g. 

529. Equazione del circolo circoscritto al tri. coor. — Si 
prendano dovunque sulla circonferenza d’ un circolo tre punti , 
e sieno a=o, p=o, y=o le aquazioni delle tre congiungenti, le 
quali formano un triangolo iscritto nel circolo, triangolo che as- 
sumiamo per il coordinato. L’equazione del circolo rispetto a que- 
sto triangolo fondamentale avrà necessariamente la forma 

(5) /pY-f-maT'+naJJ=o, 

perchè questa è verificata da’ tre sistemi (a=o,f=o).(o=o.-j=o), 
(p^o,-jf=o) che indicano i tre vertici del triangolo fondamentale. 
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pe’ quali passa il circolo; ina in generale la (5) appartiene ad una 
curva del 2.° grado, circoscritta al triangolo coordinalo ; c perchè 
potesse rappresentare un circolo , le costanti l, m , n debbono a- 
vere de’ valori speciali, che ora determineremo. Pertanto, rispetto 
ad un qualunque sistema di assi ortoganali, sicno 


a;cosa-bysena — p= o, xcosp-t-ysenp — p'— o arcos-jf+yscnf — p"= o 


le equazioni de’ tre lati a, p,Y ilei triang. fondam., e sostituendo 
questi valori nella (5), l' equazione risultante, perchè potesse rap- 
presentare un Circolo, deve avere uguali i coefficienti de’ quadrati 
x*, y* , e mancare del termine xy ; queste condizioni si trovano 
cosi espresse 

lcos( 3 + 7 '+mcos (a-t-f)+ncos(a-t-(ì)=o , 

• Isen(g-t-f)-t-msen(a-t-Y)-t-»scn(a-t-?)=o , 


donde,osservando che a — p è l’angolo C de’due lati a,p;v — aè l’an- 
golo B de’due lati f, a, e y — P è l’angolo A de’ due lati f e p del 

. , , . , m sen B n senC 

triangolo fond. , si trae — = . -r= , e messi questi va- 

l senA 1 senA 

lori nella (5) s’à 

(6) pYsen.'l-(-YotsenU-f-apsenC=o. 


Questa è /' equazione , in coordinate trilincari , del circolo circo- 
scritto al triangolo coordinato. 

530. Osservazione. — Giova notare il significato geometrico 
del primo membro della (6); per ciò sieno M 
un punto qualunque ed MP=a, MQ=p, MR=y 
le sue coordinate rispetto al triangolo ABC. 
È chiaro che 1’ angolo PMQ è supplemento di 
C, e però tri. PMQ= 2 apsenPMQ=JaPsenC: 
similmente PMR=JaY sc|, #>QMR~j?Y se, > A , 

quindi il primo membro della (C) è il doppio del triangolo PQR; il 
quale svanisce quando il punto M appartiene alla circonferenza cir- 
coscritta al triangolo ABC , cioè quando i punti P , Q, R stanno 
per dritto. 

531. Secondo quest'osservazione l’equazione 



(7) pYseu.lH-aYsenB4-apscnC=cost. 
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appartiene a una linea tale che da qualunque suo punto *’ abbas- 
sino le perpendicolari su i tre lati d’ un triangolo dato, il triangolo 
che ha per vertici i piedi di queste perpendicolari è d' area costante. 
E siccome la (7) non differisce dalla ( 6 ) che nel termine noto, essa 
appartiene a un altro circolo, concentrico a quello dell'equazione 
( 6 ) ; imperciocché le coordinate del centro dell’ uno, come indi- 
pendenti dal termine noto (51, 157) risultano identiche a quelle 
dell’ altro. Pertanto V equazione (7) è quella d' un circolo concen- 
trico a quello circoscritto al triangolo coordinalo. 

532. Se nell’equazione (6) si pone y=o, ne risulta a=o, o pure 
3 =o ; quindi la retta f=o taglia il circolo ne’ due punti (a=o , 
Y=o) e (?=o, 7 = 0 ) come doveva essere. Inoltre, ponendo la ( 6 ) 
sotto la forma Y(?sen^l-|-ascnB)-t-a?senC=o, vediamo che la retta 
3sen.4-f-ascnfi = o incontra il circolo negli stessi punti dove, 
l’incontrano i due lati a=o, p=o; ma essi punti confondonsi nel 
vertice C, dunque 3seri;4-t-ascnfi è l’equazione della tangente, 
nel vertice, al circolo circoscritto. Similmente ascnC+YsenA, c 
(JsenC+Ysen/? son le equazioni delle tangenti ne’ vertici fi, e A. 

533. Scrivendo le equazioni di queste tre tangenti cosi : 

a 3 •_ a y P 


( 8 ) 


5 = 0 . 


= 0 , 


-h-JL- 

sen B senC 


se n /1 senfi semi ‘ senC 

si deduce che i punti in.cui ciascuna di esse incontra il lato op- 
posto al vertice dov’ è tangente al circolo, sono allocali sulla retta 
a 3 y 

seni’ 


- 4 - 


i == 0 


B 


semi senfi 

imperciocché, ponendo in quest’equazione alternativamente y=o, 
3 =o. a=o, s’ anno in corrispondenza la prima, seconda, terza ( 8 ). 
5 34. Equazione del circolo iscritto nel tri. coon. — Per tre 
punti A', B',C' dovunque presi sulla cir- 
conferenza d' un circolo si conducano le 
corrispondenti tangenti, e si formerà un 
triangolo ABC circoscritto al circolo , 
mentre A'C'B' é iscritto. Dinotiamo con 
a, 3 , y le coordinate d’ un punto qua- 
lunque della circonferenza rispetto al 
primo triangolo, e con a', 3 ', Y quelle 
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rispetto al secondo. L'equazione del circolo rispetto a questo sarà 

(9) pYsen.4'-h'Y'a'seuJ5'-+-a'p'sen.4 , =o (n.° 529) ; 

ma per la (1) ?f=a". 7 «=?'\ e inoltre .4=90°— !.4, /i'=90°— \B, 
C =90° — J C, quindi in virtù di queste relazioni la (9) diviene 

(10) a , *osj4-t-f , cosJ/?+Y c0S ì^ ;=0 * 

ed è questa l' equazione, in coordinate trilineari, del cìrcolo iscritto 
nel triangolo fondamentale. 

535. Osservazione. — Abbiamo supposto il circolo iscritto nel 
triangolo ; esso però potrebbe essere uno degli osiscrilti , e non 
pertanto nidi' equazione ( 10 ) non verrà a mutarsi che un seno in 
coseno. Cosi secondo che il circolo è esiscritto al lato a, o al lato £, 
o al iato 7 , à rispettivamaulc per equazione 

i < • * 

^ a*cos J.4-+-£*sen J/i-t-Ysen , C— o, 

(H- ‘ a , sénJ4-hf'cosi£+7*scnlC=o, 

[ a l sen J .4 -t- £ *sen J fl-t-f’cos }C=o. 

536. Volendo le equazioni (1), ( 6 ), e (10) in coordinate trian- 
golari, basta ricordarsi che (u.° 388) aa=2xA,b$=2y\,c'(=2z±, in 
cui x, y, z dinotano le coordinate triangolari ; a, b, c i tre lati del 
tri angolo fondamentale, rispettivamente opposti agli angoli A,B,C, 
e a l'area di detto triangolo, c tenendo presente inoltre, clic 
a:scn4=à: senfl=c: senC, si troverà 

(12) abz’—c'xy , 

equazione, in coord. triang., del circolo toccalo dai lati a e !>, del 
triangolo fondamentale , e che à per retta de' contatti il lato e ; 


( 13 ) 


+ ^ + ^ 

bc ac ab 


equazione , in coor. triang., del circolo circoscritto al triang. fond.; 

0*) ) su " J 1 SL ‘" * n + * c =° 

equazione , in coor. tria. , del circolo iscritto nel triang. fomhim. 


Digitìzed by Google 



254 


ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA 


QUESTIONI DA RISOLVERE. 

♦ 

I* — fiala la base di un triangolo, c dato il rapporto degli altri due lati, tro- 
vare il luogo del vertice. 

2* — Una retta di lunghezza costante si muove poggiando i suoi estremi su 
i lati d’ un angolo , dal cui vertice s’ abbassano le perpendicolari sullo varie 
posizioni di quella retta mobile; trovare il luogo de' piedi di quelle pcr|tcndi- 
colari. 

3* — Dati « punti P, , Pi ; .... P„ in un piano c altrettanto costanti m, , 
7», , ... , nhi , trovare il luogo di quel punto M tale ebe la somma 
i»,.MP 1 *-Hm 1 .MP,*-K..-+-ini l MPn’ sia costante. 

•4* — Dati un circolo e una retta , trovare un punto tale ebe menando per 
esso una segante il circolo, e dagli estremi della corrispondente corda le per- 
pendicolari sulla retta data, il rettangolo di queste perpendicolari sia costante. 

5* — Essendo dati un vertice d’ un triangolo , l’ angolo al vertice , e il ret- 
tangolo de’ lati che comprendono quest’ angolo, e supponendo inoltre che uno 
degli estremi della base si muova sulla circonferenza d’ un circolo, trovare il 
luogo dell’ altro estremo. 

6* — Dato un arco di circolo, dividerlo in due parti tali che la somma , o la 
differenza delle loro corde sia data. 

7* — In un dato circolo iscrivere un triangolo tale che due lati passino per 
due punti dati, e il terzo sia parallelo a una data rolla. 

8*— In un dato circolo iscrivere un trapezio , di cui son date l’altezza e la 
superficie. 

9* — Dati di posiziono tre rette c un circolo, circoscrivere a questo un trian- 
golo tale che su ciascuna di quelle rette cada un serlicc del triangolo. 

10“ — Descrivere un circolo che tagli quattro circoli dati sotto lo stesso 
angolo. 
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CAPITOLO I. 

PR0PR1EIÀ D! QUESTE CURVE DIPENDENTI DA TRASFORMAZIONI 
DEGÙ ASSI. 

ART. I. 


Riduzione dell’ equazione generale delle coniche a forme 
piu «empiici. 


537. Sappiamo (n.° 141 e seg.) che l’ equazione generale 
(C) F (x, y)—Axy*-\-2Bxy->r Cx , -t-2fhj-\-2Ex-\-l'=o 

comprende le curve dette coniche, le quali tutte ammetteno un dia- 
metro, e particolarmente l’ellisse e l'ipcrbola ammettono almeno 
un sistema di diametri coniugati , e un centro ; mentre nella para- 
bola non abbiam trovato centro , nè diametri coniugati. Nello 
studiare ora di proposito le proprietà generali o particolari di co- 
leste curve, cercheremo dare all’equazione (C) forme più semplici, 
mettendo a profitto alcune proprietà di forma d’ un’ equazione al- 
gebrica, quando la curva da essa rappresentata ammette centro , 
diametri, o diametri coniugati. E anzi tutto giova dichiarare una 
proposizione generale, relativa ai diametri d' una curva algebrica 
qualunque. Diametro è , in generale, quella linea che passa pei 
punti di mezzo d' un sistema di corde parallele (n.° 162) : or una 
retta potendo incontrare una curva del grado n"® in n punti, verrà 
a determinare tante corde per quante sono le combinazioni di n 
cose prese due a due, cioè \ n(n — 1) , e quindi altrettanti punti 
ipedii, che tutti dovran far parte del diametro; quindi questo sarà 
una curva di grado *n(n — Allorché la curva è di 2.° grado, 
n=2 , e perciò \n(n — 1)=1 ; quindi » diametri d' una conica non 
possono essere che rette. 
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Ora passeremo a dimostrare le cerniate proprietà. 

I. — Se una curva algebrica ammette centro , e questo si pren- 
de per origine delle coordinale, l'equazione jF(x,v)=o della curva 
deve avere tal forma, che lutti i suoi termini devono essere di grado 
pari o impari, secondo che pari o impari è il grado deli equazione. 

In effetti se MAM' è una curva che ammette per centro il punto 
0. menando per questo due assi qualunque 
X'X.Y'Y, la corda M'OM c le ordinate MP, 
M'P', deve risultarne, secondo la definizio- 
ne del centro (n. 16o),0P=0P', MP=M'P',e 
poiché, in ogni caso, i punti M,M' cadran- 
no in parti opposte rispetto al centro , ne 
segue inoltre che tanto le ascisse OP,OP\ 
quanto le ordinate MP.M'P' devono essere 

eguali c di segno contrario.Pertanto, nell'ipotesi ammessa l’equa- 
zione della curva, se è verificata dal sistema x,y, sarà pure veri- 
ficata dal sistema contrario — x, — y; e per l’opposto, quando è ve- 
rificata questa condizione, i punti (x.y), ( x, t h sono gli estre- 
mi d’una corda MM' divisa per metà dal punto 0. Or.pcrchè un’e- 
quazione algebrica fosse verificata da un qualunque sistema (x,y)e 
dal suo opposto (-x,-y), è d’uopo che tutti i suoi termini sieno 
di grado pari, o pure tutti di grado impari , e in questo secondo 
caso non deve esservi termine noto ; imperciocché così , in en- 
trambi i casi, il suo primo membro F(x,y) rimane immutato nel 
suo valor numerico , e però se è uguale a zero per (x, y) lo sarà 
pure per (— x,— y). Pertanto la proposizione rimane dimostrata. 

Esempi. — Le equazioni 

Aif-h2Bxy-+-Cx'+F=o, Ay , -^rBx , y-t-Cx , -> r Dy+Ex=o 

rappresentano curve col centro all’ origine delle coordinate. 

U. Se una curva algebrica ammette un diametro, c si prende 

per uno degli assi coordinati, poniamo quello delle x, e l asse delle 
y è parallelo al sistema di corde coniugale a quel diametro; l equa- 
zione della curva non può contenere la y che a sole potenze pari. 

In effetti , per ipotesi , c secondo la definizione di diametro a 
ciascun valore di x debbono corrispondere valori di y che sieno 

, t 
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duo a due uguali e di segno opposto, e dò non può aver luogo se 
l'equazione della curva non abbia la forma indicata nella proposi- 
zione. Così se una conica ammette un diametro , che si prende 
per asse delle x , mentre I' asse delle y è la parallela alle corde 
coniugate, la sua equazione deve aver la forma 

(1) Ay'-+-Cx’-+-Dx+F=?o ; 

e se l’origine delle coordinate è all’ estremità del diametro , in 
guisa che l’ asse delle y è tangente la curva in questa estremità , 
(n.° 103), allora l’equazione precedente de*esi ridurre ad 

(2) Ay'-t-Cx'+Dx=o. (n.° 89) 

538. Da ciò risulta che, se una curva ammette un sistema di 
diametri coniugati e si prendono per assi delle coordinate , l' e- 
quazionc della curva deve , rispetto a ciascuna delle coordinate , 
godere la proprietà cnuuziata nella prop. II. Così se una conica 
ammette un sistema di diametri coniugali, e si prendono per assi, 
la sua equazione dev' esser delia forma 

(3) Ay'-t-Cx'+F— o. 

In questo caso l’ origine è centro della curva (prop. I.). 

539. Conseguita dal fin qui detto che, se l'equazione generale (C) 
può ridursi alla forma (2), la conica da esse rappresentata avrà 
per diametro 1’ asse delle x, e per tangente all' estremo di questo 
diametro 1’ asse delle y. Se poi può trasformarsi nella (3), la co- 
nica avrà per diametri coniugali i due assi coordinali, e per cen- 
tro l'origine. Ora, per trasformare la (C) nella (2) o uella (3), de- 
vonsi fare sparire dei termini , c perciò si possono alle variabili 
primitive sostituire delle nuove variabili moltiplicate per coeffi- 
cienti indeterminati, e che si determineranno in seguito in modo 
da soddisfare le condizioni volute. Queste relazioni tra le antiche 
e le nuove variabili sono lineari, e corrispondon quindi a quelle 
che servono per trasformare le coordinate; nò potrebbero essere 
di grado superiore, altrimenti la (C) verrebbe a elevarsi di grado, 
c la curva rispondente alia trasformata non sarebbe una conica. 

540. Trasformazione dell’ equazione (C) nell’altra della 
forma A'y t -+-C'x t -+-F'=o . — Pertanto , trattandosi dell'equa- 
zione (f), ch'ò generale e non individuata, possiamo supporla ri- 

31 
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ferita a un qualunque sistema di assi (n.“ 193), c sia ortogonale: 
passiamo da questo primo sistema a un altro parallelo, col porre 

(*) x=x 0 +x', y=y a +y' , (n. u 170) 

essendo x„,y 0 le coordinate della nuova origine clic rimane a deter- 
minarsi; c sostituendo questi valori in ( C ) avremo (C.A. n. 387) 

F(^d/■,)4-F' i (x 0 ,y„).a:^-;F , XJ .(.r 0 ,y 0 ).a: ,, \ 

4-F '/x o ,y 0 ).y-h F%(x 0 ,y„).xy | = o. 

' J 

Or, dovendo determinare le due quantità x 0 , y„, porremo 
( F' x (x 0 ,y 0 )=/?y 0 -|-Cx 0 -l-£=o, 

( F' y (x 0 , y 0 )=Ay 0 -hBx 0 -t-D=o, 

cosi l’ equazione precedente, ricavandosi le derivate di 2.° ordine 
della (C), e ponendovi x 0 ,y 0 in luogo di x,y, diviene 

(6) Ay*-+-2Bxy-+-Cx'-\-F'=o, in cui 

(7) F — F (x a ,y 0 )—Ay 0 t +2 Bx c ,y 0 -+- Cx 0 * + 2 Dy o -t-2Ex 0 -h F . 
Posto ciò, le equazioni (5) dònno 

AE—BD CD— lì E 

(») jp—AC ’ y "~~ ir—AC ’ 

c, se questi valori sono geometricamente assegnabili, la proposla 
equazione [C] si troverà ridotta alla forma (6), che indica esser la 
nuova origine delle coordinate ( x 0 , y 0 ) centro della curva : ciò à 
luogo finchò B® — AC è diverso da zero , cioè quando la conica ò 
un'ellisse o un'ipcrbola (n.° 159), c se II * — AC— o, ch'ò il caso 
della parabola, x 0 ,y 0 divengono infiniti. Osservando inoltre che le 
equazioni (5; sono di l.° grado, e perciò non posson dare clic un 
sol sistema di valori per x„,y„, così potremo dire che geometrica- 
mente l’ ellisse e l’ iperbole ammettono un centro; e alg ebrica- 
menle tutte le coniche ammetlon centro. 

541. E per mostrare che non possono ammetterne clic un solo, 
basta far vedere che il punto (x 0 ,y 0 ) determinato dalle formolo (8) 
ò fisso rispetto alla curva , qualunque sia la direzione degli assi 
coordinali. E per vero, dal primitivo sistema, sia ortogonale o 
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pure obbliquo , il che nuli allora le formolo v 8j , passiamo ad un 
nuovo sistema qualunque, ma della slessa origine, ponendo 

(9) x=mx'+ny', y=m'x'-\-n'y' , (n.° 174) 
così la (C), soppressi gli apici come inutili, diviene 
(C) A’y'+'2B'xy-\-Cx % -t-2D'y+2E'x+F=o, essendo 
t A'—An' % +2Bnn'-hCn\ 

,.q, j B'?=Am'n'-{-B(mn'-+^im')-+-Cmn, 

{) È C'^Am' a +2Bmm'+Cm\ 

V D'—Dii'+Eh, E'—Dm'+Em. 

Or se dagli assi a cui ò riferita la (C 1 ) si passi ad assi paralleli, 
ponendo x=x' 0 -\-x', y=y' 0 +y', e dalla trasformata si facciano 
sparire i termini a l.° grado, troveremo 


(• 1 ) 


, A'E'—B'D' 

X °~ B ,t —A'C~ 


, CD— BE’ 
y u ~ B ,a — A'C ' 


Inoltre B* — AC, essendo, come si sa, il discriminante del tri- 
nomio Ay'-+-2Bxy+ Cx a , è un invariante (C. A. n.° 441), si clic 

(12) B ,i —A , *=}r(li'—AQ, 

dove M=mn' — w m! è il modulo della sostituzione. Similmente , 
mercò le (10) si trova 

,1 ’ E'~h'D'--=M[ .ì E — ÌÌI))n — (CU— BEH ) . 
CU'—B'E'=il[{CD—DE)tn—(AE—BDm], 

quindi sostituendo nelle ^11) questi valori e il (12) , e tenendo 
presenti le (8) si trova Mx' 0 = nx u — ny u , My' 0 = — m'x 0 -hmy 0 . 
Or questi medesimi valori si traggono dalle (9) quando invece di 
x ed y si sostituisce x u , y 0 , quindi i due puuti ( x 0 , y a ), (x' 0 , y' a ) 
non sono che un solo c medesimo punto.Pertaiilo rimane provato 
che le curve coniche non ammettono che un sol centro. 

542. In verità le formolo (8) danno risultamenti indeterminali, 
quando, oltre alla relazione B* — .lC=o, si à pure 1’ una o l’altra 
delle due AE — BD— o, CD — BE—o; ma in tal caso l’ equazione 
(C) rappresenta il sistema di due rette (n.° ltìO) , e ogni punto 
della bisegante I' angolo diquesle rette, coni’ è chiaro, è un centro. 

543. Posto ciò, si può notare quanto segue: l.° in luogo ili ral- 
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colare numericamente le coordinate x u ,y 0 per mezzo delle formolo 
(8), si possono costruire geometricamente le due rette (5), la cui 
intersezione sarà il centro della curva. 

2. ° Ciascuna di quelle rette è un diametro della curva. In ef- 
fetti , combinando la (C) con l’ equazione y = k d' una parallela 
all’ asse delle x , risulta Ak?-\-2Bkx+Cx*+-2Dk-\-Ex-\-E=o , 
c quest’ equazione dà le corrispondenti ascisse de punti d incon- 
tro di quella retta con la conica; sì che il punto medio della corda 
determinata da questa retta, avrà per ascissa x la semisomma delle « 
radici di quest’equazione, cioè, sarà x= — (Bk+E):C; e volendo 

i punti di mezzo di tutte le corde parallele alla y =k , basta eli- 
minar k tra queste equazioni, e ne risulta la //y-i-Ca;-f-J?=o,che 
perciò è diametro coniugato del sistema di corde parallele al- 
l’asse delle x. Similmente si dimostra che Ay+Bx-hD=o è co- 
niugato del sistema di corde parallele all’ asse delle y. 

3. ° Nella trasformata (6) i coefficienti A, B.C sono quegli della 
proposta ; quindi, passando da assi ad assi paralleli, i coefficienti 
de' termini a 2.° grado della proposta non cambian valore. 

li. 0 Al termine noto F' può darsi un’altra forma; imperocché, 
moltiplicando la prima (5) per y 0 , la seconda per x„, e togliendo 
la loro somma dalla (6) , s’ ottiene F'=Btj 0 -i~ Ex 0 + 1 , o vero , 
rimettendo per x 0 ,y 0 i loro valori (8), si à • . 

DICn—BV+E'AE-BItì+l-W-AO a 
( 13 ) F -~ — lì‘ — A C B'—AC ’ 

essendo A il solito discriminante di (Cj fn.° 1-il). 

!i.° Quindi, se A=o, 6 puref'=o; la (^prende la forma omoge- 
nea Ay k - J r^Bxy-\-Cx*=o, e rappresenta due rette.come sapevasi. 

6.° Finalmente osservando che le formolo (8) sono indipendenti 
dal termine noto F, si può conchiuderc che se due coniche ammcl- 
ton centro, e, riferite a uno stesso sistema di assi, le loro equazioni 
non differiscono che pel solo termine noto, sono concentriche. 

6U. l'cr potere ridurre la (C) alla forma (2) , bisogna vedere 
se dalla (6) si possa fare sparire il termine in xy, con una nuova 
trasformazione; e però passeremo dal secondo a un terzo sistema 
di assi, che ànno la medesima origine de’ secondi , cioè il centro 


Digitized by Google 



DEI.I.E CONICHE 


• 20 » 


della curva, e sono obbllqui: le formole di trasformazione saranno 

(14) a?=a:'cos94-y'cos<J», y=x'sen<j-t-i/'sen<}> (n.° 175), 

in cui 9 e <}i anno i noti significati (n.° 172) ; ed eseguita la so- 
stituzione nella (6) s’ à per risultamcnto 

(15) A'y’’ -h2B'xy-hC'x*+F'=o , essendo 


' yt'=.lsen*(J/-|-2BseinJ/cos<Ji-l-Ccos*!};, 

(10) | ii'=.tseii9senò-+-/isen(9-(-d<)-t-Ccos9ios , | , 

\ C'=.lsen*9-t-22?sen9coS9+ Ccos’9. 

Per fare sparire dalla (15) il termine in xy, couvien porre U'=o, 
0 sia, sviluppando, e ordinando rispetto a 'j. 


(17) 

(18) 


(^4sen9-(-J?cos9)sent|/-t-(Bsen9-t- Ccos9)eos'|:=o , 


tali'}: 


Bseii9-+-fcos9 

j4sen9-t-Bcos9 


Questa formolo è algebricamente e trigonometricamente reale ; 
nè diviene indeterminata, se non quando sia ad un tempo -Iser^-t- 
Bcos9=o , Bscn9-|-Ccos9= o ; allora tan9 = — B : A= — C : B , 
quindi rimarrà ^ indeterminato, se 9 à per tangente una di que- 
ste espressioni , le quali non posson dare Io stesso valore per 9, 
se non è B ” — ,16’=o , che è il caso della parabola , escluso dalla 
trasformata (6) e quindi pure dalla (15). Sì che la (18), quando 
B' — AC è diverso da zero, cioè nel caso dell’ellisse e dell iperbola, 
per oyni dato valore di 9, dà peri} 1 due valori distinti, cioè t|/'<c90° e 
<j/-t-180 H , i quali però non determinano che una sola direzione del 
nuovo asse delle y; quindi ci sono infiniti sistemi di assi obbliqui , 
ai quali riferita la conica , ne’ casi dell’ ellisse c dell’ iperlwla , 
può assumere la forma (15): se non che nel caso speciale del cir- 
colo, essendo A=C,B= o, la (18) diviene tari 9= — coti}*, c mostra 
che i nuovi assi non possono essere altrimenti che rcllanijolari. 

Inoltre, dalla (18) si trae (Trig. n.° 45) 


sem]>— 7isoii9-t-f>o«9 

y (,lseu9-t-/h o<9;’-4-(Bseii9H-£cos9)‘ 
j J«‘H9-t-Bcos9 

\/ (.Iscii9-t Bcosvj’-t- (/fseii9-HCcos9)' 
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sostituendo nella prima (10), e leiiemlu presente la terza, si à 

AC— ir 


(19: 


A'= 


~.C 


(Asciif-t-flvosff-t- (//seii^-l-tcos^)" 

Uisolvendo la (17) rispetto a 5, c operanda analogamente, si Irova 


) & (yiseiisj»— I- Z?cos4')”-f-(/?seii«J<-t- Ccus«}<)” ’* 

515. Osservazione. — Questa formolo, come si vede, può de- 
dursi dalla (19.) scambiandovi 9 in <{», purché , nel tempo stesso , 
si muti A' in C , e reciprocamente. Ciò avviene dal perchè mu- 
tare 9 in <}i vuol dire prendere per asse delle x quello clic era asse 
delle y, 0 reciprocamente, e quindi anche le x cd y si scambiano 
nella (15), che però resta immutata se si scambino pure .1’ e C. 

546. Dalla prima (16) 6 dalla (19) , 0 pure dalla terza ^16) e 
dalla (19') si vede inoltra che i Talori di A! e C sono aneli' essi 
reali, e sono dello stesso setjnn, di segno contrario, 0 lilialmente w- 
guali, secondo che Zi* — AC<.o,lì' — /tC>o , o lìnalmentc A=C, 
B=o, cioè secondo che la conica è ellisse, iperbato, 0 tircoio; quindi 
reali sono i coefficienti della (15), che, per essere B'=o, diviene 


(20) AY+Cx’+F'=o. 

547. Pertanto, dopo cotesla analisi , possiamo stabilire che se 
l’ equazione ( C) rappresenta un' ellisse 0 un’ipcrbola , è sempre 
possibile ridurlu alla forma (20), la quale si riferisce a due assi, 
che sono due diametri coniugati (n.° 538), e l'origine ò il centro 
della curva. E perchè vi sono infiniti sistemi di valori di 9 e , 
che conducono egualmente alla trasformata (20), cosi resta dimo- 
strato che i ellisse e l’ipcrbola ammettono infiniti diametri, ciascun 
de' quali à il coniugato , e lutti passano pel centro della curva. 

548. Se tra questi sistemi ve n'à degli ortogonali, convien che 
sia 4* — 9=90°, cosi la prima e terza (16) c la (17) divengono 


(21) /T=;lcos*9— /?scn29-t-fsen”9, < r *=/lsen*9-HBsen29-|-Ccos , 9, 

(A — 6 , )sen29-t-//cos29=o, donde (22) tan2if= — B:[A — C\. 

Quest' ultima formola è sempre reale , c non determina che due 
sole rette ortogonali, che sono i duo nuovi assi coordinati; epoi- 
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chè questi passano pel centro della curva , che è un punto solo , 
rosi veli ellisse e veli iperboli i v i un sistema di diametri coniu- 
gali principali , nè ve n’ à che un solo. Nel solo caso del circolo 
questi sistemi sono infiniti, perchè la ( 22 ) , in tal caso, dà per 9 
un valore indeterminato, c ciò è d’ accordo eoi detto nel n.° prcc. 
E in fine è da notare che se fosse B=o, sarebbe parimente 9 = 0 , 
vale a dire che <jli assi primitivi sarebbero essi stessi assi della curva. 

549. Inoltre le formole (21), addizionate e sottratte dènqo 

A'+C'—A+C, A' — C==(A — (7)cos 29 — 7?sen29 ; 

la seconda di queste equazioni, osservando che dalla ( 22 ) si è 
se n 2 9 — — I}:\\f(A — C'-hiC, cos2?=(.4— C) : V (A—Cf-t-ll\ 

diviene A ' — c=S/Vi — C) , -t-/P, c questa, addizionata con la pri- 
ma di dette equazioni o da quella sottratta , dò i valori di 

m) j A‘=$[A+Q+\\/ {A-Q’+r, 

\ r=i(. 4 -t-f)-;v (A—cy+ir, 
che sono sempre reali : inoltre sono essi entrambi positivi , se 
.i-f-£>\/ ( A — C)*+B % , 0 sia sviluppando, se /?* — AC<. 0, cioè 
nel caso deU'ellisse, c di più A'y>C; è poi A' positivo c negati- 
vo, se il" — JC>o, cioè nel caso dell’iperbola, e di più, in valore 
assoluto A'<ZC' : tutto ciò, quando A c C sono dello stesso segno 
posilivo.Che se C è negativo, ne risulterà sempre A'>o,C<.o, 0 
in valore assoluto A'<C': or, se C < 0 , la curva è iperbola. 

550. Secondo le formole (19) e (19') i coclficicnti A',C potreb- 
bero risultare uguali, senza che fosse A—C,B=r>; imperocché nel 
caso dell’ ellisse, essendo AC — ZT>o, risulta A'—C, se 

( 9 ) AC — /?“=(/! scn 9 -t-/tcoS 9 ) , -+-(^seii 9 -(-rcos 9 )’ ; 

cioè, sviluppando e ponendo 1 — -cos ’9 in luogo di scn' 9 , se 
. (,l*— C^cos* 9 — [A{A— 0 -t- 2 /l*]= 2 B(,lH-r)seii 9 Cos 9 ; 
quadrando e sostituendo 1 — COS 9 * in luogo di sen* 9 , si à 

(4-t-C) s f(4— C) a + 4 B ,, ]cos* 9 — 2(4H-C)4[(4— ^‘-t-iWlcos^ 
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Quest’ equazione à le sue radici della forma cosf=±\h-\-\ / k , 

cos9=±V^* — V'*. e * cot fl c agevolmente può veriOcarsi , sono 
reali, solo quando sia AC — fl*>o, cioè nel caso appunto dell'el- 
lissc, e in valore assoluto ciascuna è minore di 1 . Or le due pri- 
me radici determinano due angoli tali che, se uno ò 9', I’ altro è 
180 ° -4- 9' , quindi non assegnano clic* una retta , e similmente 
un'altra, diversa dalla prima, ne assegnano le altre due radici. E 
poiché la ( 19 '), rispetto a <|* è di forma identica alla (10) rispetto 
a 9 , cosi partendo dalla (10') , invece di partire dalla (10), corno 
abbiam fatto , ricadremo sulle medesime rette , or ora trovate ; 
quindi nell' ellisse v' è un sistema di diametri coniugati , rispetto ai 
quali i coefficitnti A', C' sono eguali; nè ve n à che uno. 

Se nell’ equazione proposta fosse B=o,A—C, la (9) rimarrebbe 
verificata indipendentemente da 9, il che dev’essere col fatto; im- 
perocché in tal caso la curva è un circolo, e rispetto a qualunque 
coppia di diametri i coefficienti di x* c y* devono esser eguali. 

551 . Nel caso dell’ iperbola, perchè i coefficienti A', C', in va- 
lore assoluto, sieno eguali, dev’ essere 

(9') B * — AC==(i4sen9-E-2icos9)*-|-(#scn9-t-Ccos9) i ', 

donde si ricava, come sopra * 

[(^_C)*+4ZI']cos*9-i-2[ì 4(A— C)-h2« , ]cos , 9+yl*=o; 
qui le radici saranno reali se B‘ — AC> 0, che ò appunto il caso 
dell’ iperbola , e d’ altronde saran minori di 1 ; in guisa che con 
lo stesso ragionamento superiore si conchiuderà che tuli’ iperbola, 
in generale , o’ è un sistema di diametri coniugali rispetto a giudi 
i coefficienti A',C\ in valore assoluto, sono eguali. 

Se nell’ equazione data fosse B=o e C— — A, 1 * equazione (9') 
sarebbe verificata indipendentemente da 9: in questo caso gli assi 
primitivi sono coincidenti in direzione con gli assi della curva 
ii.° 548 ), e però se un iperbola à eguali i coefficienti de’ quadrati 
delle variabili , quando è riferita ai suoi assi , li avrà pure uguali 
rispetto a qualunque suo sistema di diametri coniugali. 

552 . Giova (in da ora notare quanto segue : con la trasforma- 
zione degli assi le due espressioni 

A-hC — 2 /icosO B’—AC 

seu*6 seii'O 
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essendo 0 l'angolo dogli assi , restano invariate. Onesta proposi- 
zione è già dimostrata pel caso degli assi ortogonali; imperocché 
in tal caso dette espressioni divengono A-hC, II’ — AC; or clic la 
prima resti invariata lo mostra la prima formula del u.° 549 ; e 
la seconda è un invariante della funzione Ay'+2Bxy-+-Cx * , il 
quale resta lo stesso, perchè la trasformazione è ortogonale, c il 
quadrato del modulo della sostituzione ò=t, (C, A, n.° 412). 

Per dimostrare le formolo nel caso generale, osserveremo che, 
trasformando gli assi primitivi ad angolo 0 in un nuovo ad an- 
golo 0', e della stesso origine, il trinomio 

Ay'-+-2Bxy-\-Cx* diviene A'y’ t -{-2B'x'y'-i-Cx' t ; 
nel tempo stesso , perchè la distanza d’ un punto qualunque dal- 
l’origine rimane immutata con la trasformazione, aevesi avere 

y*+2xycost-{-x'—y' % -t-'2x'y'co$(i'+x' 1 , 
quindi, se X è una costante qualunque , dev'essere identicamente 

Ay*H-2flj7/+r£*-4-X(y’+2xj/cosO-)-.r*)= 

A'y'*+2B , x'y'+Cx' , +\(y'*-h2x'ii'cosV-\-x' t ): 

or se il primo membro si riducesse a un quadrato , anche a un 
quadrato dovrebbesi ridurre il secondo , c continuare ad esistere 
l' indenlità, qualunque sia X; ma detti membri divengon quadrali se 

(«-hXcosO;*=(A-+-X)(C-+-X); (B'+lcosV)'z=(A'-{-X)(C +-X ) , 
o vero, sviluppando rispetto a X, se 

X'scn‘0 -f-(A +C—2B cosO )X — fB* —AC)= o, 
X*sen’(l'-H(A'+r— 2B'cos6'lX'— (B"- A'C)=zo ; 
ma X dev’ esser lo stesso in ambe queste equazioni, quindi sarà 

-4-Hf— 2flcosfr _ A'+C' — 2/J'cosO' 

sen 0 sen’O' 

ir -AC ll'—A'C 

ir - = 777 — » c. s. d. d. 

sen 0 sen 0 

553. Se le equazioni di due coniche , riferite al medesimo si- 
stema di assi, sono espresse da 

( Ay t -h2Bxy-t-Cx'-\-2l)y-h2Ex+F=o , 

( A l y t +2B l xy+C t x'-h2D l y+2E t x-{-f,=o , 

35 
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ed è A 1 ;A=B,:B=C,:C=\l, alloru trasformando nella prima gli 
assi con le forinole 


a^=x'cos3-i-i/'cos({/, x=x'sen9~f-j/'sen<|(, 
e nella seconda con le formole 

x=x'cos9 l -t-j/'cos<{/,, x=x'scn? l +y'sen<li l . 
avremo, per la (18) 

Z?sen?-4-Ccos9 4 . B.seno -f-r.cos?. 

tanò=— • tani = — ■ — . 

.■lseii!f+licos9 ^,*0119,-1- w.cos!?, 

e però, se nell’ ipotesi ammessa, abbiasi di più 9, risulterà 
ta mietami, e quindi <{/ ,=<{<. Similmente chiamando A',B',C' i nuovi 
coefficienti di t/*, xy, x * nella prima trasformata, e A\, B\, C\ 
quelli nella seconda, troveremo, secondo le formole (16) che A'p.A' 
=B\: Ji'=C I : C— p. Laonde possiamo stabilire che te le equa- 
zioni (li due coniche, riferite allo stesso sistema di assi, anno i coef- 
ficienti dei termini di 2.° grado di una rispettivamente proporzio- 
nali a quelli deli altra, ogni coppia di diametri coniugati in una 
conica avrà la coppia parallela nell’ altra; e i coefficienti de' termini 
a 2.° grado nelle trasformate , rispetto a queste nuove coppie pa- 
rallele, saranno ancora rispettivamente proporzionali. 

554. Quindi ne segue che, se si fanno coneidere in direzione 
due coppie di diametri coniugali d’ una conica con la coppia di 
diametri coniugati c paralleli nell’ altra , ogn’ altra coppia della 
prima coinciderà con la parallela della seconda: cosi gli assi della 
prima conica coincideranno con quelli della seconda. 

555. Trasformazione dell'equazione (C) all'altra forma 
A’y*- J rCx l +E'x=o . — Per ottenere quest’ equazione bisognerà 
fare sparire dalla ( C] il termine in xy e i due in xey. Quindi pas- 
seremo primamente da un sistema rettangolare a un altro obbliquo 
della stessa origine, mercè le formole (14), e s’avrà la trasformata 


(25) ^'v’-t-2B'xy4-C'x*-+-2/>'!/+2Fx-t-P’=o, 
ove A', B', €/ sono gli stessi (16) c inoltre è 

(26) D'—Dscnty-hEcosty , E'—Dsvnq+Ecos!?; 
laonde, eguagliando a zero B', per fare sparire il termine in xy, 
la trasformata sarà 


(27) A'y‘-e-C'x~+‘2B'y-h2E'x+E^=o , 
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e si giugnerà, come al n.° 544 all'equazione (18); si che ne con- 
cliiuderemo che vi sono infinili sistemi di assi obbliqui rispetto ai 
quali 1' equazione della conica può prendere la forma (27). 

550. E qui ò ila notare, che il caso della parabola non ò escluso; 
solo bisogna tener presente che 1 ’ asse delle x può aver sempre 
una posizione determinata, e variar di posiziono quello delle y 
(n.° 544); anzi, comechè la (17) è simmetrica rispetto ai due an- 
goli 9 e 4 », si può dire più generalmente, che può rimanere inva- 
riata la direzione di uno degli assi.e variar solo quella deH'altro. 

557. Inoltre le formolc (19) e (19') ci mostrano che in questo 
caso speciale della parabola può uno de’ coefficienti C' o A' aver 
valore e 1’ altro esser nullo. E quando B* — AC è diverso da zero, 
i detti coefficienti potrebbero divenir nulli a un tempo ; ma in 
questo caso non potrebbesi fare sparire il termine in xy , altri- 
menti la trasformata sarebbe del 1.° grado. Or, quando C' avesse 
un valore, sarebbe j4'==o, secondo la (19), nel caso della parabola, 
c dalla trasformata ^27) non potrebbesi fare sparire il termine in 
y e il noto, o soltanto il primo; altrimenti la nuova trasformata 
non conterrebbe che la sola x, e apparterrebbe al sistema di due 
retle parallele. Potrebbesi invece fare sparire il termine ina:, con 
che la trasformata sarebbe della forma C'x*+2D r y—o , non di- 
versa dall’ altra A'y*+2E"x—o ( che s’ otterrebbe quando fosse 
invece A' diverso da zero ) se non per uno scambio di nome negli 
assi. Pertanto noi supporremo questo secorftlo caso , e continue- 
remo la trasformazione della (27), vale a dire supporremo che A' 
abbia sempre un valore, mentre C'diviene nullo nel caso speciale 
della parabola ; allora, come risulta dalla terza (16) , l’angolo 9 è 
quello efie rimane costante, e vien determinato dall’ eguaglianza 
tari 9= — B:A. 

558. Trasportiamo quindi i nuovi assi parallelamente a loro 
stessi, ponendo x=x 0 +x' i y=y 0 -hy'; cosi la (27), sopprimendo 
gli apici dalle variabili come inutili, diviene 

(28j A'y'->rC‘x t +2D''y-\-2E'’x+F=o , essendo 

f29ì » D"=A'y n +D', F=C’x n +E\ 

1 1 I P'=A'y*-A-C x 0 ‘ A-2D'y 0 -+-2E'x 0 -\-F'=o; 

sì che, dietro la convenzione in (ine del n.° prec., potremo fare 
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sparire dalla (27) il termine in y e il noto, ponendo 

(30) A'y B +D'=o, A'y u '+ Cx 0 '+2D'y u -\-2E'x 0 +F=o , 
e così s’à l'equazione ( C) ridotta alla forma voluta * 

(31) A'y'+C , x'+2E l ’x= o. 

Posto ciò , le (30) che determinano le coordinate x u , y a della 
nuova origine, mostrano che questo punto è sempre reale è de- 
terminabile , poiché la seconda (30) paragonata alla ;27) mostra 
che esso appartiene alla conica (n.° 87), qualunque sia la specie 
di questa curva: anzi può essere uno qualunque de’ due punti della 
conica, i quali ànno la medesima ordinata y„— — 1)': A\ che non 
è mai infinita e molto meno indeterminata; imperocché, per ipotesi 
nel caso della parabola, essendo C'=o, la seconda (30), per un dato 
valore di y 0 , dà un valore finito e un altro infinito per x 0 . 

Pertanto, determinata l’ ascissa x 0 , si sostituirà nella seconda 
delle (29) , la quale darà per E" un valore diverso da zero , qua- 
lunque sia il valore di C', purché non sia a un tempo C'=o,E'=o, 
ma in questo caso la (28) avrebbe la forma A'y'+2D’y-\-F'=o, 
che rappresenta due rette parallele. 

559. Dalla precedente analisi risulta: l.° l' equazione gene- 
rale (C) può esser sempre trasformata nell'altra (31), qualunque 
sia la specie della conica; 2.° il numero di sistemi di assi ài quali 
può riferisse la (31) è infinito, e nel caso particolare del circolo 
questi sistemi son tutti ortogonali ; 3." in ogni caso l’asse delle 
x è un diametro della curva, e quello delle y è tangente la curva 
nell’ estremità di questo diametro (n.° 537), o vero é parallela al 
sistema di corde coniugate di detto diametro, il cui estremo é 
l' origine delle coordinate; 4.° nel caso dell’ ellisse e dcD'ipcrboia 
gli assi delle coordinate, cioè il diametro c la tangente coniuyala 
cambiano entrambi di direzione nel passare da un punto della 
curva a un altro; nel caso della parabola l’asse delle x.cioè il dia- 
metro della curvo, conserva sempre la medesima direzione, cam- 
biando soltanto la direzione della tangente coniugata , sì che in 
questa curva tulli i diametri sono paralleli. 

560. Algebricamente parlando la parabola ammette un centro 
posto a distanza infinita (n. 540); ora vediamo che tutti i diame- 
tri della parabola sono paralleli , cioè s’ incontrano in un punto 
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messo all’ inilnito , che si può supporre il centro della curva : e 
però il teorema del n. 547 può essere cnunziato in modo più ge- 
nerale, dicendo: ogni conica ammette infiniti diametri, i quali pas- 
sano pel centro della curva. 

561. L’equazione (20), rappresentante le coniche dotate di cen- 
tro suolesi chiamare equazione al centro, o ai diametri, 
sia perchè l'origine delle coordinate è il centro della curva, sia per- 
chè gli assi sono due diametri coniugati. La (31) poi, che comprende 
tutte le coniche, non escluso il circolo , quando gli assi sono ret- 
tangolari, si chiama equazione al vertice, perchè l’origine 
delle coordinate è vertice d' un diametro della curva. 


562. Nel n.° 537 abbiam veduto che, se nella trasformata (25) 
i coefficienti A! e C’ fossero stati nulli a un tempo, non avrebbcsi 
potuto fare sparire da quella trasformata il termine in xij. Que- 
sto caso à luogo se si anno nel tempo stesso le due equazioni 


viscn’4'-t-2Usen<|/cos^-i-Ccos*(}<=o, j 
^tsen*9-(-2ifsen^cos9-|-Ccos’'9 =o \ 


(16, 544) , 


o vero, dividendo la prima per cos*<|i, 1’ altra per cos’qi, se 


-4tan’<Ji-t-2Z?tani{/-t-f=o, /ltah°9-i-2/>tan9+ C—o , 
il che mostra esser tamj/ c 10119 le radici dell' equazione 

(32) .4u*-t-2Z?u4-C=o , 

la quale è radici immaginarie se B’ — AC<.o , cioè nel caso del- 
l’ellisse; à radici reali ed eguali se B" — /Ife^o.cioè nel caso della 
parabola, ed entrambi questi casi debbono essere esclusi ; il pri- 
mo perchè dà valori immaginarii per 9 e ij/, l'altro perchè fa coin- 
dere questi angoli. Ma se B' — .1 C>o,cioè nel caso dell’iperbola, 
la (32) à radici reali e disuguali, che determinano una particolare 
posizione di assi, rispetto ai quali la trasformata (25) è della forma 

(33) 2 B'j-y+2 l)'y-t-2E'x-h F=o, 

in cui i coefficienti II', I)' , E', /•' anno valori assegnati. Inoltre è 
da notare che la (32), sin che A è diverso da zero, non può dare 
radici infinite, è però in questo caso nessuno degli angoli può es- 
sere retto; e comechè (2 a , 16) 

it'=C0S9C0S!j/[^ltan9taniJi-(-^(tan9-l-tan!|/'H-6'], 
e, per le relazioni tra le radici c i coefficienti, tari9-+-tan<)/= — B:A, 
tan9tam}i=C':4, così risulta 2 ?'=cos 9 Cosi{i( A C — B‘):A , e si vede 
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clic se la curva è iperbola e -4 è diverso da zero , B' non puri es- 
ser nullo nè infinito. 

503. Pertanto, ammesse queste condizioni, passiamo da questo 
secondo sistema di assi ad assi paralleli, pouendo x—x u -\-x', 
y=y„-H/', e avremo la nuova trasformata 
(34) xij+ W y-h^x-hF’—o, essendo 

| B'D”=B'x 0 +D’, B'E"=B'y 0 +E', 

V ° / 2B l F'=2B’x 0 y^2lÌy 0 +2E’x u -\-F; 

quindi, per determinare x 0 ,y u porremo 

(36) B'x 0 -+-D'= o, Jì'y 0 -\-E'=o, e la (34) diviene 

(37) xy-+-F'=o ; 

nel tempo stesso, moltiplicando la prima (36) per y 0 , la seconda 
per x 0 , e la somipa sottraendola dalla terza (35), si trova per più 
semplice espressione di F' 

(38) 2B'F'=D'y ir hE'x 0 +F. 

Ora , nel caso in questione , B' non può esser nullo nò infinito , 
quindi la trasformazione (seguita sarà , in questo caso , sempre 
possibile. Inoltre l’ equazione (37) mostra chiaramente elicgli assi 
delle coordinate sono asintoti della curva , perchè una variabile 
non può annullarsi senza divenir infinita I’ altra , quindi la (37) 
è f equazione deli iperbola, riferita agli asintoti, e la (3’) è l’equa- 
zione della stessa curva , riferita a due assi paralleli agli asintoti. 

564. Sappiamo che se il discriminante della (C) è nullo , quel- 
l’ equazione si scompone iu fattori razionali di l.° grado: in tal 
caso il valore di F', dato dalla formala (13) è nullo, e l’equazione 
(6) riducesi alla seguente 

(39) Ay'A-2BxyA-Cx'=o, 

che si riferisce a due assi condotti pel centro della conica , e si 
scompone in fattori come qui appresso 

(40) [Ay+<B—\J A*—AC)x}[Ay+{B+-\/ B'—AC)x]=o; 

ciascuno di queste fattori dà una retta distinta nel caso dell’ iper- 
bola, una retta immaginaria nel caso dell’ ellisse, e nel caso della 
parabola le due rette coincidono. In ogni caso passano pel centro 
della curva e incontrano le curve rispettive all’ infinito; in effetti 
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per trovare i punti d’intersezioni di queste rette con la curva, ba- 
sta sottrarre dalla (1C) Ay'-\-2Bxy->rCx'‘-\-F=o la (39), c s'à per 
risanamento /•’ — o, il che indica una retta posta all’ infinito (n.° 
227), e però la conica (6) e le rette (39) s’incontrano all'infinito, 
quindi queste rette sono asintoti della curva (n. 153); d’onde si 
conchiude il seguente teorema: ogni conica, algebricamente par- 
lando, ammette due asintoti , che passano pel centro della curva ; 
geometricamente poi la sola ipcrbola ammette questi asintoti , che 
sono immaginarli nell' ellisse, e passano all' infinito nella parabola. 

565. Osservazione. — Giova osservare come dall’ equazione 
delle coniche , ridotta alla forma (6) si deduca quella degli asin- 
toti, sopprimendo nella prima il termine noto F. 

5G6. Volendo l' equazione degli asintoti nel caso generale del- 
1’ equazione ( C ), basta ritornare dagli assi ai quali son riferite le 
(6) c (39) agli assi primitivi a’ quali è riferita la (Cr, e però basta 
rimettere nella (39) x — x 0 c y — y 0 in luogo di x e y ; cosi si à 

(41) A(y—y o y-t-2B(x—x 0 )[y—y 0 )+C(x—x 0 )'=o, 
indi sviluppando, e rimettendo per x 0 , y 0 i valori (8), s’ à 

(42) Ay’+2Bxy-j-Cx'-t-2f>y-t-2Ex-hF l =o, essendo 

(43) F,=— [D[CD~ BE)+E{AE— AC] ; 

laonde, paragonando la ( C) con la (42) , si può stabilire che per 
aver dall' equazione generale delle coniche, quella degli asintoti, ba- 
sta mutare nella prima, il termine noto F nel precedente F,. 

567. Il termine noto F , è indipendente da quello F della (f), 
quindi tutte le coniche , le cui equazioni , riferite agli stessi assi, 
non differiscono che pel solo termine noto, anno gli stessi asintoti. 

568 . E se le equazioni sono tali, che i coefficienti de' termini a 2° 
grado di una son proporzionali a quei dell' altra, gli asintoti della 
pròna son paralleli a quei della seconda, comevedesi dalla (41). 

569. Supponendo l'equazione (39) riferita ai medesimi assi pri- 
mitivi, ai quali è riferita la (C), e che, per ciò. non passano pel 
centro della curva, quella (39) non rappresenterà più i due asin- 
toti , ma due rette parallele a questi asintoti , condotte per l' ori- 
gine delle coordinate ; ciascuna di esse incontra la conica in un 
sol punto; imperciocché supposte la (C) e la (39) riferite agli stessi 
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assi , e sottraendo la seconda della prima, s' ottiene l’equazione. 

(44) 2 />y-f-2 Ex-^~ F=o , 

che appartiene a una retta la'qualc incontra la conica ne'due punti 
in cui il sistema di rette (39) incontra la medesima curva. Eco- 
mcchè questo ragionamento à luogo , qualunque sia 1* origine 
delle coordinate , ne segue il teorema : se da un punto medesimo 
d l piano d' una conica si conducano due rette parallele agli asin- 
toti , ciascuna di queste rette incontrerà la curva in un sol punto. 

La retta che passa per questi due punti d’ incontro, e la cui e- 
quazione è la (44 è detta dal Plugker corda degli asintoti. 

570. Nel caso dell’iperbola, gli asintoti sono reali , e passano 
Kig. 1.» ^ * Fig. 



A 


pel centro C della curva: supponendo che 0 (fig. 1 sia un punto 
qualunque del piano della curva, menate le rette ON, ON' paral- 
lele rispettivamente agli asintoti CA'.CA, la corda degli asintoti ò 
la NN'. Nel caso della parabola (fig. 2. a ), i due asintoti coincidi - 
no, c le rette menate parallelamente ad essi, per un punto O, non 
sono che due diametri coincidenti nell* unico ON , menato per 
quel punto, c la corda degli asintoti ò la stessa tangente NT. Fi- 
nalmente nel caso dell'ellisse gli asintoti sono immaginarli, e non 
pertanto la loro corda è reale, essendo la (41) la sua equazione. 

571. Volendo conoscere 1’ angolo de’ due asintoti basta cercar 
quello delle due rette (39) , e però dinotando con l quest’ an- 
golo, avremo 


, 2V ir— AC sen<) 2\ IV—AC 

(45; tanX= -; ~ „ o (46) tanX- 


A-\-C — 2 flcosO 
secondo che gli assi sono obbliqui, o rettangolari. 


A + C 
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ART. II. 


Rlduslonr delle cquaziuuk precedenti a forma omogenea. 


572. Ellisse. — L’ equazione delle coniche al cenlro 

(1) AY-*-Cx'+-F'=o 


nel caso dell’ ellisse , ha i coefficienti A! , C dello stesso segno 
(n.° 546) che può sempre supporsi essere il -+- , sì che in questo 
caso non può essere F' positivo, perchè la somma di più quantità 
positive non può esser mai nulla : quando ciò fosse , 1’ ellisse sa- 
rebbe immaginaria. E se F' è nullo, la (1) non può altrimente es- 
ser verificata che pel solo sistema x=o, j/=o, e allora rappresenta 
un punto. Pertanto, per avere una curva reale, supporremo nella 
(1) F'< o, e però considereremo P equazione 

(2) A'y % -hCx'=F'. 


Ponendovi successivamente y=o,x=o,c rappresentando con a c 6 
i corrispondenti valori di x ed y, s’ ottiene 

(3) a=±VTW, b=±\/F':A' , 



delle seguenti forme : 


sì che, se XX', YY' sono gli assi delle 
coordinate , tagliando OA=OA'=a ; 
0B-=0B'=6, saranno A A'.BB' , in gran- 
dezza e direzione, due diametri coniu- 
gati della curva, i quali saranno prin- 
cipali, se XX'.YY” sono ortogonali. I- 
noltre le (3) dònno C'=F':a',A'=F':b % , 
c però la (2) prende una qualunque 


(E) 


o* 



d’y'->rb x'=a'b’ , y—± 



Ciascuna di queste equazioni omogenee rappresenta l’ellisse, nella 
forma ordinaria, quando è riferita a due suoi diametri coniugati 
qualunque, i cui valori sono 2a e 26. In generale, essendo A' e C 

3G 
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tra loro diversi, anche i due diametri 2ae 26 sono differenti; uno 
di essi è il maggiore, c l’ altro il minore. Ma quando gli assi sono 
ortogonali, allora A'>C (n.° 549), quindi, secondo le (3 ),a>6, 
c peri) 2a è l’ asse maggiore dell'ellisse e 26 il minore, 

573. Avvertenza. — Non bisogna, dopo ciò, ritenere che tulle 
le volte che l’ equazione d’un ellisse è data sotto una delle forme 
(E) sia sempre a il semiasse maggiore, e 6 il minore; perchè po- 
trebbe bene intervenire che in una data equazione della forma 
a'y*+b t x t =a’b* fosse a"<;6*, e in tal caso l’asse maggiore della 
curva coincide in direzione con l’asse delle y. In generale il dia- 
metro maggiore coincide in direzione con l'asce delle x o con quello 
delle y, secondo che è maggiore il coefficiente di y* o quello di x’. 

574. La terza delle (E) ci porge un mezzo semplicissimo di 
costruire un' ellisse, di cui son dati di grandezza e posizione 

due suoi diametri coniugali 2a c 2b: in fatti, secondo quella formola, i 

preso per asse delle ascisse il diametro maggiore, 1‘ ordinala y d'un 
punto qualunque corrispondente all’ ascisse x, s' ottiene costruendo 
una quarta proporzionale in ordine alle tre rette a, b, e \/~a" — 6*. 

575. Quando i diametri son principali, gli assi delle coordinate 
sono ortogonali, e in questo caso ya* — 6' è il cateto d'un trian- 
golo rettangolo che à per ipotenusa il semiasse maggiore, c per 
altro cateto il semiasse minore. Or se AA'=2a c BB'=26 sono i 

due assi maggiore c minore d’ellisse, e 
sul maggiore come diametro si costruisce 
il circolo ACA' , allora ad un’ ascissa x 
=OP. corrisponderà un’ ordinata Nl*= 
y' a* — x* pel circolo, c un’ordinata MI’— 

6 6 

- y a* — x‘ = -NP per l'ellisse; quindi 

l'ordinata dell’ellisse sta a quella del circolo 
come l'asse minore al maggiore ; e per ciò si può costruire per 
assegnazione di punti un’ellisse.di cui son dati di posizioni e gran- 
dezza i due assi A A 1 , BB'. In cfTetti coi diametri AA'.BB' si de- 
scrivano i due circoli ACA' , BB'L ; si tiri un raggio qualunque 
ON.che incontri il circolo minore in L; dal punto N si tiri NP pa- 
rallela a OB, e da L la LM parallela ad OA; l’incontro M di que- 
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stc parallele sarà un punto dell’ellisse cercata; imperocché s’àper 
costruzione ON=OA=a, OL=OIfc=6; MP:NP::OL:ON::6:a; or 
questa è proprietà dell'ellisse che à per semiassi a e 6, dunque M . 
è un punto di quest’ ellisse, che è quella che si cercava. 

576. Quando a c 6 sono due semidiametri coniugati qualun- 
que , e sia OA=OA'=a, il maggiore 
OB=OB'=6 il minore, si potrà co- 
struire un’ ellisse AMA', di cui OA 

A sia il semiasse maggiore a, e OB,= 
OB , e perpendicolare ad OA sia il 
minore ; quindi dall'estremo P d’una 
qualunque ascissa inclinare una retta 
NP parallela a BB'.e uguale all’ordianata MP, corrispondente nel- 
l’ellisse costruita ; in questo modo la curva ANA' sarà l’ ellisse i 
cui diametri sono AA\ BB' ; imperciocché , sì la prima che la 

seconda ànno per equazione y = ±— y/a* — x®, e però , essendo 

^=0? la stessa per entrambe , anche uguali saranno le ordinate 
MP.NP, la prima delle quali é parallela al semiasse minore della 
curva primamemente costruita, e l’altra è parallela al semidiame- 
tro minore di quella che si voleva costruire. 

577. Supposti OA.OB (fig. n.° 575) assi della curva, e menan- 
do MS parallela ad NO, risulta MS = NO = a: nel tempo stesso 
ON:MR::NP:MP::a:& ; ma ON=a, quindi MR=6 ; laonde seda 
un punto qualunque deli ellisse s' inclina ali asse minore una retta 
eguale al semiasse maggiore, la parte di questa retta, compresa tra 
il detto punto e questo semiasse è uguale al semiasse minore. E os- 
servando che RS=MS — MR=a — 6==coslantc,può stabilirsi la pro- 
posizione reciproca.cioè: se una retta RS di grandezza costante si 
faccia muovere in guisa che i suoi estremi scorrano sn i lati dell’an- 
golo retto AOB' , e in ogni sua posizione si prolunghi finché sia MS 
eguale a una retta data, il punto M descriverà un'ellisse, di cui O è il 
centro ed MS,MR sono le grandezze de'semiassi maggiore e minore. 

Questa proprietà à data origne al compasso ellittico per costruire 
un’ ellisse con moto continuo. OA , OB' sono due regoli fissi ad 
angolo retto; SM é un terzo regolo mobile, in guisa che una parte 
determinata SR e costante di esso scorre coi suoi estremi su i pri- 
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mi due regoli, allora una punta aguzza (issata in un punto M di 
questo regolo mobile descriverà un' ellisse. 

• 578. Dinotando con 9 un angolo variabile , è agevole scorgere 

clic l' equazione [E) dell’ disse ò verificata da tutti quei sistemi 
di valori x, y che soddisfanno le due equazioni 

(e) x=acos?, y=òsen 9 ; 

imperocché, sostituendo in {E), s’à l’identità sen* 9 -i-cos* 9 i=l. Ed 
è pure agevole trovar l’ angolo rappresentato da 9 ; in fatti , dal 
triangolo rettangolo ONP, s’à OP=ONcosNOP,ed MP=MRsen 
31RP=OI.senLOP ; e poiché ON=a , OL= 6 , OP=x, MP=y, 
ben si vede che 1’ angolo 9 è uguale all’ angolo NOA variabile col 
punto M della curva. 

579. Da ultimoè da notare che se A'=C',(n.° 550) allora a=b, 
e qualunque delle (E) diviene y' à +x t =a* : quest’ equazione rap- 
presenterà tuttavia un’ellisse, e gli assi ai quali si riferisce, se sono 
obbliqui , coincideranno in direzione con I’ unico sistema di dia- 
metri coniugati eguali che può ammettere l’ ellisse (n.° 550); ma 
quando gli assi coordinati sono ortogonali , i due diametri , tut- 
tavia eguali, saran due assi, e la curva propriamente è il circolo, 
come sappiamo; quindi il circolo è un’ ellisse ad assi eguali. 

580. Ipekbola. — N el caso dell’ iperbole l’equazione 

(1) A’y'-hCx'+F=o 

à i coefficienti A\C' di segno contrario, e quindi F'può esser ne- 
gativo, positivo o uullo:poniamo primamente che, essendo A'>o, 
sia C'< 0 , ed F'> 0 ; la ( 1 ) avrà cosi la forma esplicita 

(4) jy-Cx"=-F, 

quindi, ponendo successivamente y=o, x=o, avremo 

x=±\jTTc, y=±i\TF r TT, (ù=v r -i’) , 

sì che la curva incontra l’asse delle x in due punti , e non in- 
contra quello delle y. Poniamo 


(5) o=V/F 7 IC ? , b^=\/T i TA r , donde C—F'.a \ A'=F’:b\ 
così l’ equazione (4) prende una delle forme omogenee 

(I) £-£ = 1 , «y-àV=-aV, y=d4v^ i= ^\ 
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c ciascuna può rappresentare l’ iperbola, riferita a due suoi dia- 
metri coniugati qualunque: nel tem- 
po stesso, tagliando sull’asse delle x. 
OA=OA ’—a , sarà AA' il diametro 
reale della curva , la quale realmente 
incontra l’ asse delle a: ne’ punti A, A'; 
e tagliando OB=OB'=^ò, sarà BB' il 
diametro coniugato di AA', e che si 
dice immaginario, perchè la curva non 
incontra geometricamente l’asse delle y nei punti B, B'. 11 dia- 
metro reale suolsi chiamare benanche trasverso, e l’immaginario 
non trasverso. Quando gli assi delle coordinate sono ortogonali, 
2a è l’ asse reale o trasverso, e 26 l’ asse immaginario o non tra- 
sverso: di più gli estremi A, A' dell’asse reale sono i vertici del- 
l’ iperbola, che perciò ne à soli due. 

In generale, de’ due coefficienti A' , C Y uno o l’ altro può es- 
sere il maggiore, e anche de’due diametri coniugati 2a e 26 l’uno 
o 1’ altro può essere il maggiore ; ma può esser pure A'=C' (n.° 

550) ; allora l’equazione (i) dell’ iperbola, si riduce alla seguente: 

(I e ) y'-x'=a\ 

e se gli assi delle coordinate souo obbliqui, essi coincidono in di- 
rezione, con uno qualunque dei sistemi di diametri coniugati e- 
guali (n.° 551) ma se detti assi sono ortogonali, questi diametri 
eguali sono i due assi della curva. E poiché l’ iperbola che à gli 
assi eguali , à pure eguali due diumetri coniugati qualunque (n.° 

551) così si denomina equilatera, 

581. Sia ora F'> o; l’equazione dell’ iperbola sarà 

(6) A'y'—Cx'=F'\ 

fatto una volta y—o, e un’altra x=o, s’ à in corrispondenza 

(7) x=±i\JT i 7C, y=±\Tn r , 



e supponendo i valori numerici de’ coefficienti della (6) essere gli 
stessi di quelli della (4) , avremo a = y F':C' = OA = OA' , 
ò=V / , ':A'=OB=OB' ) e la (6) diviene 


(/') ^—^=—1 , a’y*— òV=aV f y—± -\f x'+a’. 
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Pertanto , secondo le (7) , 1’ iperbola à in questo caso il suo dia- 
metro reale o trasverso coincidente con l' asle delle y, e l' imma- 
ginario con.quello delle x ; inoltre il diametro trasverso dell' i- 
perbola (/) è uguale all’ immaginario dell’ altra (/') , e reciproca- 
mente; queste due iperbole sono le coniugate (n.° 152); e qui 
meglio si vede come le equazioni di coteste curve non differiscano 
tra loro che solo pel segno del termine noto. 

582. Finalmente sia F'—o, e s’ avrà 

( 8 ) A'y* — C'x'—o ; 

quest' equazione rappresenta il sistema di due rette distinte Ob, 
Ob' (fig. n.° 580) che passano pel centro della curva, e sono gli a- 
sintoti comuni delle due iperbole coniugale (l),(F); in fatti, se- 
condo le (5), C :A'=b:a, sia jF"-< o, o F'> o, quindi la (8) diviene 

(9) y — ±^x, 

c paragonata l’ ordinata y' d’ un punto di questo sistema di rette 
con l’ordinata y , dell’ iperbola (/) o della coniugata (/') , corri- 

• , / a* 

spondenti tutte a una stessa ascissa x,si trova y,:y = V 1 -t- — , » 

da cui si vede che queste ordinate tendono a divenir eguali , al 
crescer di x , e quando x—ze> , risulta y,— y' ; si che le rette (9) 
non incontrano le iperbole che all’ infinito , quindi sono asintoti 
(n.° 153). 

583. La terza delle (/) ci mostra che per descrivere 1* iperbola 
per assegnazione di punti, quando son dati di grandezza e posi- 
zione due suoi diametri coniugati, si deve, per ogni punto da as- 
segnare, costruire una quarta proporzionale in ordine al semidia- 
metro trasverso , al non trasverso , c al cateto d’ un triangolo ret- 
tangolo avente per ipotenusa l'ascissa del punto richiesto, e per al- 
tro cateto il semidiametro trasverso. 

584. Similmente , secondo la (9), si costruiscono gli asintoti , 
menando dall'estremo A del diametro trasverso una retta bb' (fi.n. 0 
580) parallela al diametro non trasverso lì li 1 ; tagliando Ab=Ab'= 
alla metà di questo diametro, e congiungento il centro 0 con b' e b. 

585. Secondo cotesta costruzione ei parrebbe risultare che un’i- 
pcrbola dovesse avere tanti asintoti per quante coppie di diame- 
tri coniugati essa à, cioà infiniti; ma è agevole il vedere che que- 
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sii asintoti non possono esser che due soltanto ; imperocché 6 
chiaro che ogni retta, condotta pel centro in uno qualunque dei 
quattro angoli de due asintoti una volta segnati, deve incontrare i 
rami dell’ iperbola e della sua coniugala. 

Quindi si puh stabilire il seguente teorema: il luogo geometrico 
de’ vertici de' parallelogrammi formali da due semidiametri coniu- 
gati qualunque d‘ un iperbola è il sistema de’ due asintoti. 

586. Se OA=a, 011=6 (fig.n . 0 seg.) sono il semiasse trasverso 
e l’immaginario, si può costruire l’ iperbola al modo seguente: si 
descriva col centro O e col raggio OA un circolo ; per A si meni 
la tangente AB,=OB, c si congiunga OB,: fatto ciò, c volendo il 
punto dell’ iperbola corrispondente all' ascissa qualunque OP, si 
menerà la tangente PT, e la perpendicolare indefinita PM: si ta- 
glierà PQ=PT , c per Q si menerà QM parallela ad OB, ; sarà M 
il punto cercato: in elTetti, ponendo OP=sr, si à per costruzione 

6 , 

QP=PT= y/ x* — a*, OA:AB,::QP:MP, o vero MP — - \'x % —a\ 

quindi M è punto dell’ iperbola che ha per assi 2 a e 26. 

587. Supponendo, in generale, che OA, OB sieno due diame- 
tri coniugali qualunque, che ON, ON' sieno 
gli asintoti, ed NN' sia parallela al diametro 
non trasverso BB'.avremo per lc(9)c terza (/) 

r\ = PN'=- x, élP=M'P=:- t/V— a\ 
MN =M'N'= - a (x— y/a*— **) ; 

MN'=M'N = b - (*-+- V a” — x’; ; 

laonde MN.MN'=M'N.M'N'= 6 *, c però se in un' iperbola si mena 
una retta qualunque NN' fra gli asintoti, h porzioni MN, M'N' sono 
eguali, e il rettangolo de' semmenti MN,MN' o M'N, M'N' è costan- 
temente uguale al quadralo del semidiametro parallelo OH. 

588. Se nella prima (!) poniamo 

(10J x=asec 9 , y= 6 taii 9 , 

quell’ equazione resterà verificata ; e però , se 9 ò un angolo va- 
riabile, le equazioni ( 10 ), simultaneamente prese, possono rappre- 
sentar l’iperbola. lì supponendo che a ab sieno i semiassi AO,OB 
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(fig. n.° prec.) è chiaro cho nel tri. rettangolo TOP, si à PO=x= 
OT:cosTOP=usecTOP, quindi TOP=f?; imperocché cosisi a pure 
PT=OTtanTOP=atan?, e pel n.° 586 y=MP=òPT:a=fctan 9 . 

589. Si noti da ultimo che l’equazione a'j /*-Hl) , x*=a*6* dell'el- 
lisse , e 1' altra a’y® — &*x’= — a'b' dell’ iperbola si traggon 1' una 
dall' altra coi mutar 6* in — 6*. 

590. Equazione delle coniche al vertice. — L’ equazione 

(11) A'y'-\-Cx'-\-2E'x=o (31,52) 
rappresenta, come si sa, l' ellisse , l' iperbola , o la parabola, se- 
condo che A',C' son dello stesso segno, di segno contrario, o C= o. 
L’ asse delle x coincide , in direzione , con un diametro della 
curva , e quello delle ordinate è la tangente coniugata di detto 
diametro. Supponiamo pertanto A' c C' positivi : in questo caso 
possiamo supporre che E' sia negativo ; perchè se fosse E' posi- 
tivo, gli si potrebbe cangiare il segno, purché però si dessero ad 
x soli valori negativi, il che equivarrebbe a mutar l’asse positivo 
delle x in negativo e reciprocamente , e ciò non produce alcuna 
alterazione ne’ risultamenti: sia dunque co’ segni espliciti 

(12) A'y*+ C'x* — 2E'x=o, 

e fatto y=o, avremo x=o, x=2£':C'=2a, messo E’:C'=a ; così la 
(12) diviene A'y'=C\2ax — x’), c 2a rappresenta la lunghezza del 
diametro A'A (fig. n.° 572) dell’ellisse, il quale coincide in dire- 
zione con l’asse delle x, essendo A' l’origine. Indi, se 0 è il punto 
di mezzo di AA', e perciò il centro della curva, e poniamo xz=a, 
c dinotiamo con b il corrispondente valore di y , il quale sarà il 

C €' ft* 

semidiametro coniugato di a, avremo ò*=— -, a * , donde — ,=^ , 


A a* 


c sostituendo nella precedente equazione, avremo 

(£ P ì 


. ''\o , o fc ‘ 6 * * 

y = — 2ax — x i=2 — x ; x 

a a a 


questa equazione omogenea è quella dell’ e//isse riferita a un suo 
diametro c alla tangente coniugata. 

591. Secondo quest’equazione, 1° l’ascissa comincia da x=o, 

C 

c termina ad x=2a ; 2 U , essendo -p a", se A'~>C , 
e quindi il coefficiente di x® è <1; in questo caso I’ asse delle x 
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coincide col diametro maggiore della curva; 3.® quando A'=C' , 
risulta &’=«*, e quindi , se gli assi sono obbliqui , coincidono in 
direzione co' due diametri uguali (n.° 550), e se sono ortogonali, 
la curva è un circolo: in ogni caso, pertanto, se il diametro mag- 
giore è preso per asse delle x, il coefficiente di x % non è mai>l. 
Finalmente 4.° , essendo (fig. n.° 572) il quadrato dell' ordinata 
y’=MP proporzionale al prodotto x';la — x)=APxA'P, ne segue 
il teorema : nell’ellisse i quadrali delle ordinale, rispetto a un dia- 
metro qualunque, stanno tra loro come i rettangoli delle corrispon- 
denti ascisse ai vertici di questo diametro. 

592. Sia A'> o, C'<o; la (11) rappresenta l’iperbola c diviene 

(13) A'y'—Cx'+2E'x=o. 

Ponendo y==o, si à x=o, x=2E':C'—2a ; quindi, se A' è l’ ori- 
gine, tagliando A'A=2a (Og. n.° 580), sarà A' A il diametro tras- 
verso; e poiché E'—C'a, la (13) diviene A'y t =C\x' > — 2ax). Inol- 
tre, ponendo ac=a=AC , ne risulta y—±ai\/ C':A' ; questo va- 
lore immaginario corrisponde al diametro non trasverso; intanto, 
mettendo a ^ C':A'=b, sarà 6=OB=OB' il valore geometrico del 
semidiametro immaginario, coniugato di OA, e 0 il centro : nel 
tempo stesso, essendo C=A'b r :a m , la superiore equazione diviene 




6* b % b * 

y* = (x r — 2 ax ,— — 2 - x+ — x‘ 

* a v a a 


e rappresenta , in forma omogenea, l’ iperbola riferita a un suo 
diametro e alla tangente coniugata. 

593. Da cotesta equazione deduciamo quanto segue : 1.® i va- 
lori di x , pe’ quali l’ ordinata è reale sono compresi tra — oo e 
zero , c fra 2a e -4-oo ; 2.® se il coefficiente di x è positivo , il 
diametro trasverso cade sull’ asse negativo delle x ; 3." tra i se- 
midiametri coniugati a e b non v’ è alcuna relazione di grandez- 
za; e in ogni caso il diametro trasverso cade sull’asse delle x ; 4.® 
finalmente, ragionando come al n.° 591, 4.°, si deduce in ordine 
all’ iperbola un teorema identico a quello trovato per l’ellisse. 

594. Qui pure è da osservare che le due aquazioni (E p ) , (/,,) 
si traggon l’ una dall’ altra, mutando 6* in — 6*. 

595. Supponiamo da ultimo C'= o, la (11) diviene 

• (14) A'y*-\-2E'x=a, 

3 1 


Digitized by Google 



282 


ELEMENTI III GEOMETRIA ANALITICA 


c rappresenta la parabola. Ponendo E'=mA', dove m è una retta, 
la (li) si cambia in 

(P p ) y*= — 2 mx, o pure y % —2mx, 

secondo che E' è positiva o negativa , c rappresenta, sotto forma 
omogenea, la parabola riferita a un qualunque suo diametro e alla 
tangente coniugata. 

596. Da quest’equazione risulta: 1." i limiti di x sono — oo c 
zero, o zero c 4-00 ; 2.° il diametro della curva è coincidente con 
l'asse delle a:; 3.° Analmente come al n.° 591, i.°, paragonando 
due punti (a;', y') , [jf, y") si deduce y”:y" t ::x':x 1 ’ e quindi in o- 
gni parabola i quadrati delle ordinale a un diametro stanno tra 
loro come le corrispondenti ascisse al vertice di questo diametro 

597. Se nella ( I p ) poniamo a;-t-2a invece di a?, trasportiamo 
l’origine dal vertice A' (Gg. n.° 580) all’ altro A, c risulta 


b* b* 

y°=2-X +— x' ; 


si clic, paragonando quest’equazione con la (EJ , si vede che l’ellis- 
se c l’ ipcrbola posson essere rappresentate dall’ unica equazione 
(15) y*=2mx+nx'‘, essendo (16) b’:a=m, qi6*:a’=n; 
cosi che n sarà negativa nel caso dell'ellisse, c positiva in quello 
dell’ ipcrbola. In questo caso i valori reali di y corrispondono a 
quelli di x da x = — oo ad x= — 2 a, e da x—o ad x=-+- oo. 

Ora P equazione (15) comprende benanche la parabola ; impc- 
rocchò, secondo le espressioni di a c b ( n.‘ 591 e 592 ) abbiamo 
a—E‘\C , b , :a t =n=C':A l , quindi b*:a=m=E':A' ; ma nel caso 
della parabola C=o , quindi a= oo, c per conseguenza n=o ; 
laonde la (15) rappresenta la parabola se n=o. Da ciò vediamo 
che la parabola è un’ellisse che à un diametro infinito. 

Finalmente, se gli assi a cui è riferita la (15) sono ortogonali, 
ed ò n= — 1, quell'equazione diviene quella d’ un circolo, e però 
possiamo conchiudere che l’equazione (15) rappresenterà i ellisse, 
se n<o; l' iperbola, se n>o; la parabola, se n^=o; e finalmente, se 
gli assi sono ortogonali, rappresenta il circolo se. n= — 1. 

598. È da tener presente che se gli assi delle coordinate sono 
rettangolari , allora nell’ equazione (15) , nel caso dell' ellisse , è 
in valore assoluto n<l, o n>l, secondo che l’asse delle a: coin- 
cide con P asse maggiore o col minore. Per fissar le idee suppor- 
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remo sempre, in quel die segue , che 1’ asse delle x coincida in 
direzione con l'asse maggiore deH’ellisse, o col trasverso dell’iper- 
bola, e quest'asse , in entrambi i casi, diremo primo asse della 
curva: così la somma algebrica 1+n è sempre positiva. 

599. Il coefficiente 2 in è una retta determinata , la quale si è 
chiamata parametro ; ed è perciò che la (15) suolsi pur dire 
equazione delle coniehc al parametro. Questo parametro varia di 
grandezza, secondo il diametro a cui si riferisce, come risulta dalla 
sua espressione (1G). Ne’ casi dell’ ellisse c dell’ iperbole, essendo 
2m=26*:a=i6*:2a,si vede che il parametro rispetto a un dato dia- 
metro , è terza proporzionale in ordine a questo diametro e al suo 
coniugalo. Nel caso del circolo, essendo , ne risulta m=a , 
e però il parametro d' un circolo è il suo raggio. In ogni caso il 
parametro rispetto al primo asse della curva lo diremo principale. 
GOO.La (15) può essere scritta cosi: y*=xy\ essendo y =2m 4 -«x; 

or quest’ equazione rappresenta una 
retta , che incontra I’ asse delle x nel 
punto x — — 2m:n, cioè nel vertice A', 
c quello delle y in 1), la cui ordinata è 
y'=AD=2m— al parametro. Pertanto 
condotta la A'I) , risulta , in virtù del- 
I’ equa. y’=xy', che a una data ascissa 
AP corrispondono un'ordinata MP per 
la curva , e un’ altra NP per la retta , tali che la prima ò media 
proporzionale tra la seconda e V ascissa AP. Or la rei ta A'D, che 
nel caso della parabola è parallela al diametro, e che, in qualun- 
que conica , incontra la tangente coniugata di questo diametro , 
a una distanza dal vertice eguale al parametro della curva rispetto 
a questo diametro, è detta regolatrice ; laonde in ogni conica 
T ordinata rispetto a un diametro è media proporzionale tra la sua 
«scissa c la corrispondente ordinata della regolatrice. 

G01. Finalmente giova notare che, se in una conica prendasi un 
punto N' all’ esterno della curva , o un punto N nell’ interno , si 
à nel primo caso N'P>MP, e nel secondo NP<MP, e però se x,y 
sono le coordinate d’ un punto , questo sarà fuori della conica , 
sulla curva, o neU’inlcrno di essa, secondo che 
y* — 2mx— nx’>u, y a — 2mx— nx' , =o, y* — 2mx—nx'<o. 
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002. Rimane a considerare l’ equazione xy—P' (37, 563) che 
sappiamo rappresentar l’iperbola riferita agli asintoti ; e per ren- 
derla omogenea porremo F'=K‘, si che diviene 

xy — k , 

Sieno CK , CK' gli asintoti e nel medesimo 
tempo il primo e secondo asse delle coordina- 
te: la (17) mostra che il rettangolo delle coor- 
dinate CP, MP (fun punto qualunque M della 
curva è costante. Inoltre se A è il vertice , e 
per ciò CA=a il semiasse trasverso , questa 
retta dividerà per metà 1* angolo KCK’ degli 
asintoti, e menando AD parallela a CK, e AE a CK', risulterà AD= 
AE, cioè le coordinate CD, AD del vertice saranno eguali; ma il 
loro prodotto è =fc\ secondo la (18) quindi CD=AD=A. Laonde, 
se dinotiamo con 2 e l'angolo degli asintoti e osserviamo che ACD 
è triangolo isoscele , avremo AC=2CDcose o vero a=2Acose ; ma 
per la (9) tan£=/>:a, quindi cose=a: V («*-+-&*) , *=;V (om- 6*), 
c sostituito questo valore nella (17), si à in fine 

(18) xy=\(a*+b % ) ; 

è questa V equazione omogenea dell'iperbola riferita agli asintoti; in 
essa a e 6 dinotano il semiasse trasverso e non trasverso. 

603. Se l’ipcrbola è equilatera a=b, e quindi la sua equazione 
agli asintoti divicn semplicemente. 

(19) xy=\a'. 

In tal caso tane=l , e=45° e però V angolo degli asintoti è retto. 

In ogni caso il secondo membro della (18; o della (19) si chia- 
ma potenza deU’iperbola, la quale nel caso dell' iperbola equi- 
latera è il quadralo che à per diagonale il semiasse trasverso. 

604. Si può inoltre osservare che se CB è il semiasse non tras- 
verso , menata AL perpendicolare sull' asse AA', i due triangoli 
ABC, ALC risultano evidentemente uguali , si che angol. CAB= 
LCA=ACK', e però AB parallela all’asintoto CK e quindi a MP ; 
nel tempo stesso AE.CE=CE =MP.CP ; laonde la congiungenle i 
vertici de' due assi deW iperbola è parallela a un asintoto , e incon- 
tro i altro a una distanza dal centro media proporzionale tra le 
coordinate asintotiche d'un punto qualunque della curva. 


K 
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CAPITOLO II. 

PROPRIETÀ DELLE CONICHE DEDOTTE DALLA CONSIDERAZIONE DEI 
COEFFICIENTI DELLA LORO EQUAZIONE GENERALE. — EQUAZIONI 
DI CONICHE SOGGETTE A TALUNE CONDIZIONI. 

ART. I. 


Significato geometrico de* coefflelentl dell’ equazione generale 
delle coniche. — Proprie ti» che ne derivano* 


605. Abbiasi l’ equazione generale 
(C) Ay'+2Bxy-{-Cx'+2Dy-h2Ex-\-F—o, (’) 

che divisa per A, e messo, per sola semplicità, 

(1) B-.A=b, C.A—c, D.A—d, E:A=e, F:A—f, 
può essere scritta cosi: 

( C ) y t - J r2{bx+d'y-hcx'-\- 2ex-+- f=o. 

Sia x, un valore particolare di x e sicno y\, y" l i corrispondenti 
di y, avremo per la teoria delle equazioni, 

(2) y\+y\=-2 (6x,+d), (3) y',/ 1 =cx I »+ 2 ex I 4 -/' ; 

similmente per un altro sistema (a:,,y'„y' r 1 ) avremo: 

(*) 2lbx t +d ) , y\y\=cx,'-h2ex t +f. 

Dalla (2) e da questa prima (4) si trae 
(5) (y W.+y'.— y',):(x,— x,)=2 b ; 

or, se è la conica dell’ equaz. (C ) , e se OP,=x, , 

OP a =x a sarà x, — x,=P,P a , menando M'.P,, 
M" a Pa parallele a OY , sarà P I M', = y' 1 , 
P.M", P.M' a =y' a , P a M" a =y* a ;e però, 
menando M'j’N', M # ,N' parallele a OX , ri- 
sulterà y'.-t-y",— y' a =M' a N'4-M' a N', 

e l’ espressione (5) diviene 

(6) (M' 1 N'-hM /, a N' , ):P,P a =26. 



(*) PlOcker — System » Eniwicke . , v. 1 ; p. H8. — Kulak. — Introd. in a- 
naty. , v. II. n. 87. 
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A quest’ espressione, che dà il valore del coefficiente 2 6, può darsi 
altra forma, di più agevole interpetrazione; in fatti, poiché x„x t 
sono arbitrarii, supponiamoli tali che ne risulti y",—y ", , il che 
ò sempre possibile ottenere , menando 
M'jM'’, parallela all* asse delle x , e poi 
conducendo per M",, M", le P,M'„ P„M'. 
parallele all’asse delle y; cosi saranno OP„ 
OP, i rispettiv i valori di a:,, x m , che soddi- 
sfano l’ indicata condizione , in virtù della 
quale , e menando inoltre M',N' parallela 
ad OX , la ( 6 ) diviene 
( 6 ') M',N':P I P,=M',N':M' I N'=26, 

o vero, dinotando con 9 e ^ gli angoli che la corda forma 

rispettivamente col primo e secondo asse, diviene 

( 1 b ") sen 5 :sen^= 26 , 0 pure (&'") tan:p— 26, 

secondo che gli assi sono obbliqui 0 rettangolari. In linguaggio 
ordinario queste formolo si traducono cosi: si meni nella conica 
una corda parallela al primo asse ; per gli estremi della corda si 
conducano le parallele al secondo asse c si prolunghino, se occorra, 
fino ad incontrar nuovamente la curva ; si «ingiungano i nuovi 
punti d'intersezione con una seconda corda; e cosi, se gli assi sono 
obbliqui, il rapporto tra i seni degli angoli che questa corda forma 
col primo c secondo asse, sarà il valore del coefficiente 26; c se gli 
assi sono ortogonali , il valore di questo coefficiente sarà la tangente 
trigonometrica dell' angolo formato da detta corda col primo asse, 
600. Essendo J (y'.-t-y*,) l’ ordinata del punto di mezzo della 
corda è chiaro che se nella ( 2 ) consideriamo x„ come un 

valore qualunque di x, quell’ eguaglianza dà l’ ordinata del punto 
di mezzo d’ una qualunque corda parallela al secondo asse; si che 
messo nella ( 2 ) y\- J hy" l =^y, e a: in luogo di x lt si à l’ equazione 

( 6 ) y+bx+d=o 

del diametro coniugato delle corde parallele al secondo asse. E se 
la iC) si fosse ordinata rispetto ad x, avremmo avuto 

(7) by+cx+e=o, 

per equazione del diametro coniugato delle corde parallele al 
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primo asse. Rimettendo in queste equazioni in luogo di b, e, cc. i 
loro valori (1), esse divengono 
(8) Ay-\-Bx+D=o, ByA-Cy+E=i=o, 

E riflettendo che nell’ attuale ragionamento la posizione degli assi 
coordinati è rimasta arbitraria, può dirsi che ciascuna conica am- 
mette infiniti diametri, il cui punto di concorso à per coordinate 


/m e — bd AE—BD cd—be CD—BE 

(9) x= b *_ c - B'— ÀC ' y ~ b’—c ~ B'—ÀC ’ 
e però nella parabola, per cui B % — AC=o, i detti diametri sono 
paralleli: tutto ciò era già noto (n.° 560). 

607. Inoltre , dinotando con X l’ angolo de’ due diametri (7) o 
(8), avremo, se gli assi sono obbliqui 


(10) tanX=— 


(6* — c'jsenO 


(R“ — i4C)sen9 




(ò-t-c)— (ò z -t-c)cosO A ( B -H C'j — (R a -j-i4C)cosO 

b'—c B'—AC . , , 

(“) tanX =6^=^Tc)- assi rettan 8 olari 

608. Sottraendo la seconda (4) dalla (3) abbiamo 

y\y\— /,/,=<*,*— x,). 

e supponendo x t — — x t , ne viene 

„ y'.y’-y',’/. p,m',.p,m',-PiM’..p,m'. . 

w ' "*i. ■"= PA 

mercè questa formola potremo geometricamente assegnare il coef- 
flciente 2e: essa diviene più semplice, se il primo asse incontra 
la curva ; in fatti, supponendo che 1* incontri in P, polrcm porre 
«=OP,=OP',; cosi y' l =y / \=o, e la (e) diviene 
(e") 2e=(P,M',.P,M' 1 ):P I P 1 . 

609. Ponendo nella (C") successivamente y=^o,x=o, s’ottiene 

(12) cx'+2ex->rf—o, y*+2dy=f=o: 

di queste equazioni la prima dà l’ intersezioni della curva con l’asse 
delle x, l’ altra quelle con 1’ asse delle y ; le prime saran reali se 

(13) e*>/c, o vero F* — CE> o, 


e saran reali le seconde, se 


(14) <!*>/■. o vero D* — AF>o. 

Dinotando con x’,x". le radici della prima (12) , c con y, y " 
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quelle della seconda, avremo le relazioni 

(15) x'-\-x”= — 2e:c, x'xf=f\c ; 

(1G) y'+y"=-2 d, yY=fi (17) y Y:x'x'=c. 

Sieno PQQ'P' la conica, e OX, OY due 
assi qualunque : sarà OP=x', OP'=.r^ , 
OQ=y\OQ'=y / , quindi le (16) e (17) di- 
vengono 

(d) 2<?=— (OQ+OQ'j , (/) /•= OQ.OQ', 
(c) c=OP.OP':OQ.OQ'; 
la ( <I) ci mostra che il coefficienti 2 d è u- 
guale all - ordinata Om del punto di mezzo della corda QQ': la ( f) 
dinota che il termine noto f è uguale al rettangolo de’ due seni- 
menti OQ, OQ': si che, per aver questi due coefficienti, è neces- 
sario che l’asse delle y incontri la curva. Ma non è lo stesso per 
aver c mercè la formola (e); imperocché sappiamo (n° 543,3°) che 
passando da assi ad assi paralleli il coefficiente c non cambia di 
valore, quindi si potrà scegliere un tal punto , che menando per 
esso due parallele agli assi dati, quelle incontrino la conica, c la 
relazione (c) avrà luogo pe’ semmenti tagliati su queste parallele. 
Quest’osservazione dà luogo, in pari tempo, al seguente teorema: 
se nel piano d’una conica si prende dovunque un punto, dal quale 
si conducono due ' seganti parallele a due rette date, il rapporto dei 
rettangoli de’semmenti intercetti tra il punto e la curva, è costante. 

G10. Quindi se O'T.O'T' sono due tangenti rispettivamente pa- 
rallele ad OP e OQ , sarà OP.OP':OQ.OQ'=OT ’:0'T'* ; e però 
se da un punto preso dovunque nel piano d’ una conica si menano 
due seganti,i rettangoli dei rispettivi semmenti stanno tra loro come 
i quadrali delle tangenti rispettivamente parallele. 

611. Se 0 fosse il centro della curva , PP', QQ' sarebbero due 
diametri, e la proporzione preced. diverrebbe 0P:OQ::0'T:O'T'; 
quindi le tangenti menate da uno stesso punto alla conica stanno tra 
loro come i diametri rispettivamente paralleli. 

Da questa proposizione congiunta alla precedente , ne risulta 
1* altra : » rettangoli de’ semmenti di due rette menate da uno stesso 
punto ad una conica stanno tra loro come i quadrati de' diametri 
rispettivamente paralleli a quelle seganti. 

612. Le radici della prima (12) saranno eguali se 

c' — cf—o, o vero (18) JE* — CF= o ; 
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in tal caso i due punti d’ intersezione della conica col primo asse 
si confondono in uno, c perù quest’asse risulta tangente la curva, 
e il punto di contatto disierà dall’ origine per una quantità 

(19) x— — e:c— — E:C. 

Pertanto la (18) è la condizione perchè la conica rappresentata 
dall' equazione ( C ) fosse toccala dall’ asse delle x. Ragionando si- 
milmente sulla seconda (12) si trova che la condizione perchè la 
stessa conica sia toccata dall ' asse delle y è 

(20) D'—AF= o, 
e l'ordinata del punto di contatto è 

(21) y— — D:A. 

613. In conclusione la conica ( C ) sarà o non sarà incontrata 
dal primo asse, o sarà toccata da quest’ asse, secondo che s’abbia 
E* — CF> o, £ a — CF< o, E 1 — CF—o; e similmente sarà o non 
sarà incontrata dal secondo asse, o sarà da questo toccata, secon- 
do che /)* — .4F>o, D* — .4F<o, I)' — AF=o. Le (18) e (20) mo- 
strano che se F=o, senza esser nulli C ed A, la (18) sarà verificata 
se £=o , e la (20) se D= o ; quindi se l’ equazione d’una conica è 
Ay’+2Bxy+Cx'+Dy=o , o pure Ay a -h2Bxy-\-Cx*-i-Ex=o , 
passerà per 1’ origine , e sarà quivi toccata dall’ asse delle x nel 
primo caso, da quello delle y, nel secondo. 

614. Dall' equazione (6) y+bx-t-d = o del diametro coniugato 

delle corde parallele all'asse 
delle y , deduciamo che d è 
l'ordinata all'origine di detto 
diametro, presaeoi segno mu- 
tato. Detto diametro s'asse- 
gna menando due cordeMM', 
NN' parallele ad OY, c bise- 
gandolc con la BC , che sarà 
il nominato diametro, e però 

(d') d=— OD. 

Lo stesso diametro incontra 1’ asse OX in un punto B, d’ascissa 

(22) OB— — d:b. 

Similmente il diametro (7) ftjH-c£4-e=^o incontra i due assi 

38 
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ne’ punti E, F, determinati dalle Corniole 
(23) OE— — e:c, OF-— e:b. 

Da quest’ ultima forinola, combinata con le (22) e (d'), si trac 
(O c=— OD.OF:OB; 

sì che, si può ottenere e geometricamente, descrivendo un circolo 
pe’tre punti B,D,F, il quale incontrando OX. in G, determina Oli, 
die per la (e"), e per un teorema di Geometria , è il valore di r, 
o vero e~ — OG. 

61o. Se nella (C) è e=±l, allora per la prima (23) 

(O c==f:OE ; 

quindi, in tal caso, G cade in E, c il circolo qui innanzi indicato 
deve passare per E, cioè il qualrilatro DBEF è iscrittibile. 

616. Nel caso generale, essendo e— — OG , risulta dalle (23) 

(e') c=OG:OE=OD.OF:OB.OE 

(&*') 6=OG:OF=OD:OB ; 

d’ altronde quest’ ultima Corniola potevasi trarre dell’equazione (6) 
del diametro J5D. 

617. Dopo tutto ciò possiamo stabilire la seguente regola per 
la costruzione geometrica de coefficienti di xy,x\ v, x nell'equazio- 
ne generale delle coniche, suppostovi eguale a 1 il coffìcienlc di y* : 
sieno OX, 01' (fig. n.° 614) gli assi a cui è riferita l’equa. (C) ; 
si traccino i due diametri GB, GE, il primo coniugato delle corde 
parallele ad OY , l’ altro coniugato delle corde parallele ad OX. 
Pe’ tre punti I), E, F si faccia passare una circonferenza, c sia G 
il punto in cui incontra I’ asse OX, sarà 


/ 2à=2.0G:0F=2.0D:0B (6»), 

(24' c=OG:OK (c'), 

l 2d= — 20 D (<*') 2c= — 20G (e"), 
intendendo sempre i semmenti OF , OG, ec. presi co’ segni con- 
venienti alla posizione de’ punti F, G, ec. rispetto all’origine O. 

618. Giova notare che nel caso in cui e=±l , i quattro punti 
D.B.E.F, come s’è visto, sono sulla circonferenza d’un circolo; sì 
che, ad eccezione del segno, è OD:OB=OE:OF, quindi i due trian- 
goli OBD, OEF saran simili; l’ang. BDO=OEF, e però anche ang. 
CEY=CEX ; laonde, in questo caso. « due diametri CB , CF sa- 
ranno egualmente inclinali alle rispettive corde coniugate. 
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619. La precedente costruzione potrebbe dar pure il termine noto 
f , secondo la forinola {(), qualora gli assi OX, OY incontrassero 
la curva. Intanto quando la conica è un’ iperbola o una parabola 
possiamo determinare geometricamente f , senza quest’ incontro. 
In effetti, sieno OX, OY' gli assi delle coordinate, e per l' ori- 
gine O si menino due retteOS.OS' 
parallele agli asintoti: la corda SS' 
à per equazione 

(26) (44,666) 

e incontra gli assi ne’ puuti H,L, 
essendo 

(26) OH= — f: 2c, OL =—f:2d; 
ma2e= — 20G.2d= — 20I),quindi 
(f) f—Ol I . OG=OL.OD, 
donde si vede clic, nel caso dell’i- 
perbola, basta aver di posizione gli 
asintoti , e costruirsi la corda di 

questi asintoti rispetto all’origine O, per determinar quiudi geo- 
metricamente f, senza che gli assi coordinati incontrino la curva. 

_ Nel caso della parabola, la corda degli 
& ■ /' asintoti è la tangente SS' coniugata del 

diametro che passa per 0 (n.° 664). 
Ma nel caso dell’ ellisse questa corda 
dev’esser costruita per mezzo della (26), 
la quale dipende appunto da f, die si 
cerca di determinare. 

620. Per altro, qualunque sien la co- 
nica e gli assi a cui si riferisce, si po- 




trà, datane l’ equazione, costruire la corda degli asintoti, e la re- 
lazione ( f ) avrà luogo: or, se i due prodotti di quell' eguaglianza 
risultano dello stesso segno, i quattro punti G,D,L,H sono sulla 
circonferenza d’ un circolo , e il quadrilatro DLLH è iscrittibile. 

621. Se 1’ asse OY incontrasse la curva, poniamo in Q, Q\ ed 
ni sia il punto di mezzo della corda QQ' (tig. n.° 619), avremmo 
0m=l,0Q4-0Q')=— d; quindi, se SS' è la corda degli asintoti, 
(f) f=— 2<I.0L=20m.0L, (26). 

Questa formola, che dà il mezzo onde costruire geometricamente 
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il valore di f, nel raso supposto, paragonata alla (f) dà la relazione 
0Q.0Q'=20m.0L , e quindi il teorema : se nel piano d' una co- 
nico si prenda dovunque un punto pel quale si conduca una segante, 
e nel tempo stesso si tracci la corda degli asintoti rispetto a quel punto; 
il rettangolo de' semmenti della segante sarà doppio di quello che à 
per lati le distanze di detto punto dal punto di mezzo della segante 
e dal punto in cui questa incontra la corda degli asintoti. 


AUT. II, 


Equazioni di coniche awiiggrtiztc ■ talune condizioni. 


622. Riprendiamo l'equazione 

(C) y'‘-h2bxy-hcx t +2dy-h2ex-hf—o, 

e osserviamo che le due equazioni (12 , 612) cx t +2ex-hf=o , e 
y' , +2dij-hf=o non contengono il coefficiente b, quindi le loro ra- 
dici, che sono la ascisse c le ordinate de' punti in cui la conica in- 
contra gli assi (n.° 612) son pur essi indipendenti da detto coef- 
ficiente; si che dette radici saran sempre le stesse, se, i coefficienti 
c , d, e ed f rimanendo gli stessi , l' altro b varii come si voglia. 
Da ciò segue che se diverse coniche, riferite al medesimo sistema di 
assi, anno le loro equazioni differenti solo pel coefficiente di xy, in- 
contreranno tutte i due assi negli stessi quattro punti reali o imma- 
ginarli ; reciprocamente, se due o più coniche incontrano due rette 
negli Stessi quattro punti, le loro equazioni rispetto a queste rette , 
prese come assi; non posson differire che pel solo coefficiente di xy. 

623. Allorché i punti d' incontro son reali, le coniche son tutte 
circoscritte a un medesimo quadriìatro, che à per vertici que’quat- 
tro punti. In questo caso, poniamo l’equazione generale 

(C) Ay t +2Bxy-i-Cx*+2Dy+2Ex-hF=o , 
sotto la forma seguente : 

2 ^ J y'+f x ' +2 jy+2pr+l)==o ; 

quindi , posto 2JS:/ , '=A-t-* , ove k è arbitraria come il rapporto 
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2 B:F , e introducendo nella parentesi il termini axy , poniamo 
p y , -t-axy-+- j, x *+2 ^y +2 j,x+l 
=(t 4 - 6 0 x+c.y)(l-t- 6 1 x+c,y), e si troverà 

Ì c=[ D +\ r 1>'-AF ):F, c,=[D-'/ D'-AF }:F , 

b a =[E+\/ E’—CF ]:F. b=[E—\/ E‘—CF ]:F , 

a=2 [DE—\/ (D'—AF)(E°—CF) ]:F. 

Questi valori sono sempre reali nell'ipotesi che il quadrilatero ò 
reale ; perchè, in tal caso , i binomii D % — AF, E * — CF sono en- 
trambi positivi (n.° 613); reciprocamente queste condizioni sono 
le sole necessarie e sufficienti perchè il quadrilatro sia reale. Per- 
tanto in questo caso 1' equazione (C) può prender la forma 
(2J k3cy-^[ì+b 0 x-hc 0 y)(l+b t x-\-c,y)=o, 

e rappresenta tutte le coniche circoscrìtte al medesimo quadrilatro, 
di cui due lati sono gli assi delle coordinate, secondo l’ ipotesi , e 
gli altri due lati sono le rette l-t-b„x-t-c 0 y=o , l+b,x-f-c 1 y = o. In 
fatti la conica (1) incontra (n.° 131) il luogo xy=o, che è il dato, 
sistema di assi, negli stessi punti in cui incontra I' altro luogo 
(l+ò 0 x-Hc„y)(l-hò t x-+-c J y)=o, c h’è il sistema delle indicate rette. 

624. Riferendo la conica (2) a un nuovo sistema di assi col porre 
x=ax'-+-òy'-+-c, y=a'x'-f- 6 'y'-t-c',quella sua equazione, soppressi 
gli apici, prende la forma 

(3)k(ax-t-by-i-c}(a'x+b'y-hc')-\-(a' , x-\-b''y-ì-c"){a!"x-\-b" , y-\-c’")=o, 
si che questa è 1 ‘ equazione di tutte le coniche circoscritte al me- 
desimo quadrilatero , che à per lati rispettivamente opposti le rette 
[a x-|-b y-f-c=o , a' x-t-b' v- 4 -c'=o], 
[a' , x-bb' , y+-c'=o , a "'x-bb w y+c w =o]. 

In detta equazione il coefficiente k è affatto arbitrario, e quando 
gli s’ assegna un individuato valore, s’ individua, in pari tempo, 
una delle coniche circoscritte. 

625. Allorché nella ( C),D % — .4F=o, £’ — CF=o , la conica è 
toccata da ambi gli assi coordinati (n.° 613): nel tempo stesso le 
(i) danno c 0 —c t =D:F, bg^b^B-.F ; si che la (2) , scrivendo k 
in luogo di kF, prende la forma 

(*) kxy-h{Dy-\-Ex+F)*=o, 
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« rappresenta tutte le coniche toccate dalle medesime due rette, prese 
per assi coordinati ; equando D,E,F conservano uno stesso valore, 
mentre I: varia arbitrariamente, dette coniche sono toccate nei 
medesimi punti dagli assi, c Dy-hEx+F=o è la comune corda 
de' contatti. In effetti , ponendo nella (4j successivamente x=o , 
y—o, e tenendo presente che />* — AF—o, E 2 — CF— o, vi trova 
in corrispondenza y= — F:D,x= — F:E ; or queste appunto sono 
le distanze dall’ origine de’ punti di contatto della conica con gli 
assi (n.° 612) , c 1’ equazione Dy+Ex-t-F=o passa per questi 
punti, perchè è verificata dalle loro coordinate. 

626. Più generalmente, l’ equazione 

(5) h{ax-\-bìj-+-c){a'x-hb'y-hc')—(a"x+b , 'y+c") 2 , 

in cui k è arbitraria, rappresenta tutte le coniche toccate dalle rette 
ax-t-by-|-c=o,a'x-t-b'y 4 -c'=o, e aventi per comune corda de’con- 
datli la retta a' , x-i-b' , y+c /, =o. 

627. Posto ciò, possiam trovare l’ equazione della conica toccala 
da due rette date in due punti dati, e che passa per un dato punto. 
Prendendo le rette date per assi coordinati, e rappresentando con 
Dy+Ex-hF=o la retta che passa pe’dati punti di contatto, l’e- 
quazione della conica sarà della forma (4); e se x', y' son le coor- 
dinate del punto per cui detta conica deve passare, devesi avere 
kx'y'—(Dy'-hEx'+F) m , e però dividendo la (4) per quest’ egua- 
glianza, la k rimane eliminata, c si à per la chiesta equazione 

xy _ / Dx-hEy+F V 

W x‘y‘ \l>x'-t-Ey‘-v-F /' 

In generale, l'equazione 

7 l'ax-t-by-t-c)(a , x+b'y+c') / a g x-t-l/y-t-c" \* 

^ • (ax'-Hby'-t-c'Xa'x'+b'y'-l-c') \a < 'x'-i-b*y'-t-c"/ 

c quella della conica che tocca le due rette 

(8) ax-f-by-Hc=o, a'x-|-b'y-t-c'=o ; 

à per corda de'conlatti la a"x-)-b' 7 y-t-c' i '=o, e passa pel punto (x',y'). 

628. Avvertenza. — Essendo dati i punti di contatto, i coef- 
ficienti l>,E,F nella (6) o gli altri a" , ò" , e" nella (7) sono fun- 
zioni delle coordinate di detti punti, i quali si trovano sugli assi 
coordinati nella (6), c sulle rette (8) nella (7). 

Inoltre se 1’ equazione a,r+&!/-+-c=o d’ una retta la rappresen- 
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tinmo semplicemente con A—o (n.° 37G) le equazioni (3) e (5) 
possono essere espresse compendiosamente cosi: 

(3'j AB=kCI), (">') A1ì—kC\ 

in cui ciascuna delle lettere A,ll,C,D rappresenta , in generale , 
una funzione linearedi due variabili x,y; e A* è costante arbitraria. 

G29. Se i punti di contatto non sono dati, 1* equazione (4) con- 
terrà Ire costanti arbitrarie e distinte; e però potremo cercare l'e- 
quazione della conica che passa per tre punti dati (x\ y'), (x'.y'), 
(x"\y w ) ed è toccale da due rette date. Prendendo queste rette per 
assi, l'equazione della conica è la (4), che può essere scritta cosi: 

(9) />;y-+- Ex-\-F=\ ! U\j xi /, 

quindi perchè detta conica passi pei tre punti, dev'essere 
Dy' -{-Ex 1 +F=\ k \ x y ' , 

Dy" -t -Ex" +F=\[k V^V . 

Dy’" -+- Ex”’ -+• F— V lì \ od" y'" ; 

laonde, eliminando le arbitrarie D,E,F tra queste equazioni c la 
(9), s' à per la chiesta equazione 


( 10 ) 


I x y \ xy 

1 x y' \J x ' y' 

i 1 y" VW I 

I 1 x"' y" \ZldY i 


630. Volendo poi l ' equazione della corda de' contatti, s’ osser- 
verà che questa s'ottiene dalla stessa (4), ponendo il primo mem- 
bro eguale a zero, cioè ponendo zero , invece di xy ; quindi , fa- 
efendo questa stessa sostituzione nella (10), avremo per la chiesta 
equazione 


( 11 ) 


‘ 1 x y 0 
1 x' y \/ x' y' 
1 x" y* V^V 
1 x'" y ,n y/yy 


631 .L'equazione (2) delle coniche circoscritte a uno stesso qua- 
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drilatcro, di cui due lati opposti PP'.QQ' son gli assi, à la forma 
ay’-h'2lxy-hcx , -\-2dy-\-2ex + 1 =o, 
ove a, c , d, e sono quantità date , e X è una 
costante arbitraria. Il centro della curva è 
determinato dalle due equazioni (n. a o40) 
ay+\x-hd=o, Xx-hcx-i-e=o , 
le quali, per ogni individuato valore di X de- 
terminano il centro di quella conica che a 



questo valore corrisponde; e però, eliminando X, avremo il luogo 
de' centri di tutte le coniche circoscritte : ora l' eliminazione dà 


(12) ay % — cx’-t-dy — ex=o ; 

laonde il luogo de’centri di Utile le coniche circoscritte a uno stesso 
quadrilatero è un' altra conica. 

Questa conica, come lo indica 1' equazione (12) passa per l'o- 
rigine delle coordinate, e pe' punti (o, d:a) , ( — e:c, o) , cioè pel 
punto d’ intersezione 0 de' due lati opposti PP' , QQ', e pe’ pun- 
ti di mezzo dei lati medesimi. Or, siccome pe’ quattro punti P, 
P',Q,Q' passa un quadrilatero completo OQ'O'Q , così, potendo 
egualmente supporre che gli assi delle coordinate sieno i due lati 
PQ , P'Q'. o le due diagonali PQ', P'Q, l’enunziata conica passa 
pe’ tre punti 0,0', 0", e pei punti medii de’ quattro lati , e delle 
due diagonali , vale a dire passa per nove punti conosciuti. Anzi 
se s’osserva che la ^12) è pure verificata dal sistema x= — e: c, 
y=z — d: a, si conoscono tre altri punti, ciascuno de’ quali è l’in- 
tersezione di due parallele a due delle rette del quadri latro , con 
correnti in un punto , e condotte pe’ punti medii delle corde da 
queste rette determinate nella conica. 

632. Volendo l 'equazione della conica circoscritta a un trian- 
golo, s’ osserverà che quella d’ una conica che passa per l'origine è 

(13) Ay'-\-2Bxy-t-Cx'-\-2Dy+2Ex=o, 

e incontra il primo e secondo asse rispettivamente ne'puRti dati 
dalle equazioni 

(14) Ay-\-2D=a, Cx-\-2E—o ; 

quindi, se prcndansi per assi delle coordinate due dei Iati del dato 
triangolo, c si dinotino con (x\ o), (o. y') le coordinate degli al- 
tri due vertici, l'equazione richiesta avrà la forma (13) , e dette 
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coordinate devono soddisfare le (14), sì die devesi avere 'Hi- — Ai/, 
2 E— — Cx'\ c però sostituendo questi valori di D ed E nella (13! 
avremo per la chiesta equazione 

.4(y — y')y+2Bxy-\-C(x — x')x~o, 
o vero, dividendo per 2 B , e ponendo A: 2 C=X, C':22?=p., sarà 

( 1 5) xy-hKij~-y')y+v.[x'—x)x==o 

l'equazione dimandata, con due arbitrarie X, g. 

633. Non sapremmo lasciare quest' argomento senza dimostrare 
una proprietà delle coniche , che sarà 
utile altrove. Sia ABCD un quadrilatero 
iscritto in una conica : sicno Ali 1’ asse 
delle x, c AD quello delle y, e le altre 
due rette 11C.CD abbiano per equazioni 
rispettive 

(16) y- 4 -mx-i-n— o, y-t-w'x-t-n'=o; 
così l’equazione della canica sarà (n.° 627) 

(17) x(y-hmx+n)=k(yA-m'x+n' jy. 

Sia inoltre P (x It yj un punto qualunque di questa conica, e per 
esso si conducano la l’T parallela ad AB, c la PR ad AD: le equa- 
zioni di queste rette saranno y=y It x=x f . Combinando la prima 
di esse con la seconda (16) e la seconda con la prima, avremo per 
ascissa del punto T, x= — {y t -hn) : ni', e per ordinata del punto 
B, y= — (mx t -f-n), sì che 

■18) PR=±(y 1 -t-mx I -t-n), PT=±(y l -t-m'x,+n') ; 

ma x l ,y l devono soddisfare la (17), quindi 

(19) ±x t (y,-hmx l +n)=±k 'y l +mx t -A-n' i y l , 

e paragonando quest'eguaglianza con le (18) ne deduciamo, indi- 
pendentemente del segno , I’R:PT— Ai/.ix,. Questo risultamento 
indipendente da m,m', cioò dalla direzione de’ lati CD, BD, dinota 
che se in una conica sieri un quadrilalro iscritto (ABDC) con due 
lati adiacenti (AB, AD) (issi, e yli altri due variabili; se inoltre per 
tin dato punto (P) della curva si conducano due rette (PT , PR) 
parallele ai Iati fissi, esse incontreranno i lati variabili. prolungati se 
occorragli due punti ( 1\R) tali che la ragione di PR: PT è costante. 

634. È da notare intanto che, se nella (19) si ritiene lo stesso 
segno nei due membri •, i punti R e T cadono entrambi e rispet- 

3fi 
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ti vaineu le su i lati BC e CD , o entrambi e rispettivamente su i 
prolungamenti di questi lati ; ma ritenendo invece segni opposti 
uno de’punti, R p.e., cadrà su BC,c l’altro T sul prolungamento 
di CD. Laonde ne’ primi due casi la costante A' sarà positiva, per 
modo che, se ABC D è un secondo quadrilatero, le rette IR, 1 R f 
risultano parallele. Laonde, dati cinque punti A,B,P,C,D d’ una 
conica , e formato il quadrilatero con quattro di essi , e siano 
A,B,C,D, in modo che sia veriGcato uno de’ primi due casi ; al- 
lora , menando una parallela T'R' alla TR , e congiungendo le 
BR'.DT'. la loro intersezione C' sarà un sesto punto della conica. 

G35. Siccome la distanza p d’un pun to x,y da ima r etta a\-t- 
6Y-l-e=o è (ax-i-by+c): m dove a*-\-b*+'2abcosti (n.° 270) 
qualunque sia il punto ( x,y ), cosi nell’ equazione (3') AB=kCD, 
o nell’ altra (5') AB—kC‘ si può porre in luogo di .4, B, C, D le 
distanze p, q, r, s d’un puuto qualunque (x, y), della conica cor- 
rispondente, dalle quattro rette .4=o,B=o,C=o, D=o, e in tal 
modo si à pq^krs , pq=kr *, onde deduciamo i due teoremi se- 


guenti. 1 . — Se in una conica circoscritta a un quadrilatero, si con- 
ducati o da un punto qualunque di essa le perpendicolari su i quat- 
tro lati; il rettangolo di quelle menate su due lati opposti è in un 
rapporto costante con quello delle perpendicolari menate sugli altri 
due lati. II . — Se in una conica toccala da due rette si conducano 
da un punto qualunque di essa le perpendicolari sulle due tangenti e 
sulla corda de’ contatti; il rettangolo delle prime due perpendicolari 
sarà in un rapporto costante col quadrato della terza. 

Per altro il secondo teorema è contenuto nel primo, perchè se 
due lati opposti d’ un quadrilatro si mutano in due tangenti, gli 
altri due coincidono nella corda dei contatti. 

G3G. Poniamo chep, q, r, s dinotino rispettivamente le perpen- 
dicolari abbassate dal punto qualunque P 
della conica su i lati AB, CD, BC.AD del 
quadrilatero iscritto, avremo secondo le 
formolo rappresentanti la superficie d’un 
triangolo, le seguenti eguaglianze : 
tri. APB=lAB.p=JPA.PBsenAPB, 
tri. CPD— jCD.q=lPC.PDsenBPD, 
tri. BPC=iBC.r=jPB.PCsenBPC, 
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tri. APD=jAD.i=JPA.PDscnAPD, 
laonde, ricalando da queste eguaglianze i valori di p, q, r, s c so- 
stituendoli nell’equazione pq=krs della conica, s’ottiene 
scnAPBsenCPD AB. CD 

senBPCsenAPD BC.AU 

Or il primo membro di quest' eguaglianza rappresenta il rapporto 
anarmonico dei fascio delle quattro rette PB,PC,PA,PD, c il se- 
condo membro è costante, qualunque sia P, quindi se in una co- 
nica da un suo punto qualunque si conducano quattro rette a quat- 
tro punti fissi della stessa curva, il rapporto anarmonico del fascio 
di quelle rette sarà sempre lo stesso. 

ART. Ili. 

Della coniche kiinill. 


637. Abbiamo veduto (n.° 553) chè se due coniche 
(C) Ay'-h2Iixy+Cx'-h‘-2l)y+‘2Ex-\-F—o, 

(C t ) A l y'+2B t xy-hC,x t y+2D t y+2E l x-hF l =o, 
riferite al medesimo sistema di assi son tali che A t :A=B t :B= 
C t :C= jx, ad ogni coppia di diametri coniugati d’ una conica cor- 
risponde nell’ altra una coppia di diametri coniugati rispettiva- 
mente paralleli ai primi. Riducendo le (C ) , (C,) al centro , di- 
vengono 

(1) A'y'+Cx'=F, A' t y*-i-C,x m —F' t , 

e si è pure A' I =jiA', C\— y.C ; si che chiamando a e b i semidia- 
metri coniugati della prima e a ' , b' quelli dell’ altra è 

a=\ r FTC i , b=)fF\A'\ 

a’=\J b\-.C\-=M F' ,:p<7 , b’^ F\‘. A' ^S/F’-iF ; 
quindi n:u'— 6:6'=\/ F'p: V Or qualunque potessero essere i 

rispettivi sistemi di diametri coniugati ai quali si riferiscono le e- 
quazioni (1), queste coppie saranno parallele, e i coefficienti A\, C t 
avran sempre lo stesso rapporto p coi coefficienti A' e C; e però 
nell’ ipotesi ammessa le due coniche sono tali che se dai loro cen- 
tri si conducono due diametri ( uno in una . 1’ altro nell’ altra ) 
tra essi paralleli , questi starai) tra loro sempre nel medesimo rap- 
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porto , qualunque ne sia la direzione : due coniche di tal natura 
si dicon simili e similmente post t. 

038. In generale due curve prendono questo nome, quando vi 
à un punto O in una e un corrispondente 
punto 0' nell'altra tali, che tirando due rag- 
gi paralleli OI\ O'P', questi sono sempre 
nello stesso rapporto qualunque siane la di- 
rezione. Ed è notevole che essendovi due 
di tali punti, ve n'à un'infinità d'altri: im- 
perciocché, sia C un altro punto qualun- 
que della prima curva , c , congiunta OC, si meni perO' la O'C' 
parallela ad OC e in modo che OC:O'C'::OP:0'P' : allora i due 
triangoli OPC . O'P'C' saran simili . e perciò sarà C'P' parallela 
a CP , e nello stesso rapporto O'P'iOP ; ma la comune direzione 
di questi era arbitraria, quindi quella de’due raggi CP,C'P',e C,C' 
son due altri punti analoghi a 0.0', c. s. v. d. 

Pertanto può dirsi clic due coniche son simili e similmente poste, 
quando le loro equazioni sono tali che i coefficienti de' termini a 2.° 
grado d' una sono rispettivamente proporzionali a quelli dell'altra. 

639. Quindi lasciando nella (C) sempre gli stessi i primi tre 
cornicienti , c facendo variar i tre ultimi, s’à tutto un sistema di 
coniche simili e similmente poste. Tra queste vi sarà quindi quella 
chea per equazione Ay T -h2BTy-\-Cx'=o,h quale rappresenta due 
rette parallele agli asintoti di ciascuna di dette coniche, cosi che 
le coniche simili c similmente poste anno gli asintoti rispettivamente 
paralleli. E siccome ogni asintoto à con la curva un punto all'in- 
finito , e le rette parallele esse stesse s’ incontrano all’ infinito , 
cosi le coniche simili àn due punti di comune ali infinito , i quali 
sono reali c distinti, immaginarli, o reali e coincidenti, secondo 
che le coniche sono iperbole, ellissi , o parabole (n.° 564). 

640. Se la curva ( C ) rimanendo fissa, e l'altra ( C ,) simile alla 
prima ruota, per un certo angolo 0, intorno al punto 0\ è chiaro 
che due raggi qualunque, clic nella prima posizione cran paralleli, 
si troveranno, nella nuova posizione, tra loro inclinati sotto l'an- 
golo 0, e non pertanto saranno proporzionali come prima: in que- 
sto caso si dice che ledueligur e sono simili e non similmente poste. 

641 . Or per trovare i caratteri della semplice simigliamo di due 
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coniche . supponiamo che quelle rappresentc dalle (C), (C t ) sien 
tali , e nella loro posizione attuale due raggi corrispondenti fac- 
ciano tra loro un angolo 9. Supponiamo clic gli assi coordinati 
sien paralleli agli assi della curva ( C ,) , il che non influisce su i 
coefficienti A',B',C n.° 543): allora per porre anche gli assi della 
curva (C) paralleli a quelli della (C) basterà passare da assi ad assi 
rettangolari, ponendo x^x'cosi p — j/'sen?, y^x'scniy-t-j/'cos? : così 
i nuovi coefficiente di y\xy,x* della trasformata saranno (n.° 548) 
.4 cos* 9 — /?scn294-C’sen*9 , (A — 6')scn2?-i-21?cos2? , 
/lsen*9-t-Bsen29-t-Ccos*9 ; 

quindi, trovandosi le due coniche , in questa nuova posizione si- 
mili e similmente poste, devesi avere (n.° G40) 

2 {^cos s 9 — #scn2(p+Csen’9)J?,=:[(.4 — C)sen2(j-i-2Bcos29]/l l , 
2(.4sen , 9+J?sen2?+Ccos*9)/? I =[(.4 — (7)sen29-t-2Bcos29]6' l , 
queste equazioni, dovendo aver luogo per uno stesso valore di 9, 
dòn luogo ad una condizione, che s'ottiene eliminando 9 tra esse. 
Perciò addizionandole c sottracndole s’ anno le altre due 

2(A-hC)B I ~[(A — C) sen2 ?+‘- Bcos2 ?](^i-+-^i) 

2[(4 — C) cos 29 — 2/<scn29j/?,— [(.1 — f)sen29-t-22?cos29](.4 I — 6’,); 
da questa seconda si ricava 

tan29=[2(^-OB-2(^-C 1 )B]:[M-C)^ I -C 1 )+47?B 1 ], 
sei^^-C)/?,— 2{A t —CJB}:\/ [(A— C/-t-4IT][U,— C.f+AB,’] 

cos 29=[(^— C.)4-4B«,]:V [(.4-C)*-i-4i i f(^ 1 — CJ+iBS] ; 
e sostituendo nella prima in luogo di sen29 e cos29 questi valori, 
e riducendo, si trova per la chiesta condizione 

o vero, dividendo, 

(2) (lT-X0:(i+0* = fll I --4 i r i ):(3 I+ C I )' , 

Questa equaglianza, quando ò verificata, indica che le due coni- 
che date sono soltanto simili ; e possiamo osservare che nel caso 
in cui le coniche ( C ) , ( C ,) fossero due parabole, detta equazione 
si riduce a un'identità, qualunque potessero essere le parabole ; 
e però tulle le parabole sono simili tra loro. E anche t circoli sono 
figure simili ; imperocché, potendo sempre supporre gli assi orto- 
gonali, B=By=o, nel caso de'circoli; ma si può pure nello stesso 
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caso porro A-C=A l —C l —\ ; quindi pe' circoli la (2) è verificata. 

C42. Osserviamo da ultimo che le coniche, le cui equazioni dif- 
feriscono solo per l’ultimo termine sono concentriche (n.° 543) ; 
ma in questo caso son pure simili e similmente poste, perchè i 
coefficienti de’ termini a 2.° gr. sono gli stessi in tutte le equa- 
zioni , dunque le coniche, le cui equazioni differiscon solo per l’ul- 
timo termine, sono concentriche, simili t similmente poste. 

CAPITOLO III. 


FUOCHI, RAGGI VETTORI, E DIRETTRICI DELLE CONICHE. 

AUT. I. 

Forinole generali. 


1543. Supposta una conica riferita al suo primo asse c alla tan- 
gente coniugata, la sua equazione è 

(1) y’=2mx-t-na;*, e dà 

, — m±V 

(2) x— . 

v ' M 


quindi x è funzione razionale di y, solo pery=tn; allora in fatti è 


(3) 


— 1±V 1-M» 

x- tn : 

n 


questi valori, generalmente parlando, sono assegnabili , qualun- 
que sia la specie della conica; imperocché ne’ casi dell'ellisse e 
dell’ iperbola y/ 1+» è quantità reale (n.° 598; ; nel caso della 
parabola n=o, un valore di x è infinito, e I' altro = Jm , come 
sappiamo dall' algebra ; e finalmente nel caso del circolo n= — 1, 
e i due valori (3) coincidono nell’ unico x=m. 

644. Pertanto se AH', AY sono gli assi; come sopra è spiegato. 



e sul primo si taglino AF , AF' c- 
guali rispettivamente ai valori (3), 
ciascuna delle doppie ordinale GL, 
G'L', corrispondenti a questi pun- 
ti , eguaglierà il parametro princi- 
pale 2tn della conica. Se questa è 
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parabola , uno de’ punti F , F' passa all’ infinito ; e se è circolo , 
questi punti coincidono in un solo. 

G45. Sia M {x',y') un punto qualunque della curva, e sarà 

(4) y'‘=»mx'- t-nx'*: 
dinotando con a il valore (3) cioè ponendo 

(5) »n[ — 1±\/ l-t-n]:n=a, da cui n=[m* — 2ma]:a* , 
potremo scriver lo (4) cosi: 


y' m =2mx'- 


tn’ — 2»ia 


addizionando quest’ equaz. coll’ identità (x' — a)'=-x" — 2ax'+a\ 
e osservando che se FM=z. s’ à — x')’=z*, risulta 



«juindi la disianza d’ un punto qualunque della conica da uno dei 
punti F, F' è funzione razionale della corrispondente ascissa. 

64G. Avvertenza. La distanza z essendo considerata in valor 
positivo , cosi nella formola (6) si riterrà innanzi alla parentesi 
quello de’ due segni che rende il secondo membro positivo, inol- 
tre, secondo che nell'espressione (5) di a si dà il segno -t-o il — 
al radicale, la (G) si riferisce a uno o all’ altro de' punti F, F\ 

647. La proprietà del n.° G44 relativa a questi punti si veri- 
fica eziandio nel caso che AA' sia un diametro qualunque ; ma 
quella del n.° 645 non può verificarsi altrimente, se non quando 
AA' è il primo asse della curva; ed in vero, se AA' è un diametro 
non principale della conica, non è più y "-(-(« — x')*— z*, nè quindi 
la (6) può aver luogo ; e se AA' fosse l’ asse coniugato del primo 
asse della curva, sarebbe n negativo e, in valore assoluto, maggio- 
re di 1, quando la conica è un’ellisse; si che V (1-t-n), in tal caso 
risulta immaginario.Nel caso dell’iperbola ^ (1-t-n) è sempre rea- 
le, ma l’asse AA' non può essere altrimenti che il trasverso. Per- 
tanto possiamo stabilire la proposizione seguente: in ogni conica 
v'à, in generale, due punti reali, posti sul primo asse della curva, 
e ciascuno à la proprietà che la sua distanza da un qualunque 
punto della curva è funzioni razionale deW ascissa di questo punto. 

Si fatti punti son chiamati fuochi della curva, c la distanza 
d’ uno qualunque di essi da un punto qualunque della curva è 
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delta r a gg io vettore. Non vi possono essere altri fuochi reali, 
oltre i determinati , perchè essi non posson trovarsi che sul solo 
primo asse della curva , e inoltre l’equazione (3) che determina 
la loro posizione è soltanto del 2.° grado. Se non che,. essendovi 
nell'ellisse due fuochi immaginarli sull'asse minore, e però altret- 
tanti sul non trasverso dell' ipcrbola, così analiticamente le coni- 
che ammettono quattro fuochi, due reali e due immaginarti. 

G48. Nelle coniche dotate di centro, i due fuochi sono egual- 
mente lontani dal centro, imperocché, secondo la (3), la semisom- 
ma delle loro distanze dal vertice A è— — m:n, c questa è I ascissa 
del centro al vertice; quindi segue che i valori (3), sono nel tempo 
stesso le distanze d' un medesimo fuoco dai due vertici A, A' della 
curva; c poiché il prodotto di dette distanze è= — m*:«, e questa 
espressione è il quadrato del semiasse OB coniugato di OA, così 
ne segue che, nelle coniche dolale di centro, ciascun fuoco divide il 
primo asse della curva in due semmenli, il cui rettangolo è uguale 
al quadrato del semiasse minore dell' ellisse , o del non trasverso 
dell' iperbola. Così Apollonio definì i fuochi. 

649. L’ espressione (6) può essere scritta così : 



ora , stando ai significali di a e di ni , la frazione in parentesi è 
una retta, al pari di x\ e ponendo 

(7) d—x 1 — , ne viene (8) — — rf. 

Pertanto, se si taglia AII=a':(a— in), e per II si conduca la per- 
pendicolare ad AA\ sarà d, secondo la (7) , la distanza del punto 
M (x\y') da quella perpendicolare; quindi, in virtù della Sj à 
il seguante teorema: il raggio vettore d' un punto qualunque d'una 
conica à un rapporto costante con la distanza del medesimo punto 
da una retta determinata, perpendicolare al primo asse della curva. 
Questa retta si chiama direttrice. 

650. E qui è da osservare che , secondo la (5), a à un doppio 
segno, per modo che, generalmente parlando , ogni conica à due 
direttrici. Inoltre , come abbiamo altrove avvertito (n.° 646) ri- 
tenendo l’uno o f altro seguo, consideriamo l’uno o f altro fuoco, 
e però la prcccdonlo proposizione dev'essere applicata rispetto a 
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quel fuoco e a quella direttrice per cui a è lo stesso segno nelle 
due formole (7) e (8); in tal caso diremo la direttrice coniugala 
di quel fuoco, e reciprocamente. 

651. Dalla (5) si traggono le seguenti formole: 


a _ w _ _ t ±yrr^r- B _ T ,/rz^ 

— 1 y/ l+a 


a 

o* 


i 1 V* 

i_i_n n V V 1+n/ w 


a— m yi+n 

quindi le (7) e (8) divengono rispettivamente 


(9) d — ~ • (10) z=d V 1+n, 

V 1-t-n M 


avendo ommesso il segno — , che si presentava nella (10), perchè 
s c d si considerano in valore assoluto. 

Inoltre, essendo a*:'a — ni) la distanza della direttrice dal ver- 
tice, si deduce che , se l’ equazione d’ una conica è la (1), quella 
della direttrice è 


(11) 


^(l* » \£ 

V y/lTn /' 1 


ART. II. 


Applicazioni delle formule precedenti. — Coniche omofocall. 


652. Ellisse. — In questo caso m=6*:a, n= — 6*:a\ quindi, 
dinotando con h',h" i valori (3, 6i3); con d',d ” i valori di d della 
(9, 651) e con r', r " quelli di s della (10, 651) corrispondenti a 
quelli di d, e posto per brevità 

(1) c—\/ a' — 6*. avremo: • 

(2) li'~a~ -c, h”—a-\rC, 


( 3 ) 


a'— c(a— x) „ a*+c(o — x) 

a = • a — — — » 

c c 


r c 2c , a'—c(a — x) , a*-t-c(a— x) 

-=- = ■— , (b i r = — 5 . r”— * 

d a 2a • ' a a 


avendo soppresso, come inutile, l’apice di x. Or , perchè le d ed 

40 
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r risultino positive , osserveremo che, nel caso in esame, x non 
può uscir dai limiti zero e 2 a (n.°591), quindi fra questi limiti è 
sempre , in valore assoluto, a — x<a; nel tempo stesso, secondo 
la (1) 6 pure c<a, quindi, perchè d', d ", r', r" risultino positive, 
basta soltanto mutar il segno nelle espressioni di d" e r* ; e però 
avremo definitivamente, per 1’ ellisse. 


(6) dW 


a ’ — c{a — x) 


(?) 

(fi) 


e 

a*-~ c(a- 


d"'= 


n*-t-c(a — x ) 


-«) 


a 


rV 


a’-l-cfn — x) 


donde si trae 


d'e-hd",— 2a’:c, r'r+r , V=2o, 


c da quest' ultima forinola si à il teorema : nell' ellisse la somma 
dt' raggi vettori è uguale al grand’ asse. 

653. Sia l’ellisse A BAU' (fig. n.° G44); c siane l’asse mag- 
giore AA'=2a, e il minore BB— 26: descrivendo, col centro B e 
con un intervallo=:CA=a, un arco, questo taglierà l’asse AA' in 
due punti F, F' tali che CF=CF'=\/ a* — b‘—c\ laonde sarà 

(9) AF=a — c—h', AV'=a+c=h", 

ed F, F' saranno i fuochi. La distanza FF' chiamasi distanza 
focale , c il rapporto c:a, tra la metà di questa distanza e il se- 
miasse primario, si chiama ecceti tricilà dell'ellisse. E qui me- 
glio si vede come i fuochi disiano egualmente dal centro. Inoltre ri- 
spetto al vertice A, p.e., il fuoco F è più vicino, ed F'è più lon- 
tano ; la distanza del primo da A risulta dalla forinola generale 
(3,643) , prendendo il segno superiore , e quella del secondo ri- 
sulta prendendo il segno inferiore ; e però la prima (G) e la pri- 
ma CI) si riferiscono ad F, e le seconde ad F'. 

654. Le formole (6) possono essere scritte al seguente modo : 

a* a“ 

d r ==— ( a — x) , d' r ~Y -t- ( a — x); quindi, essendo a — x egua- 

le a CP . ne segue che , tagliando le due porizioni CH, C.IF cia- 
scuna eguale a una tersa proporzionale in ordine alla metà della 
distanza focale c, e al semiasse maggiore a, saranno II, H' i punti 
in cui le direttrici HD, H'D' incontrano l’asse maggiore: di que- 
ste direttrici la prima è coniugata di F e I’ altra di F' (n. u GbOJ. 
E secondo le (6) c (7), o pure secondo la (4), deduciamo che uel- 
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f ellisse il rapporto del raggio vettore d' un punto della curva , ri- 
spetto a un fuoco, alla distanza dalla direttrice coniugata,i uguale 
a quello dell'asse maggiore alla distanza focale. Questo rapporto si 
chiamava ragione determinante. 

G«io. La differenza a — x è massima per jc— o , cioè al vertice 
A, edè minima per x~2a, cioè al vertice A'; quindi, in virtù delle 
formolo (fi) e (7), r' e e d’ e sono minimi pel vertice A, e massimi pel 
vertice A' ; e il contrario avviene per r",. e d" ( . E quando x=a , 
cioè ai vertici B, B', risulta r' f =r' e , d l, f =d 1 ’,. Pertanto ai vertici 
dell’ asse maggiore s’ anno i massimi e minimi raggi vettori , e le 
massime e minime distanze alle direttrici. 

G5G. Giova notare che se N, V sono punti fuori del perimetro 
fi della curva, e supponiamo che sieno sulla me- 

desima perpendicolare .MB all’ asse, congiun- 
tili coi fuochi F, F' risulta ad evidenza FN-+- 
F'N>FM4-F'M>FN'-+-F'N'; quindi, lenen- 
do presente il teorema del n.° 6o2 , si con- 
chiude che se nel inano d’ un' ellisse si prenda un punto, le cui di- 
stanze dai fuochi sieno r , r', esso starà fuori della curva , sul pe- 
rimetro, o dentro della curva, secondo che r -t-r >2a , r-t-r — 2u, 
r-t-r'<2a, essendo 2a l'asse maggiore. 

657.1PERBOLA.— in questo caso m=— 6*:o; n=b t :à‘, quindi. 

posto per semplicità , 

(10) c=V a*-+-b m , 

e ritenendo le medesime denominazioni precedenti , ricaveremo 
dalle formolo (3,043), (9,6ol), (10,Gol) , 

h'=c — a, /t"= — (c-t-a), 

„ c!a-hx)—a m c(a-hx;- i-a' 

tf— — . d = • 

c c 

r c(fl-t-xì — a* „ cja-h xi-ha* 

r a a 

Ora, per vedere in che modo d! ,d" ,r' ,r" risultano positive, os- 
serveremo che , nel caso attuale, x varia da — ® a — 2a, e da o 
a -f-*> (n.° 396): nel primo caso è, in valore assoluto, a-t-x)>a, 
e per la (10) c>a, quindi c(a-t-x) è negativa, e, in valore assolu- 
to, è maggiore di a* ; laonde i numeratori delle (12) e (13) sono 
entrambi negativi ; nel secondo caso poi i delti numeratori sono 


vii) 

, 12 ) 

(13) 
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positivi. Pertanto, perchè d\ d ", r',r" risultassero positive, con- 
vien dare a quelle espressioni le seguenti forme : 


_ a" — c'a+x) _ n*4-e(a-Kr) \ 

* c * *— c • 

_ a*—e{a- \-x) a*-+-c(a- 4 -a:) ( 

r | — * • i — — * 1 

a 1 a ) 


c(a+x)— a* 
c 

c(a-hx ) — a* 


c(a- (-x)-ha* 
c 

c(a+a;)-f~a* 


pel ramo a 
sinistra ; 


pel ramo a 
dritta. 


In ogni caso, osservando che d r >>d' i , r' i >r' i , si è 

(18) d\—d’ i= 2- ; r* — r'=2a • J*i. 

c * * ’ di d\ a 2a 

658. Posto ciò, essendo AA'=2 a 1’ asse trasverso, se si taglia 
, D CF'=CF=AB=V^ i +**=c , sarà AF= 
c — « » AF'^=e-t-a, ed F, F' saranno i fuo- 
// chi; e il rapporto e:a è 1’ eccentricità del- 
fmÉTIa\f l’iperbola. Similmente, tagliando CH= 
/ \ CH — alla terza proporzionale in ordine 

B \ alla metà della distanza focale e al semiasse 

trasverso, saranno H,H' i punti in cui le direttrici HD, H'D' in- 
contrano l’asse trasverso, com’è agevole verificare. E ponendo ad 
esame le precedenti formole, come si è praticato nel caso dell’ el- 
lisse, ne deduciamo i teoremi seguenti : 

In ogni iperbole, l.° la differenza de' raggi vettori d'uno stesso 
punto è uguale all’asse trasverso (2*, 18). 

2. ° — il rapporto tra le distanze d'uà punto da un fuoco e dalla 
direttrice coniugala ( o vero la ragione determinante ) è uguale a 
quello della distanza focale alt asse trasverso (3*, 18). 

3. ° — i vertici anno i minimi raggi vettori e le minime distanze 
dalle direttrici. 


659. Se N è un punto fuori dell’iperbola. congiuntolo coi fuo- 
chi F,F' una di queste congiungenti incontrerà la curva in un 
punto M, e avremo F'N<F'M-hMN, ed FN=FM+-MN; quindi 
F'N — FN <F'M— FM , o sia (n.° pre. 2°) F'N— FN<AA'. Se poi 
si considera un punto W' entro la curva, si àM'N'>F'N'-+-F'M',ed 
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FN'— FM'-t-M'N' ; quindi FN'>FM'-f-F'N' — F'M', FN'— F'N' 
-<A A'. Pertanto, se nei nel piano d'un' iperbola abbiasi un punto, 
le cui distanze dai fuochi sieno r, r\ esso starà fuori della curva, 

sul perimetro, o dentro della curva, secondo che r — r'<2a, r r' 

=2o, r — r'>2a, essendo 2 a l'asse trasverso. 

660. Parabola. — In questo caso n=o, c de'due valori (3,643) 
uno è= J m, l’altro è(inflnito; si che tagliando 
AF = ) m, cioè eguale alla quarta parte del 
paramctro.sarà F uno de’fuochi, mentre l'al- 
tro cade all’inflnito; quindi un fuoco della pa- 
rabola cade nell' interno della curva a una di- 
stanza dal vertice eguale alla quarta parte del 
parametro, e l'altro cade ali infinito. 

661. Per avere dalla forinola (9,651) il valore di d,che in que- 
sto caso si presenta sotto forma indeterminata, si moltiplicheranno 
i termini della frazione nella (9,651) per \/ l-}-n±l , e quindi, 
fatte le riduzioni, si porrà n=o, donde risulterà 

(19) d' p =x+>, dV=°°, 
c quindi, secondo la (10,653), s’ avrà 

(20) r' ] i=x+\m=d l p , r”j= co. 

Secondo la prima (19), tagliata AH=Jm=AF, sarà H il punto in 
cui una direttrice HD incontra 1’ asse ; l’ altra cade all’ influito. 

662. Da ciò risultano i seguenti teoremi relativi alla parabola: 

1. ” delle due direttrici una dista dal vertice per quanto ne dista il 
fuoco, e cade fuori della curva; i altra è posta ali infinito. 

2. ° Per ciascun punto il raggio vettore è uguale alla disianza 
dalla direttrice, o sia la ragione determinante della parabola 2=1. 

3. ° Il minimo raggio vettore, e la minima distanza alla direttrice 
s' anno nel vertice della curva. 

Finalmente, considerando un punto preso fuori o dentro la curva 
si ghignerà , come altrove (n. 636, 659) alla seguente conclusio- 
ne: se nel piano d' una parabola s' à mi» punto, le cui distanze dal 
fuoco e dalla direttrice sono espresse rispettivamente da r ed r', il 
punto sarà fuori della curva, sul perimentro, o dentro la curva , 
secondo che r>r', r=r\ r<r\ 

663. Circolo. — Per questa curva m=a raggio del circolo , 
ed n= — 1 ; quindi i valori della formola (3, 643) divengono en- 
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trombi eguali ad a; la (9,051) dà per Evalori influiti, e la (10,651) 
sostituendovi prima il valore (9) di d, e quindi ponendo m=a , 
n= — 1 , dà z=a. Pertanto , in ordine al circolo abbiamo i se- 
guenti teoremi : l.° i fuochi del circolo cadono nel centro ; 2.° le 
direttrici sono a distanza infinita ; 3.° il raggio vettore d'un punto 
qualunque del circolo è il costui raggio. 

Da ultimo, essendo in generale z : d—\ ! (1-t-n), sarà nel caso 
attuale z:d= o, cioè la ragione determinante del circolo è nulla. 

604. Pria d' andare innanzi è buono notare come le forinole (1) 
e (10) si deducano I’ una dall' altra mutando 6 1 in — 6*. come do- 
veva essere (n.° 594). Or se nella (1) (a* — 6*) mutiamo a’ in 

b* e reciprocamente, abbiamo c=\/ (b‘ — o*) che è un'espressione 
immaginaria, perchè 6<a. e in questo caso questa distanza c va 
presa sull' asse minore dell’ ellisse , perchè è esso che ora fa da 
asse delle x ; quindi come altrove (n.° 047) abbiamo due fuochi 
immaginarli sull' asse minore. E se nell' ultima espressione di c 
mutiamo 6* in— 6*. abbiamo c— ^ — ( a‘-hb *), espressione anche 
immaginaria, c si riferisce all’ asse non trasverso dell’ iperbola , 
quindi più chiaro qui si vede come anche l’ iperbola à due fuo- 
chi immaginari i sul suo asse non trasverso. 

005. Coniche omofoca li. — Abbiam veduto che nell’ ellisse 
la distanza focale 2c è data dalla formula 


(21) a* — 6*=c*. 

Supponendo la curva riferita ai suoi assi , la sua equazione è 
a' , y‘ > -+-b’x’=a’b*, e messovi per 6“ il precedente valore diviene 


or se supponiamo in quest'equazione rimaner costante c, e pren- 
diamo per a qualunque valore ad arbitrio, sempre però>c, avre- 
mo altrettante ellissi concentriche, e con gli stessi fuochi ; tutte 
queste ellissi si dicono omo focali o confocali. 

Similmente per l’ iperbola c , =a , +b t , e l' equazione della curva 
rispetto agli assi è a’j/'— 6 2 .r’= — a'b * , la quale , sostituendovi 
per 6* il suo valore tratto dalla precedente eguaglianza , diviene 


(23) 
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la quale supponendovi costante c, rappresenterà le iperbole omo- 
focali, la cui comune distanza focale è 2 c. 

I,e (22) e (23) possono essere entrambe rappresentate dall’unica 

( 24 > * 7 + *=?=*• 

purché si supponga a minore o maggiore di c ; nel primo caso si 
ànno le ellissi, e nel secondo le iperbole. Per a— e, risulta y=o , 
cioè I* asse delle ascisse, che qui è la retta dc'fuochi comuni: per 
questa retta si fa il passaggio dalle ellissi alle iperbole omofocali. 

666. S’osservi che, per due valori a', a" di a, ponendo a" — c*=6'\ 
a"* — cA-b"', abbiamo a" — a /,, =b ,t — 6"* ; quindi due coniche date 
dalle equazioni a*y*-t-6*x*=a'6\ a"y‘-hb'*x t =a"b' t , saranno o- 
mofocali se a* — a'*=è* — 6”. 


CAPITOLO IV. 

PROPRIETÀ DELLE CONICHE TRATTE DALLA LORO COMBINAZIONE 
CON UNA RETTA. 


ART. I. 


Srfinnlr, tndgrntr, normale! nallnngciile c sunnormnlo d anti coni™. 

667. Sia una conica data dall’ equazione 
(C ) u-=Ay'+2Bxy-i-Cx t -+-’2Dy+-'2Ex+F=o , 

e sieno M,(x,, yj, M,(r,, y,ì due suoi punti: sarà 

\u,—Ay l ’-h2llx,y,+-C x,*-l-2/>y I -t-2Ex t -|-/‘’==o, 

' > \i t =A i/,*-+-2 Fx,y t -+- Cx*-i-2I)y t -i-2Ex m -h F—o: 

e l’ equazione della retta che passa per gli stessi punti è 
(2) y— y,=Xfx— *,), (3) X=(y t — »■):(*,— x.). 

Quest’ espressione di X può prender altra forma; in fatti, sottraendo 
dalla prima la seconda (1), e al risullameulo aggiugnendo il bino- 
mio 2 li(x,y % — y.x,) nullo, s’ ottiene (y,— y t :(x t — x.) , cioè 
(4) X=[ C(x, -+- -|-2 /ly, 4-2 £] : [^(y, -t-y.) -1-2 Bx, -h‘2l )] , 
e con questo valore la (2) diviene : 

(.<*) [A(y,+yJ-h2Bx,+'2U}(y- y I )+fC(x 1 -t-x.)-f-2/ly,-t-2£](x— x.)=o 
Quest’ equazione è quella della seijanlr la unita yC) t t'tivt j tuli 
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(^i'Vi)» (*»•!!«)• Se questi coincidono, ia segante divien tangente 
(n.° 163), e la (5) riducesi a 

(J) {Ay'+BXt+D^y— y I )-t-(Cx,-t-By,-|-.E)(x— x,)=o, 
o, compendiosamente, a 

(7.) «' (y— yi )+ U ' x (x-X,)=0 • 

X X 

essendo u' x ,u' le derivate parziali di 1 .° ordine del secondo mem- 

bro (C) quando invece di x,y si pongono Xj.y^Pertanto la ( T ), o 
la ( T,) è V equazione della tangente la conica {C) nel punto (x^yj. 

668. Essendo x t u' x +y l u' =2 u, (C.A.n. 0 386), la (T) diviene 

(?'.) u‘ y+u' x x=2u l . 

X X 

669. In ogni punto (x^y,) della conica la tangente à una po- 
sizione determinata, imperocché non può aversi nel tempo stesso 
Ay l -\-Bx l +C—o,Cx l -hBy I -i-E=o, altrimenti (x,,y,) sarebbe il 
centro ( n.° 640 ). Questa posizione si può , in modo diverso da 
quello del n.° 163 , considerare come quella che prende una se- 
gante, allorché, ruotando intorno a uno de’ punti d’ intersezione, 
l' altro viene a coincidere col primo. In ogni caso la tangente à 
con la conica due punti coincidenti di comune. 

670. Effettuando nella (T) la moltiplicazione solo per x, e y t , 
e riducendo in virtù della prima (1), diviene 

(T) (Ay,-{-Bx t -hD)y+(Cx l -t-By,+£)x-hDy,-t-Ex t -i-F=o ; 
ma nel tempo stesso la (C) si può scrivere così 

(C) (Ay-hBx-t-Dìy-t-(Cx+By-i-E)x-hDy-hEx-i-F=o ; 
quindi , se all' equazione d’ una conica si dà questa forma, s’ à 
quella della tangente in un suo punto (x„ y,), sostituendo queste 
coordinate alle variabili#, y ne’lrinoml Ay-+-ec.,Cx-i-cc.,/>y-t-ec. 

671. Se la conica è riferita a un suo diametro e alla corrispon- 
dente tangente, la sua equazione è 

(c) y*=2mx-\-nx', 

e quindi l'equazione ( T ) in questo caso diviene 

(I) y.y^nx, -t-n^x-t-m#, ; 

laonde l' equazione della tangente ( nel punto (#,, y,)) 
l’ellisse fl’y*=6'(2a# — »*) è (5) a*y,y^=ò*[«x I -t-(a— x,)x] , 

l’ ipcrbola a*y , =6’(2ax-r-x*) è (6) a’‘y,y—b’[ax t -\-(a+x l )x) , 
la parabola y’=2mx è (7) y 1 y=mfx I +x). 


Digitized by Google 



UEl.t.K CONICHE 


072. Se la conica é riferita a dite diametri coniugali , la sua 
equazione è 

(e') a y+b'x'=a'b ' , 

e quindi la ( T ) in tal caso diviene 

(0 a , y l y-hb , x t x=a t b , . 

673. Se nella ( t ') si pone y=o, risulta x,x=a *, e siccome, in 
tal caso, x rappresenta la parte che taglia la tangente sull' asse 
delle x, a partire dal centro, così in una conica dotala di centro, 
un semidiametro è medio proporzionale tra la distanza del centro 
dal punto d’incontro d’una tangente con quel diametro, prolungalo 
se occorra , e V ascissa del punto di contatto , rispetto al centro. E 
da ciò risulta che un diametro, prolungalo sino a incontrare una 
tangente , resta armonicamente diviso dalla tangente, dalla curva, 
e dall ’ ordinata del punto di contatto. 

674. Il coefficiente angolare della (/') rimane lo stesso se in- 
vece di x t , y t si sostituiscano — x t , — y , ; ma i punti corrispon- 
denti a questi due gruppi di coordinale sono gli estremi d’ un 
diametro, quindi le tangenti condotte agli estremi d’uno stesso dia- 
metro d’ una conica sono parallele: la reciproca è parimente vera. 

675. Se nella (<) si pone p=o risulta x= — mx I :(m-i-nx I )=AT; 
c poiché x,=— AP, sarà 

(«<) PT=AT-+-AP=— (2m-t-nx t )x t :(m-4-nx,). 

Quest’ espressione serve, come vedesi, a 
determinare il punto T in cui la tangente nel 
ìlY punto dato M incontra il diametro AA', e 

\T C p Ja'T poiché la direzione di PT è nota, conoscen-- 

do il punto di contatto, così nella (s,) si può 

fare astrazione dal segno.Or la PT si è chiamata suttang ente, 
che per l’ellisse, iperbole, parabola, e circolo , secondo i corri- 
spondenti valori di m ed n , à per rispettivi valori 


(5) s,= 


(2 a—x)x 


(2a+x)x 


; s,=2x; s,= 


(2r — x)x . 


e volendo le analoghe espressioni, quando l’equazione della curva 
è al centro , basterà porre invece di x nella prima x-4-a , nella 
seconda x — a e nella quarta x+r; cosi si à 
(6) *<=(<»' — x *): x , s,—[x % — a'y.x , s,=(r’' — x‘):r. 

41 
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La terza (5) r' i nsogna die nella parabola la suttangente è dop- 
pia deli ascissa del punto di contatto. 

E le altre (5) o anche le (6) mostrano che nelle coniche dotate 
di centro la suttangente è quarta proporzionale in ordine alle tre 
ascisse del punto di contatto rispetto al centro e agli estremi del dia- 
metro su cui si taglia la suttangente. 

67G. Secondo questi teoremi possiamo condurre la tan- 
gente la conica in un suo punto dato. 
In fatti, se la conica è la parabola, ed M il punto 
dato, si condurrà una corda MM\ comunque di- 
retta, e un’altra NN' parallela alla prima; pc’punti 
medii P,Q si menerà la retta AX, che sarà il dia- 
metro corrispondente all’ordinata MP; indi si ta- 
glierà AT=AP, e la congiungentc MT, sarà la tan- 
gente richiesta. Se fosse dato l’asse della curva, c 
supponiamo die sia la retta AX, basterà condurre MP perpendi- 
colare ad AX , e quindi tagliare AT=AP. 

677. Nel caso dclPcIIisse, o dell' iperliola, condotto un diame- 
tro qualunque, come nel caso della parabola, si taglierà PT (fig. 
n.° 67o) quarta proporzionale in ordine a CP, PA, e PA‘, c sarà 
3IT la tangente cercala. Se A 'A è l’asse maggiore della curva, 
il punto P sarà il piede della perpendicolare MP. 

678. Ma in ordine aH’ellisse, e all’iperbola è da notare che l’e- 
spressione delle rispettive sutlangenti (6) sono dipendenti da un 
solo de’duc diametri coniugati, c dall’ascissa del punto di contatto, 
rispetto a questo diametro ; sì che tulle le ellissi (o iperbole) che 
anno il diametro AA' di comune, e i corrispondenti diametri con- 
iugati ànno la stessa direzione , parallela ad MP , la suttangente 
corrispondente ai punti M,N,ec. di queste diverse curve, allocali 
sulla stessa MP, sarà la stessa per tutte, la PT.Quindi, se AA' è 
un asse dell’ ellisse, descrivendo su di esso come diametro il cir- 
colo ANA\ prolugaudo PM sino ad incontrar la circonferenza in 
N, e conduccndo per questo punto le tangente al circolo, sarà, nel 
tempo stesso, PT la suttangente dell’ ellisse. 

679. L’ equazione (i) conduce a una notevole proprietà degli 
asintoti. Supponiamo in fatti che l’ iperbola fosse riferita ai suoi 
assi, 1’ equazione della tangente in un suo punto x' , y' sarà, sc- 
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condo la (t') 

(7) a'ypj — b 2 x,x= — a*6\ mentre a'y,' — b'x*— — a’b'. 
Questa tangente fa con 1’ asse delle x un angolo clic à per tan- 
gente trigo. b*x l :a m y t o vero, sostituendo per y, il suo valore preso 

dalla seconda (7},à per tang. trigo. ±bx:a\ . Or que- 

st’ espressione, quando x t =oo , diviene ±6 :a; quindi in tal caso 
la tangente coincide con un asintoto (n.° 382), e però l'asintoto di 
un’ iperbole, è una tangente il cui punto di contatto è all' infinito. In 
altri termini l'iperbole à due tangenti reali, i cui punti di contatto 
sono all'infinito. E poiché gli asintoti dell’ ellisse sono immagina- 
rli, e quelli della parabola sono reali c coincidenti, cosi i ellisse à 
due tangenti immaginarie all' infinito, e la parabola à due tangenti 
reali coincidenti in una sola all’ infinito. 

680. Inoltre la parallela a un asintoto à per cquaz. ag =bx-hp; 
eliminando y tra questa e la seconda (7), soppressivi gl'indici, si 
trae 26px-+-p*=a’6*; quest’equazione non dà che un valore per x, 
e perciò una retta parallela a un asintoto non incontra, geometri- 
camente, la curva che in un punto; in verità l’altro punto è quello 
che à di comune all' infinito con l’ asintoto al quale è parallela. 

681. Se l’ iperbola è riferita agli asintoti, la sua equazione è 

K xy=k* (n.° 602); e quindi quella della tangente 
in un suo punto (x,, y,) , secondo la (T) sarà 

x,y-\-y l x=2 k*, quindi CT=2A*:i/, , 

PT=(2A‘* — x l y l )nj l r=x I y t :y l =x I =:Cl ; 

ma MP è parallela a CK, dunque MS=MT. Per- 
tanto nell' iperbola il punto di contatto bisega la 
T'Xj' porzione di tangente compresa fra gli asintoti. 

682. Abbiansi due coniche concentriche, e con gli assi coinci- 
denti in direzione; le loro equazioni sieno 

(8) ay-Hà’xWà* a'V+rxWr ; 
abbiano inoltre un punto comune (x„, y,) , e dovrà essere 

a'y,'+b'x t ‘=a*b\ a”y , , -t-à'*x f Wà'\ donde, si trac 
aV*(&'*— b')y l t +b t b , ‘[a , '-a t )x I '^o: 
se le coniche sono oroofocali, a" — a®^"— b % (n.666), e quindi la 
precedente relazione riduccsi ad a t a l, y'+b t b' m x*=o.Or le tangenti 
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le due coniche nel punto comune (x^y,) àn per equazioni, (!') , 
a'y.y+b'x^a'b", a"y 1 “^-6'”a:,"=a"6' , , 
e, in virtù dell’ ultima relazione, sono tra loro perpendicolari 
(n.° 266); quindi due coniche omofocali che passano per uno stesso 
punto , si taylian quivi ad angolo retto ; intendendo con ciò che 
l’ angolo delle curve sia quello stesso delle rispettive tangenti. 

Se le due coniche (8) sono simili e similmente poste, a’=ka , 
b'=kb (n.° 638) , e se (x/ , y 1 ) è un punto della prima e ( xf , y') 
il punto omologo della seconda , x*=Jìx\ y"=ky' ; si che le equa- 
zioni delle tangenti in questi punti saranno 

a”;/'i/-+-6*z:'x=a*ò*, a*y'y+b*y'y=Jca'b*, 
il che mostra che le tangenti in due punti omologhi di due coniche 
simili e similmente poste sono parallele. 

683. Nel cercare l’ equazione della tangente abbiam supposto , 
da prima, che una retta passasse per due punti dati sulla curva, 
ma è chiaro che, quando questi punti non sono cosi dati, l’inter- 
sezione o il contatto della retta con la conica richiedono delle con- 
dizioni. E in vero sia 

(»") y=Xx-t-\s 

l’ equazione d’una retta; eliminando y tra essa e la (C) s’à l’equaz. 

(9) (Al t -{-2Hk-j-C)x'-+-2(Alp-bB\i-\-D\-hE}x+A\i'-\-2D\L-hF=o, 
che , com’ è noto, dà le ascisse de’ due punti d’ intersezione della 
retta con la curva , e, secondo che le radici di quest’ equazione 
sono reali e disu guati, reali ed eguali, o immaginarie, la retta (r) sarà 
segante reale, tangente , o segante immaginaria della conica (C). 

684. Quando la retta (r) passa per un punto dato (a^.y,), e si 
dinotano con h e k due quantità proporzionali ai seni degli angoli 
che essa forma col primo e secondo asse , e con p la distanza del 
punto (x lt y ,) a un punto (x, y) della stessa retta (r), questa può 
essere rappresentata dall’ equazione continua 

(10) . (x—x l ):h={y-—y I ):k=p (n.°255), 

da cui x=x l -i-hp,y=y l -t-kp ; con questi valori la ( C) diviene 

(11) ««-*-(“* à+u' *)p4-ep*— o, 

I I 

in cui u, , u' x , u' y anno i significati già dichiarati (n.° 667) c 

( 12 ) v^Ch'+ZBhk+Ak'. 

Mercè la (11) possiamo calcolare le distanze p, , p, del putito 
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(x,,y,) dai due punii in cui la retta (r) taglia la conica (C). In- 
tanto abbiamo per la teoria delle equazioni 

(13) p,p«=u 1 :t> (E.A. n.° 343) ; 
quindi per un' altra retta (condotta per lo stesso punto) 

(14) (x—xj:h'z=(y—y t ):k!—?', 

avremo parimente p',p'„=u 1 :c' t essendo v' ciò che diviene il tri- 
nomio (12) quando invece di h, k si pongono h', k'. Laonde p,p,: 
e però se da un altro punto qualunque (x„y t ) condu- 
ciamo due parallele alle (10) e (14) , il rapporto v’ : v rimane lo 
stesso , perchè h, k, h’ , k 1 restano invariate ; e dinotando con 
r„r % 5 r \y* i scmmenti determinati da queste nuove seganti a 
partire da (x,;y,) sarà r t r B :r' l r',:: pjp,:?',?', , il che costituisce il 
teorema del n.° 609. 

685.11 prodotto p,p B suolesi chiamare potenza del punto (Xj.yJ 
rispetto alla conica, e quindi, secondo l’espressione (13) abbiamo 
che la potenza d' un punto (x„y,) rispetto a una conica, è uguale 
al primo membro deW equazione della conica , quando in luogo di 
x, y si sostituiscono x,, y„ moltiplicalo per un coefficiente (l:v) di- 
pendente dall' inclinazione della retta dei semmenti p„p,. 

686. Calcolando la differenza delle radici della (13) s’à regres- 
sione della corda determinata dalla segante (12) neilaconica (C), cioè 

(17) corda=^V (“'* b-hu'^k)' — 4cu,. 

Se questa corda è nulla, la retta (10) sarà tangente la conica ; 
laonde, eguagliando a zero la parte sotto il radicale, rimettendo 
per u„ v, u’ x , u' i loro rispettivi valori, e ponendo con 

I I 

che l’ aquazione della segante diviene 

M y— y,=>-(x— x.) ; 

c finalmente ponendo per semplicità 

l B'—AC=M, AE—BD=N, D'—AF—P, 

‘ \ BE—CD=Q, DE — BF=R, E*—CF=S, 

si trova l’ equazione 

f (>lfx,’-2iVx,-l-P)à , -2(Mx I y,-iVy I +<?^,-ii)à 

( } { +M yi '+2Qy,+S=o, 

indicante che la retta che passa pel punto (x,,y,) toccala conica(C); 
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e serve pureadeterminarc con le sucradici ileoefficiente angolare 
X, cioè la direzione della tangente. E qui vediamo che , in gene- 
rale, da uno stesso punto si possono condurre due tangenti a una 
conica, le quali saran distinte, coincidenti, o immaginarie, secondo 
che le radici della (17) son reali e distinte, eguali, o immaginarie. 

687. Se il punto (x„y t ) 6 la stessa origine, la (17) diviene 
PV+-2RX+S—0, e à le radici eguali se R* — PS=o, cioè secon- 
do le (16), se F(AE'+Cl)'-{-FB'—ACF—2BI)E)=o : or que- 
st’equazione è vcrilicata, se F— o, cioè se l’origine, che è il pun- 
to dato, sta sulla curva (n. u 89) c però in un punto dato sulla 
conica le due tangenti coincidono in una sola ; in altri termini 
ogni punto della curva è intersezione di due tangenti coincidenti. 
Ma è pur verificata la detta equazione, se il secondo fattore, che 
è il discriminante della ( C) (n.° 141) , è nullo ; nel quale caso la 
conica degenera nel sistema di due rette. In tal caso il sistema 
di tangenti che dal punto dato si possono condurre a quel siste- 
ma di rette nou può essere nel fatto che la congiungentc il costoro 
punto d’ incontro col punto dato; imperciocché la tangente deve 
avere due punti coincidenti di comune con la curva ; ma quando 
questa è il sistema di due rette, que' punti coincidenti non pos- 
sono essere altrimenti che il punto di concorso di^uestc rette , 
quindi è vero l' asserito. Segue da ciò che i due punti di contatto, 
nel caso in discorso, si confondono nel detto punto di concorso , 
e la retta de' contatti (quella che passa pe’punti di contatto) 
passa essa pure pel dello punto. 

688. Tornando alla (17) osserveremo che le sue radici sarannV- 
guali, e però la retta (r) sarà tangente la conica (6’), se (E.A.n.348) 

(C.) M V .'+2My.+ Pl*+ 2 <X[M-2M-t-S=o, 

in cui i coefficienti M, ec. anno i significati (16). E lasciando ar- 
bitrarie entrambe le costanti X, p., allora, per ogni sistema di 
valori (X,p.) che soddisfa la (C t ), la retta (r) prende una posizione 
individuata, e determina un’individuata tangente della conica ( C ); 
sì che , determinando un qualsivoglia numero di detti valori , c 
costruendo le corrispondenti tangenti, si verrà a formare un po- 
ligono circoscritto alla conica , il quale avrà per vertici le inter- 
sezioni di due consecutive taugenti, c tanto più s’avvicinerà alla 
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conica , quanto maggiore è il numero di dette tangenti : in una 
parola , facendo variare in una maniera continua uno dei coeflì- 
■ denti X , p , e ricavandosi dalla (C,) i corrispondenti valori del- 
l' altro , è lo stesso che far muovere con moto continuo una tan- 
gente della curva , restando sempre tangente ; o sia è lo stesso 
che descrivere la conica.Laonde la (C,) può ben servire a indicare 
una conica , quando le quantità X, p si considerano come coordi- 
nate d' una retta (n.° 237), o sia come coordinale tangenziali; e se- 
condo quest’altra maniera di generar la curva, più chiaro si scorge 
che qualunque suo punto può considerarsi come l’intersezione di due 
tangenti coincidenti, o infinitamente vicine; poiché la tangente è la 
congiungente due punti coincidenti,© infinitamente vicini (n.669) 

689. In generale un'equazione 5(X,g)=o, in cui X,p son le co- 
ordinate della retta, rappresenta una curva; imperocché per ogni 
sistema di valori X, p che soddisfa quell'equazione, s‘à la posizione 
d'unà retta; c tutte le rette che cosi s’ottengono costituiscono un 
polilatero , il quale , almeno tra certi limiti , finisce col divenire 
una curva , seguendo la legge di continuità nel passaggio d' una 
retta a un'altra infinitamente prossima alla prima; c questa curva, 
come abbiam veduto per le coniche, à per tangenti quelle rette , 
o come suol dirsi ò V inviluppo d' una di esse. 

690. Se nella (r) 6 p=o, la (9) si riduce a 

(18) (/tX*-f-2/iX-(- C)x'-h2(DA+E;x-hF=o ; 

c la segante (r) passa per l'origine; e supponendo inoltre che sia 
/)X-+-£= o, l’ equazione della segante (r) y=kx diviene 

(19) Dy+Ex= o ; 

in pari tempo la (18) ammetterà radici eguali e di segno contra- 
rio; si che la corda, reale o immaginaria, determinala nella conica 
della retta sempre reale (19), è bisegata dall ’ origine. 

691. Per mezzo della (C,) possiamo trovare l'equazione della 
conica iscritta in un triangolo. In effetti la conica iscritta nell’an- 
golo degli assi é la (4,613) , la quale sviluppata, divisa per F, e 
ponendo D:F—A\ E:F=C, (2 DE — k):F=2B’, diviene 

(20) A ,t y'-+-2B'xy+C’x''-t-2A’y-\-2C x+ l=o, 

e però se y— Xx+gé l’equazione del terzo lato circoscritto a que- 
sta conica (20), la (C,) diviene 

(21) (B'+A’C)\f — 2(A"ky. — C'p-+-X)=o, 
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quindi, prendendo da quest' equazione il valore di B', sostituen- 
dolo nella (20) . poi moltiplicando il risultamento per p’ , e po- 
nendo A'\i=h,C]t^zk, essendo h e k due arbitrarie al pari di A 1 
e C', ne risulta per la chiesta equazione 

(22) (hy — fcc)*-t-4[(A-4-l)X — ft]xy-(-2g(/iy-Hfcr)-+-p*=o. 
Potrebbesi egualmente trovare I' equazione della conica iscritta 

in un dato quadrilatero, scrivendo un’ altra equazione 

(23) (B'+a'C)»!'— 2(.ny— cy+v)=o , 

analoga alla (21) , e in cui X' , p' sono le costanti dell’ equazione 
del quarto lato tangente la conica, c quindi ricavando dalle (21) 
c (23) i valori di B' e C in funzione di A' e sostituendoli nella (20), 
la quale in questo modo non conterrà che questa sola costante ar- 
bitraria ; ma più brevemente s‘ arriva all* equazione voluta, se- 
guendo altro metodo generale, che appresso sarà dichiarato. 

692. Se T equazione della conica è 

(c) y*=2mx-f-nx\ 

la (C t ) diviene 

(e,) np* — 2mXp-t-m*=^o, 

e se la conica è riferta a due diametri coniugati, la sua equazione è 
» (c') ay+ò'z*=aT, 

c la ( C ,) in questo caso diviene 
(O p* — a*X* — à’=o. 

Che se gli assi son paralleli a due diametri coniugati , e sono 
x',y le coordinate del centro della conica.l'equazione della curva è 
(O a*(y— X , )'=a , b', 

e la (C,) diviene 

(c\) p*-|-2x'Xp-t-(x' ' — o*)X* — 2y'p— 2x'y'X+y' o. 

693. Se l'equazione della retta (r) à lo forma 


le due equazioni (c t ), (c',1 divengono rispettivamente 
(c,) tipy*4-2my , 4-m , /J=o, (c',) p*y*— a*q % — 6’p*=o. 

694. Allorché gli assi coordinati sono tangenti la curva, sap- 
piamo che dev’essere />’ — AF=P= o. E* — CF=S=o (n.° 612;; 
in tal caso le equazioni ( C, ) e (19) divengon più semplicemente 

(24) J/p* -f- 2 jVXp 4-2 (>p -f- 27iX=o , 

(23) (.Vx'*— 2.Vx')X’— 2 .1/x'y'— .Vy'-h(>x'— W X4-A/y"-h2(>y'=o. 
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G95. So l'equazione 'Iella conira è la (c), la (17) diviene 

(26) (w I , -t-2imr I )X* — 2(»u? 1 +m)t/ I X-Hiy I *-i-m , =o ; 

le radici di quest* equazione , clic servono a determinare la dire- 
zione X della tangente menala pel punto (x,,y,), saranno reali c di- 
suguali, reali ed eguali, o in fine immaginarie, secondo che 
y 1 *>2m.r,-t-»tx l \ y*=2mx t +nx*, y'^mx^nx*, 
quindi (n.° COI) da un punto (x,,y,) a una conica si posson con- 
durre due tangenti, una sola, o nessuna, secondo che il punto è dato 
fuori della curva, sul tuo perimetro, o dentro la curva. 

696. Se laconica 6 riferita al centro la (17) diviene • 

(27) (x/ — a*)X* — 2x 1 y,X + y/ — ò'=o. 

697. Sia (a? It y,) il punto di contatto d' una delle tangenti me- 
nate pel punto (x',y'): l’ equazione della tangente in (x„y,), sup- 
posti gli assi delle coordinate qualunque è la (1") 

(Ay t -p-Bx t -i-D}y-h(Bx z -t- By z -\-E)xn- Ily Ex z -\- o, 

e perchè passa pel punto (a;',y') devesi avere la condizione (n.° 12S) 
(Ay I -{-Bx l -+-D}y -\-{Cx z -\- By z -tr E)x' -t- Dy z + Ex z -\r F=o. 
che può essere scritta anche cosi 

(28) (Ay'-h Bx'+ D)y t -h(Cx'-\-By' -+-E)x l -t- Dy'-ì-Ex'+F—o. 
Similmente se (x n , yj è il punto di contatto della seconda tan- 
gente devesi avere 

(29) (. Ay'-i-Bx'-t-D)y t -i-(Cx'+By'-i-E)x,-ì-I)y'-j-Ex'-+-F=o , 
quindi , in virtù di queste equazione (28) c (29) c come fu mo- 
strato al n.° 243, 

(30) (Ay'-hBx'-\-D)y-{-[Cx' -hBy'+E)X-^-Dy'-t-Ex'-\-F=o 

è I* equazione della retta de' contatti delle due tangenti menate 
dallo stesso punto ( x,y ') alla conica (C). 

697. Volendo requazione complessa di queste due tangenti, il 
primo e più semplice modo è quello di porre nell’ equazione (17) 

X=(y — y'):(x — x'), mutare x z ,y z in x',y', c si à 

(T z ) (Mx ,, —2Nx'+P)iy~y')’‘—2(Mx'y'—Ny'-\~Qx , —Ryx—x'){y—y') 

+W ? +2Qy'+S)(x-x') , =o 

che è la chiesta aquazione complessa delle due tangenti menale 
dallo stesso punto (x',y') alla conica (C). 

42 
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698. Il secondo modo è il seguente: sieno A(x I( y,) c A'fo.yJ 
due punti qualunque, e la trasversale AA' incontri la curva nei 
punti M,M\ Ponendo AM:A'M=m, e dinotando con t, u le coor- 
dinate di M, avremo 

(31) t=(x 1 +mx m ):(l-t-m), u=(y,-|-my.):(l-t-ro) ; (n.° 282) 
sostituite queste coordinate nella (C), che devono soddisfare , e 
fatte le debite riduzioni si trova 


(32) M a m'4-2tcm4-u,=o , 

essendo u I( u t i polinomii (1), e « 

(33) l»=(Ay l +Bx,-\-D}y,+{By t +Cx I -hE)x % -i-Dy l +Ex l -hF 

».)-+-«'* (*.— *,)+ 2u .]» 

ove u' x , u' y dinotano le note derivate parziali di u rispetto a x 


e a y, nelle quali si è quindi sostituito x„ y, in luogo di x,y. 

L’ equazione (32) è del 2.° gr., e le sue radici sono i due rap- 
porti AM:A'M,AM':A'M'; secondo che queste radici sono reali e 
disuguali, 'reali ed eguali, o in fine immaginarie, la retta AA' è 
segante reale , tangente , o segante immaginaria. Supponendo il 
secondo caso, c che il punto (x„y,) sia un punto qualunque (x,y) 
diquella retta, le radici della (32) saranno eguali.se u,u — ic*o sia 
( r .) 4u,u— [«', (y— y,),+u', (x— ® J )-t-2«,]=o , 

x i 


e quest'è l'altra equazione che andavamo cercando, la quale si può 
far coincidere con la ( T t ) dopo avere rimesse per u, u,, u x , u' y 
le loro espressioni. 


699. Quando l’ equazione della conica è la (c) y’— 2mx-t-nx*, 
le (T,) e (J.) divengono rispettivamente 

(*»),(»« ’-t-2mx')(y~ y')*— 2y'(m-+-nx')(x— x')(y— y')-i-(ny' - -!-m*)(x— x'J 
(O» [y y — (m-t-nx')x— nix']*— (y'*— 2mx'— nx'*)(y*_2mx — nx*)=o 
e 1 una o 1 altra di queste equazioni, che non differiscono se non 


per la torma , rappresenta la coppia di tangenti olla conico (c) 
condotte pel punto (x',t/). 

E se P equazione della conica è la (c') a*y* +6V=a7>* , le 
(^i)> (2J, divengono rispettivamente 

f'"!’ (< f y')”-i-2x'y' ( x-_x')(y— y')-t-(6*-y' 4 )(x— x')*=o, 

(* «'.(«Yy-t-òV x-aVJ-taV'+tV’-aVjlay+JV-aTJso 
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700. Se le due tangenti di cui è parola, devono essere tra loro 
perpendicolari, allora, supponendo gli assi ortogonali, dev’essere 
XX' -t-l=o ; ma per l’equazione (26) e in virtù delle relazioni tra 
le radici e i coclìicienli , XX'=(ny"+ m*) : (nx'*4-2m®') , quindi, 
sostituendo e sopprimendo gli apici, risulta 
(34) n(y*+x t )-\-2mx+m*=o , 

la quale, in generale, ropprescnta un circolo, il cui centro è quello 
della conica data; e però, analiticamente parlando , il luogo geo- 
metrico de’ punii pe’ quali le coppie di tangenti a una conica risul- 
tano tra loro perpendicolari,è un circolo concentrico con la conica. 

Nel caso dell’ ellisse m=b':a, n= — 6’:a‘, e il raggio del cir- 
colo (34) risulta— (a*-bè a ), cioè uguale alla diagonale del rettan- 
golo costruito su i semiassi. Se poi la conica è un’iperbola, risulta 
il raggio=V ( a * — &*) ! s| che, se C iperbola è equilatera , il circolo 
(34) riducesi al centro dell ’ iperbola. Finalmente nel caso della pa- 
rabola n=o , e la (34) si riduce a 2x-l-m=o , che è l’ equazione 
della direttrice; e però il luogo de' punti, pe’ quali le coppie di tan- 
genti alla parabola risultano tra loro perpeiùlicolari, è la direttrice. 

70t. Volendo V equazione della coppia di tangenti parallele a una 
direzione data, s’ osserverà che essa à la forma 

(y — Xx — p')(y — Xx — p")=o, o vero 
(y— Xx)*— (p'-t-p'Xy— Xx) -t-pV"=o , 
essendo X il comune coefficiente angolare delle due tangenti , il 
quale supponesi dato, e p'.p." sono le radici della (C,); si che rica- 
vandosi il prodotto p'p" c la somma dalla ( C t ), in virtù delle 
relazioni tra le radici e i coefficienti , e sostituendoli nella pre- 
cedente equazione, s’ottiene per la richiesta equazione 
( T,) J/(y — Xx) , -+-(2iYX-f- ())(y— Xx)-t-JV-+-2J?X-t-S=q, 
la quale, nc’ casi in cui l’equazione della conica fosse della forma 
(c) o dall’ altra (c'), diviene rispettivamente 
(t,) n(y — Xx)* — 2mX(y — Xx)-+-ro*=o , 

(«',) (y — Xx)*=a*X*4-à*. 

Si può notare che l’equazione ( T ,) o la ( t ,) si riducono al pri- 
mo grado nel caso della parabola, per cui n= o ; e quindi , geo- 
tricamenle parlando, non si può menare ad una parabola più di 
una tangente parallela a una retta data. 
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702. Se si volesse l’ espressione della distanza (l’un punto (x B ,y 0 ) 
dulia tangente basterà in uua delle formolo (73,270) o (80,278) 


(35) P—± 


(y—m'x—v 1 -enO 
\f l+m'*+2m'cos0 


P~± 


i/„ — tnx „ — n' 

V 1+m* 


la prima relativa ad assi obbliqui e la seconda rispetto ad assi 
ortogonali, sostituire per m! ed n' il coefficiente di x e il termine 
noto delle (T), della (f) o della (t'j. secondo che l'equazione della 
conica è la (C), la (c) o la (c').Noi qui ci contenteremo di trovare 
le forinole relative alle perpendicolari condotte dal centro della 
curva, o dai fuochi : nel primo caso l'equazione della conica, ri- 
ferita al centro e agli assi, e quella della tangente a un suo punto 
(x',y') sono aY+b'x'=aV , a’y'y+b'x'x-=aV, e qui essendo 
T » — !/.. — n . m'=— b'x'-.a'y' ; rì=b':yf , c gli assi ortogonali , la 
seconda delle (36) diviene, ad eccezione del segno, 

(36) P^V:VWW* ; 

e questa formola, nel caso dell* ellisse, in cui a , y'*+b t x”=n'b'‘, 
dinotando con e l' cccsntricità, può scriversi pure cosi : 

(37) P=ab:\J a*— e V*=aò\ \/ 6*+a Vy'*, e per 1* iperbole, 

(38) P=ab:\f ^x , ’—a‘=ab’:\ > 


Se il punto (x # , y u ) è uno de’ fuochi della curva, x„-t-ac, y„=o. 
quindi per la seconda (33) eccetto il segno, pc’fuochi deH’cllisse è 

(39) P=b\/ (a — rx r ):(a-hex'), P'—b ^ (<H-cx'):(a — ex')', 
c pei due fuochi dell' iperbola 

(40) P=’ t \/7^c'—aj:{ex'+a), P'=b\f (ex , +-a):{ex'-a) ; 

in ogni caso P.P'=Ì>*, cioè il rettangolo delle perpendicolari con- 
dotte dai fuochi sopra una tangente qualunque è costante, e ugnale 
al quadrato del semiasse minore. 

Finalmente, nel caso della parabola la seconda (33) dà per la 
distanza dal fuoco a una tangente 

(41) P=\fnt:2\/ 2x'+m. 

703. L’equazione (32) conduce ad alcune notevoli proposizioni: . 
in fatti, dinotando (n.° 689) con M,M' i due punti in cui la trasver- 
sale AA' incontra la conica , i due rapporti AM:AM\ A'M:A'M' 
saranno le radici di quell’ equazione, c però 

(AM:A'M;(AM':A'M')=«,:m,. 
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Prendendo un terzo punto A" di coordinale (JVJ/,); dinotando con 
N , N' i punti in cui la trasversale A' A" incontra la conica ; con 
P\ P* quelli iri cui l’ incontra la trasversale A"A; e con ti, il pri- 
mo membro della (C) nel porre x„y z invece di x, y, avrem puro 

(A'N:A''N')(A'N':A'N , )=w,:u, (A''P:AP)(A"P':AP')=u,:u, 

e quindi moltiplicando queste due eguaglianze c la superiore tra 
loro, ne deduciamo 

(42) (A.M.AM'.A'N.A , N'.A'P.A'P'):(A , M.A'M'.A'N.A' , N , .AP.AP')=1. 
Or le tre trasversali AA' ,A'A" ,A"A costituiscono un trilatero , 1 

quindi quest' eguaglianza è l’ espressione d’ una proprietà d’ una 
conica incontrala dai tre lati d’ un trilatero, la quale, come chiaro 
si vede, può estendersi un qualunque polilatero chiuso : essa è 
dovuta a Cabnot. E bisogna, nel far uso della formula (42) non 
dimenticare la regola de' segni de’ semmenti. 

704. N'okmale. —Se pel punto di contatto M: perpendicolar- 



mente alla tangente MT, si con- 
duce la MN\ questa retta indefi- 
nitamente prolungata, si chia- 
ma n ormale della curva. Però 
con lo stesso nome s’ indica la 


sola porzione MN , compresa tra il punto di contatto, e quello 
in cui la normale indefinita incontra il primo asse della conica, 
o più generalmente un diametro. La porzione NP compresa tra il 
punto N e il piede P dell'ordinata del punto di contatto, si chia- 
ma sunnormale. Niente di più facile che il trovare l'equa- 
zione della normale e l’ espressione della sunnormale d’ una co- 
nica: in effetti , sieno gli assi qualunque , e la conica abbia per 
equazione la (C).Sia(x,,t/ I )ii punto di contatto, l'equazione della 
retta che passa per questo punto ed è perpendicolare alla tangente 
(T) (Ay l +-'Bx l +D){y-y l )+{By>+Cx I +E){x~x')=Q< ■ 


supposti gli assi ad angolo 0, sarà (n.° 66,266) 


f [( A y' +Bx ' +D ) co ^~( By ' +Cx ' +E )Y' v ~ yt ') 

I — ['By l -\-Cx l -+-E)cos0- — x,) — o ; 
e se gli assi sono ortogonali sarà 

(.V) (By l +Cx l +E){y—y l )~{Ay,+Bx l +D){x—x x '\=*ì. 
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705. Se la conica ha per equazione la 

(e) y'=s 2 mx 4 -nx', 

le (iV) ed (N') divengono rispettivamente 

(n) (y I cosO-+-nar I +m)(j/^i/ I )+[i/ 1 -t-(«ix 1 +m)cosO](a:— jr,)=o 
(«') ’ 'nx,-hm);y-y i )+ y,(x— x,)=o ; 

e se la conica à per equazione la 

(e') a’y'+b'x'^ui'b ' , 

le (JV) ed (A r ) divengono rispettivamente 

(«a) (a’y.cosO — b*x,)(y — {/,)— -(é'x.cosO — a'y^x — ar t )=o, 

(«.) &**.(»— W») — «*»,(*—■ *,}=o: 

Queste due ultime equazioni convengono all’ ellisse e all' iper- 
bole; per la parabola poi si à dalle (n) ed (»»') 

(n p ì (j/,cosO-Hn)(y — x,)=o, 

(n'p) )=o 

706. posto y=o, nell’equazione («'}, risulta ar—AN— m-t-nr, -i-x,; 
quindi NP=AP — A>’= — (m-f-nx,), e però, in valore assoluto, si à 
per la suunormale delle coniche, soppresso l’ indice, 

(S„) S-m-hux ; 

applicando queste forinole , all’ ellisse , all' iperbola, al circolo e 
alla parabola, s' ottiene 

6“ b* 

S e —~i'a — x ), S(=t—(a ±x), 5,-r — j*, S p —m. 

Queste forinole, osservando che a—x,a-\-x, r — x sono nelle cur- 
ve rispettive le ascisse del punto di contatto dal centro, e che m è 
il semiparametro della parabola , dàn luogo alle proposizioni se- 
guenti: l.° nell'ellisse e nell’ iperbola la sunnormale d'un qualunque 
punto sla all'ascissa al centro , come il quadrato del semiasse mag- 
giore ( o trasverso ') al quadrato del semiasse minore (onon trasverso). 

• 2.° Nella parabola la sunnormale d' un punto qualunque è co- 
stantemente uguale al semiparamelro. 

3.® Nel circolo la sunnormale di qualunque punto l la stessa a- 
scissa al centro. 

Da quest’ ultima proposizione conseguila, come sapevasi, che 
tutte le normali nel circolo sono gli stessi raggi , e quindi la tan- 
gente è perpendicolare al raggio che passa pel punto di contatto. 
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707. Volendo condurre per un punto dato la normale ad una co- 
nica , si prenderà per più semplicità l’ equazione (c) riferita al 
primo asse e olla tangente coniugata; in questo modo, dinotando 
con x,y le coordinate ignote del punto di contatto, e con V, Y le 
correnti, l'equazione delia normale sarà la (ri) scritta cosi 

(rur-t-m) ( Y — y) +y(X—x)—o, 

c dovendo questa normale passare pel punto ( x',y ") dev’essere 
(nx-t-m)(y' — y)-t-y(x' — ar)=o, o vero 
(43) (1 +n)ry+ (m — x'y — ny'x — my'=o. 

Quest’ equazione con la y* — 2mx+nx* serviranno a determinare 
numericamente le coordinate dell’ ignoto punto di contatto; però 
geometricamente si può costruire la curva (43) , che è un’ iper- 
bola , e il suo incontro con la data conica darà il punto diman- 
dato. Anzi avremo, in generale, quattro punti; e però ne conchiu- 
diamo il teorema: per un dato punto ti possotw, in generale, con- 
durre quattro normali ad una conica. 

708. Supponiamo una conica riferita al suo primo asse c alla 
tangente coniugata; essa avrà perequazione la ( c ) y’=2mx+nx, e 
la tangente in un«suo punto (x',y') sarà 

(44J y'y={m-i-nx')x+mx', essendo y' , =‘2mx'-hnx'*. 

Nel tempo stesso, ponendo y/;l-+-n)— e, essendo e l’eccentricità, 
P equazione de’ due raggi vettori corrispondenti al punto ( x',y ') sarà 

e dinotando con w l’ angolo della tangente (4-4) con uno di questi 
raggi, troveremo, secondo la formula 57,2t’>2)e per la seconda (44) 
(46) tanw=q:mc:y'. 

Questa formolo determina i due angoli FMT, F'MT che la tan- 
gente MT formo coi due raggi vettori FM, 
F'Mi quali sono supplementari; ma anche 
supplementari sono i dug angoli FMD , 
FMT, quindi F'MT=FMD ; e poiché , se 
MN ò la normale, ang i)MN=ang.TMN, 
cosi ò pure ang. FMN = ang. F'MN ; e 



però in ogni conica la tangente fa angoli eguali dall' una e dall' al- 
tra parte coi raggi vettori condotti pel punto di contatto; e la nor- 
male bisega I' angolo di questi raggi. 
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709. Nel caso della parabola uno de’ raggi vettori è parallelo 
all’asse, e però si à particolarmente che nella parabola la tangente 
fa angoli eguali col raggio vettore e con la parallela all' asse, con- 
do/li pel punto di contallo,e la normale bisega l'angolo di queste rette. 

710. Le proposizioni di queste reciproche sono pur vere, cioè 
clic se una retta menata per un punto d'una conica fa angoli eguali 
dall'una e l'altra parte coi raggi vettori condotti per quel punlo,essa 
è tangente della curro. In cfietti.sia la conica è un’ellisse, c nel pun- 
to M sia ang.DMF=ang.TMF'; prolungando il raggio FM, e dal 
fuoco F' abbassando la perpendicolare F'G, il tri.F'MG risulta i- 
soscele, e quindi FM-t-MG=FM-t-F'M=AA'. Preso inoltre sulla 
DT un altro qualunque punto 1), c congiunte le DF.DF'.DG, ri- 
sulta DF-t-DF — DF+DG>FG . o sia>AA' , quindi I) è fuori 
della curva (n.° G56). Così per ogn’ altro punto della DM, eccetto 
il punto M; quindi I)M tocca la curva in M. 

Se la curva è un’iperbola, fatta la medesima 
costruzione precedente , risulta F’G =FM — 
GM=FM— F'M=AA'; e per un altro qualun- 
que punto Dsi à* FI) — GD<FG,o vero FD — 
F'D-cFG , cioè FD — F'D<AA' ; quindi D è 
fuori dell ipcrbola, ed MD è tangente. 

Finalmente per la parabola essendo MB per- 
pendicolare alla direttrice HB risulta FM— 
BM ; c per un altro qualunque punto D della 
MT . menata DB' perpendicolare ad HD , ri- 
sulta FD=DB>DB' , quindi D è fuori della 





parabola, ed MT la tocca in M. 

7 1 1 .Dalle precedenti costruzioni risulta che, essendo F'H=JF'G 
(fig. n.° 708) ed F'C=JF'F, la CH è parallela ed FG, c si à CII: 
FG::F'C:F'F, fiondo CH— JFG=CA. Lo stesso ragionamento si 
applica alTipcrbola, e si conchiudc che nell'ellisse e neWiperbola la 
distanza del centro dal piede della perpendicolare menala dal fuoco 
sulla tangente è costante; o vero, i piedi delle perpendicolari menate 
dai fuochi sulle tangenti, sono allocali sulla circonferenza d’un cir- 
colo che. à per diametro il primo asse della conica. 

Similmente nella parabola (fig. prcccd. ) 'essendo FG=JBF , 
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delle coniche 

Fa— |FH, la congiungente AG è parallela ad HB, o vero perpen- 
dicolare ad AN; laonde nella parabola i piedi delle perpendicolari, 
menale dal fuoco sulle tangenti, sono allocati sulla tangente al veni- 
re della curva. 

712. Sia> in una conica dotata di centro, il diametro AA'=2a, 

il coniugato BB'=2ò, e pel punto 
M y f ) si conduca la tangen- 
te MT v che avrà per equazione 
a , y'y-hb , x’x=a , b i : menando le 
tangenti AL , AL' agli estremi 
del diametro AA', esse saran pa- 
rallele a BB\ e avranno per ri- 
spettive equazioni x=a, x= — a: combinate queste con quella di 
MT danno AL=ò*(a— x'):ay', A'L'==à’( a -Ke , ):ajf\ quindi, mol- 
tiplicando queste equazioni , e tenendo presente che a'y' m -\-b t x' % 
=a*à*, s’ ottiene AL X A l,'^fc’=(;B ; quindi se in una conica 
dolala di centro si conducano due tangeìUi parallele AL, A'L' e si 
prolunghino fino ad incontrare una terza tangente qualunque MT, 
sarà il rettangolo ALX A'L' eguale al quadrato del semidiametro 
coniugalo di AA!. 

713. Se si meni il diametro UH' parallelo alla tangente MT , 
c però coniugato dell’ altro che passa pel punto di contatto , s’ a- 
vrà LM : LA :: HC : CB , L'M: L'A':: HC:CB (n.° Gli) e quindi 
LM X L'M:LAxL'A'::HC’:CB* ; ma pel teo. prec. LA X L'A r =CB* 
quindi LM X L'M=HC ; e però, ritenuta la medesima ipotesi del 
teoremaprecedente, il rettangolo de' due semmenti della tangente tras- 
versale, compresi fra il punto di contatto e le tangenti parallele , è 
uguale al quadralo del semidiam. parallelo alla tangente trasversale. 

(j* 

E poiché MT : ML' t: PT : A'P :: — —, — : a-\-x' :: a — x : x' :: 

AP:PC::ML:MS, sarà pure MT X MS=ML X ML'=CÌT; dunque 
se per un punto qualunque duna conica dotata di centro si condu- 
ca la tangente, e si faccia terminare a due diametri coniugati pro- 
lungati, il rettangolo de' semmenti della tangente sarà eguale al qua- 
dralo del semidiametro parallelo alla tangente. 

714. La congiuugcnte A'M c la tangente AK inno per equa- 

43 
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210111 y= 

ty a ’ — x 

u 


x -ha 


(x-t-a), r=a; quindi AK = 


'2ay' 

x'-ha 


, ma y = 


, (a — x'y 
quindi AK=26V / * 


V 


) ; inoltre AL=è’{a— x’):ay r 

— 6\/ . dunque AL=LK ; e però ne daW estremo d’ un 

diametro d’ una conica dolala di centro si conduce la tangente . e 
dall ’ altro estremo una segante ; indi al punto , ore questa taglia la 
curva, s' applichi la tangente, questa bisegherà la parte della prima 
tangente compresa tra il punto di contatto e la segante. 

715. Sia H'N una corda parallela al diametro I5B', cd M un pun- 
to qualunque {x', y',; ritenendo le stesse denominazioni, e dino- 
tando indire con x",y" le coordinate di H' t e quindi con xf , — vf 
quelle di N, le seganti MII', MN avranno per equazioni 
b’\x'-hx") ‘ , b'ix'-hX?) 


!/-!/=- 


« {y +>/) 


(*—*'), y-y'=- 


a\y'-y") 


(x—x') , 


c taglieranno sull’ asse delle x le porzioni 


CQ= 


b , [a , -hx'x"j-ha t y'y" 


CQ'-- 


b' , a*-hxx") — a'y'y" 


b‘(x'-hx") ' " 6*( x'-hx") 

quindi moltiplicando queste espressioni, c ricordando che aV‘— 
— x") ; a , y" % z^b*(a‘ — x"‘) , si trova CQxCQ'— a*.=CA’ » 
laonde se aa un punto qualunque d' una conica dotata di centro, si 
conducano due seganti qualunque , e si meni il diametro coniugalo 
della congiungente gli altri due punti d'intersezione delle seganti con 
la conica ; il rettangolo de’ semmenli, da queste seganti determinali 
su quel diametro, a partire del chilro, è uguale al quadralo della 
metà di esso diametro. 

710. In un qualsicsi punto O d'una conica si conducano la tan- 
gente e la normale; la prima sia asse delle y, l’ altra asse delle xz 
l'equazione della conica sarà: 

(47) Ay'+2Bxy-hCx*+Ex=o (n.° 613). 

Per lo stesso punto O si menino due rette y — ;>x=o, y — qx=o: 
la loro equazione complessa sarà 

C48ì y' — rxy-hsx‘=o, essendo p-hq—r, pq^=s: 

moltiplicando quest' equazione per A, e sottraendo dalla prece- 
dente, s’ ottiene l’altra 

(49) ('2B-hAr)xy-h(C — A»)x*-ì-Ex=o, 
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che rappresenta un luogo geometrico, il quale passa po’ medesimi 
punti d’ intersezione de’due luoghi (47) e (48): ora il luogo geom. 
(49) è il complesso della linea x=o , che è la tangente della co- 
nica, come doveva essere, e della retta 
(50) (2B-\-Ar)y^-(C — -4s):c-+ ; -/?=o , 

la quale è, per conseguenza, quella che passa pei punti in cui le 
rette (48),oltre del punto O, incontrano la conica: questa retta (50) 
incontra I' asse delle x , cioè la normale della conica , nel punto 
x= — E:(C — /ls); si che se le rette (48) sono tra loro perpendico- 
lari, s— — 1 , e detto punto è sempre lo stesso qualunque sieno 
p e q. Pertanto se da un qualunque punto d' una conica si condu- 
cano la normale e una coppia di seganti ot logonali qualunque, la 
retta, che congiunge gli altri due punti d‘ intersezione delle seganti 
con k i conica, incontrerà sempre nello stesso punto la normale. 

ART. II. 


Diametri In gè aerale . —Diametri coniugati — -Corde ruppi cme otarie . 


717. Abbiamo già mostrato che ogni conica ammette infiniti 
diametri, e che le coniche dotate di centro ammettono infiniti si- 
stemi di diametri coniugati. Abbiamo pure trovate le equazioni 
di taluni diametri in una particolare posizione rispetto agli assi 
coordinati: ora cercheremo l'equazione d’un diametro qualunque. 

718. Pertanto, rispetto ad assi qualunque, sieno 

(C) Ay‘-h'2Bxg-ì-Cx'-h2l)yH-2Ex-hF—o, (r) y—'kx-^-'x 
l' equazione d’ una conica e quella d‘ una retta, ed eliminando tra 
esse la y, otteniamo l’ eliminata (9,683) 

(l)(AX , -t-2/!X-)-C)a:*-t-2;AÌ[Ji-t-J?ji.-(-Z)X4-r)x-t-/l!J:*-l-2/>;z-+-F=o 


che dà le ascisse x\x" de' punti d’ intersezione ; sì clic 
(2) x'-t-x*: 


a Àly.+B)L-i-Dk+E , Ap.*-h2/)ji.-t-F 

" '+2BI+C ’ { ) AX*+2iTA4-C ‘ 


Al' 


Ora per trovare l'equazione del diametro coniugato del sistema di 
corde parallele alla (r), converrà trovare il luogo de’ punti medii 
di queste corde: già la (2) dà l’ ascissa •r^J^'-t-x") d’ uno qua- 
lunque di questi punti, e per avere l'ordinata corrispondente y, , 
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osserveremo che dovendo queste coordinate x„ y , soddisfare la (r) 
devesi avere ; cosi troveremo 

j4X|H- By.-h/)X-hE UXjM-Cp — /».’ — EX 

(*) X,= A)’-h2Bk-hC ’ Vl= A\ m -\-2Bk+C. 

Posto ciò, muovendosi la (r) parallelamente a sè stessa , il coef- 
ficiente X rimane costante, e ft varia; quindi, per avere il luogo 
richiesto, devesi eliminare p tra le (4); fatta l’eliminazione, si è 
(/X) (AX-t-B^y-i-^BX-^-Cìx-i-BX-i- E =o, 

ed è questa l 'equazione d'un diametro della conica (C), coniugalo 
del sistema di corde parallela alla retta fr). 

719. Pria d' andare innanzi , è buono osservare che, se invece 
di supporre X costante e y. variabile, si faccia l’ipotesi contraria, 
allora la retta (r) invece di moversi parallelamente a sè stessa , 
ruoterà intorno ad un punto, il quale possiam supporre che sia 
la stessa origine. In cotal modo l'equazione della retta (r) diviene 
y—Xux, c le coordinate (4) del punto di mezzo della corda che essa 
determina nella curva, riduconsi a 

DX-t-E (ZXX+FjX . 

(°) X ‘~~ A\'+2B\+C’ Vl ~~ AX*-p-2BX-\-C ’ 

e per ottenere il luogo de’ punti raedii di tutte le corde che si 
anno con la rotazione della retta, basterà eliminar X tra queste 
equazioni; il che agevolmente otticnsi, dividendo primamente la 
seconda per la prima le (5) e s’à y t :x t -=\ ; e messo questo valore 
di X in uua qualunque delle stesse (5), otliensi pel luogo cercato 
(6) Ay'+2Bxy-\-Cx % — Dy — Ex= o, 

il quale perciò è una conica della stessa spezie della data e passa 
pel punto dato; quindi se nel piano jT una conica si prenda un 
punto, intorno a cui si faccia ruotare ima retta, il luogo de' punti 
di mezzo delle corde da questa retta determinali nella curva è un’al- 
tra conica della stessa spezie della data, e passa pel punto dato. 

720. Tornando all’ equazione (ZX) , osserveremo che può essere 
messa sotto la forma seguente 

X!Ay -H Bx /X) — f— C'x~\~ E — o, 

il che mostra che, qualunque sia X, il diametro passerà sempre 
pel punto Ay+Bx-hD— 1 o,-By-t-Cx-i-F=o,cioè pel centro (n.°540); 
come sapevasi 'n.° 560). 
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721. Volendo l’equazione del diametro coniugato del sistema 
di corde parallele al diametro ( D ), e perciò coniugato di questo 
diametro.è chiaro che basterà porre.nella (D), — (Bk-t-C):(AX-+-B) 
in luogo di X, e osservando che, se x a , y„ sono le coordinate del 
centro, AE — BD=(B t — A C)x 0 , CD — BE=(B‘ — AC) y 0 , sosti- 
tuendo e riducendo, si troverà 

(d) y—yo—Kx—x*) 

per l'equazione del diametro coniugato di (D) ; e perciò il diame- 
tro (d) ò parallelo alla retta (r), come doveva essere. 

722. Dinotando 0 l’ angolo delle coordinate ed s quello de' due 
diametri coniugati ( D ), (d) si à (52,260) 

/Ml , _ (v!X*-4-2J?X-t-C)sen6 

(7) tane — (^x*— CjcosO— [BV— {A— <7)X— B] ’ 
e se le coordinate sono ortogonali si à 

(8) tane=— (A\ % -j-2B\-{-C):[B\’— (A— Ql— B). 

In questo caso i due diametri saranno ortogonali, se 

(9) b\'—{A~-Oì—B= o ; 

e poiché quest’equazione è del secondo grado , cosi possiamo af- 
fermare che in una conica non vi è che una sola coppia di diame- 
tri coniugati ortogonùli, cioè di assi, come si sapeva. Nel caso par- 
ticolare del circolo , essendo B= o, A=C, si à dalla (8) tans=oo , 
£=90°, qualunque sia X, e però nel circolo ogni coppia di diametri 
coniugali è ortogonale, il che pure era noto. 

723. Poiché il diametro (D) passa esso pure pel centro, pos- v 
siamo rappresentarlo semplicemente cosi 

(<*.) . y~yo=*,(x—x 0 ), 

avendo messo per semplicit^X,= — (B\-hQ:(A\-hB), o vero 

(10) "•^lXX I -t*Ii(X-t-X l )-f-C=o, 

e questa è la condizione perchè i due diamelrHd) ,(d,)sien coniugati. 

724. Sia (x 1 , y') un punto del diametro (d) , allora dev’ essere 
X=(t/' — y 0 )'{x' — x 0 ) ; con questo valore, e tenendo presente che 
Ay 0 -hBx 0 =—D, By 0 +Cx 0 = — E, (5, 540) , la (10) diviene 

(Ay 1 -hBx' +D)\ t +By' A-Cx' -\-E=o; 
quindi se ( x',y ') è pure punto della conica, il valore di X, dato da ■ 
quest’ equazione é quello del coefficiente angolare della tangente 
la conica in detto punto, c il diametro (d,) è parallelo a questa 
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tangente ; laonde ogni diametro è parallelo alla tangente menala 
per l’ estremo del suo coniugato ; e reciprocamente la tangente è 
parallela al diametro coniugato di quello che passa pel punto di 
contatto. 

725. Possiamo da ultimo notare che se EF, F'F'.MM' sono tre 
corde parallele, il loro diametro coniugato le 
bisega , poniamo, in ti, G', P; e condotte le 
corde EE', FF' ne risulta il trapezio EF' con 
i lati paralleli bisegati in ti, ti', c però anche 

QQ\ parallela a quei lati paralleli, sarà bise- 

M gata in P , sì che PQ— P'Q , ma MP=M'P, 

quindi MQ=M'Q'. Pertanto se in una conica si conducano tre corde 
parallele, e due qualunque di esse si congiungano pe' loro estremi, 
le porzioni della terza , comprese tra queste congiungenti e il peri- 
metro, sono eguali. 

726. Poniamo ora l’ equazione della conica essere 

( c ) y*—2mx-t-nx*-, 

le equazioni di due diametri coniugati, saranno (d), (d,) 

(U) 



m 

JH- — =Xx , 
n 


m 


essendo che nel caso della (c), x t => — m:n, y 0 =o ; le costanti X , 
X, sono tra loro connesse dall’ equazione 
( 12 ) XX,— n=o, (10) ; 

e I angolo e di questi diametri, secondo le (7) e (8), ò dato da una 
* delle due formole 


C13Ì (X*— n)scnO , 

' ten *- G^ )cosO +( l+n)X * (aSSl ° bb " qU,) - 

X*— n * 

(afci ortogonali). 


<■*> tan&= 

727 S , - (1+, ° X 

j.- „ ‘ . e * a con ica è dotata di centro , ed è riferita a due suoi 

““etn coniugati, la sua equazione è 

quindi Io „ . «*y *+6V=oV, 

quazioni di due diametri coniugati , sono (d), (dj 


(15) 

e Per la fin'i «■ • y^Xx, y — X,a;, 

J 81 a Ira le costanti X, X, la relazione 

a*XX,-t-6*=o. 
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Inoltre, supponendo che il primo diametro (15) faccia con F asse 
delle x un angolo minore di quello che fa il secondo, il loro an- 
golo s sarà dato dalla forinola 

(a’X'-t-ò*) senO 

(17) tans (a*— 6*)X-t-(oV— 6’)cos0* 

728. Se poi la conica è riferito agli assi, le formole (15) e (16) 
rcstan le stesse, ma la (17), per esser in tal caso 6=90°, diviene 

(18) tans= — (aV-t-6*):;a* — 6’)X. 

Posto ciò, poniamo che a sia il semiasse maggiore dell'ellisse 
(trasverso dell’ ipcrbola), e b il semiasse minore (non trasverso). 
Inoltre sia w F angolo che fa il primo diametro (15) col semiasse 
positivo a (asse positivo delle x), e w, l’angolo che fa collo stesso 
semiasse il secondo diametro (15); le (IG)e (18) divengono 

... «’tan'w-t-ò* 

(19) tanto tanw^ — 6 :a , (20) tane= — -r-, — -rjr- 

1 ' v (a — 6 )tanw 

Mei caso dell' ellisse il secondo membro (19) ò negativo, e però dei 
due angoli w.w, uno è acuto, l’allro è ottuso; ma nel caso dell’iper- 
bola, per cui bisogna mutar ò* in — 6*, quel secondo membro è po- 
sitivo, e però t detti angoli sono entrambi acuti, oe entrambi ottusi. 

Inoltre la stessa (19) in entrambi i casi dell 1 ellisse e dell’ iper- 
bola, non tenendo conto del segno del secondo membro, per io= 
O", dà to,=:90 0 , e reciprocamente, e in questi casi i due diame- 
tri coniugati coincidono cogli assi della curva. Quando poi tanu>= 
b:a, risulta tantu,= — b:a ; si che nel caso dell’ ellisse, i diametri 
'corrispondenti a questi angoli sono ugualmente inclinati , e in 
parti opposte rispetto all’ asse minore, e coincidono con le diago- 
nali del rettangolo circoscritto alla curva. Nel caso dell’ ipcrbola, 
tanw.tanw, sono eguali è dello stesso segno, si che iduc diametri 
coniugati coincidono, c si confondono con un asintoto ; imperoc- 
ché questo fa col primo asse il medesimo angolo io, che à per tan- 
gente b:a. Quindi ciascun asintoto è un diametro doppio ! 

La (20) poi mostra che nel caso dell' ellisse , per tutti i valori 
di w, compresi fra 0° o 90° , e è ottuso; quindi ricordandosi che 
F angolo di due rette è quello che fan tra loro le parti di queste 
rette (fatte passare entrambe per l'origine) che son rivolte all'asse 
delle y , e qui quest' asse à la direzione del semiasse b, possiam 
dire che nell' ellisse l’angolo di due semidiametri coniugali, rivolli 
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entrambi verso il semiasse minore, è ottuso. Ma ncll’iperbola, co- 
mediò i due diametri formano con lo stesso semiasse angoli della 
stessa specie, ò chiaro che il loro angolo è sempre acuto. 
Risolvendo la (20) rispetto a tanta, risulta 

(21) tanw— ^ [(a* — b^taneT^ (a* — 6 *)’tan'e — 4-aVj , 


donde si vede che nel caso dell’ ellisse, in cui 6* è positivo, t non 
può superare un limite, che ò quello dato dalla forinola 
(22) tans=2a6:(a* — 6’), 

altrimenti ta risulterebbe immaginario. A questo valore di 4, cor- 
risponde tama== — b:a , cioò l’angolo che la diagonale del rettan- 
golo circoscritto fa coll’asse maggiore ; c però il massimo angolo 
che possan fare due diametri coniugali dell' ellisse è quello de' due 
coincidenti con le diagonali del rettangolo degli assi. 

E giova notare che i due valori che dà la (21) per un dato valore 
die sono gli angoli de’due diametri coniugati. Inoltre, vista la sim- 
metria deU'ellisse Co dell'iperbola) intorno a ciascuno degli assi, si 
fa chiaro chef yni sistema di diametri coniugati à il suo simmetrico. 

729. Dinotando con , a 1 e 6 ' due diametri coniugati , l’ equa- 
zione dalla conica rispetto ad essi è 



y & 

mentre quella rispetto agli assi 2a , 26 è -f- ^=1. Or se da 

questi assi passiamo ai diametri 2a',26', con le formole di trasfor- 
mazione a^ic'coswH-i/cosw, , t/^aj'senu-f-y'semo, , e teniam 
presente la relazione (19) otteniamo l’ equazione 


a’sen'wj-t-ò’cos’w, a'sen , eH-6*cos*w 


a*6* 


a'b' 


x'±=\> 


la quale dev’ essere identica alla (23) e però avremo 
1 a’scn*io 4 - 6 ’cos*to 1.1 


( 24 ) 


=E=— r cos'w -Hrjscn'w , 
a 6* 


\a'“ a*6* 

i 1 a*son*tii,-f-6*cos'« I 1,1, 
frn= -ttt = 7 cos «.-hs*" 


! " 


Coleste equazioni stabiliscono delle relazioni tra gli assi dell’ el- 


Digitized by Google 



l»Klf.E COVK'HK 337 

lisse fo dell’ iperbolaj e due diametri coniugali. Dividendo la se- 
eonda per la prima, e riducendo in virtù della (19), si trova 
(25) a'*sen2co=: — ò'’sen2to,, 

altra relazione analoga, in certo modo, alla (19); ma la (25) sta- 
bilisce propriamente una relazione tra due semidiametri coniugati 
e gii angoli che questi fanno col primo asse della conica. 

730. Le forinole (24) posson servire a valutare i semidiametri 
o'.fr , conoscendone la posizione; cosi la prima, ponendo 1— cos’io 
invece di sen’to, e «’ — b‘=a’e', essendo e I’ eccentricità, dà 
,., r . „ a'b' b' 

a’sen to-t-ò’cos’io 1 — c’cos’to 

ma , per essere a' e b' coniugali, tantotanio, = — 6’ : a*, e però 


sen’w. 


è'eos’to 


cos w.= 


risento 


«*sen’io-f-6‘eos’to 


a 4 seu’w-t-6*cos‘w 
quindi la seconda (24) dà 

ii « l sen*W4-àVos*c.i 
a’sen i 'io4-è''cos'io* 

731. Dalla (26) risulta che, nel caso dell’ellisse, essendo c’-<l , 
il denominatore 1 — e’cos’to sarà minimo, quando eosto=l, che è 
il massimo valore di costo ; in tal caso to=0, e a'*=ò“:(l — e*)— a* , 
quindi a è il massimo valore di a'. Invece il detto denominatore 
sarà massimo , quando costo=0 , cioè to=90° , c allora a’*—b * ; 
laonde 6 è il massimo valore di a’ ; e però nell' ellisse T asse mag- 
giore è il minimo, e il minore è il minimo diametro. 

Inoltre, secondo le (26) c (27), a'=b', se a‘senio-t-ò*cos“io=«7>’, 
da cui si trac tamo=6:a , dunque i diametri coniugati eguali son 
quelli che, in direzione, coincidono con le diagonali del rettangolo 
circoscritto. E, secondo questo valore di tanto, risultando sen“to=: 
6*:(a*-t-6*) f cos’to^’^a’-i-è’j, messi questi valori in (26), risulta 
per comune valore di questi diametri, a'=l>'=\ty a‘-+d>^ 2. 

732. Se poi la conica è l’ iperbola la (26; diviene 

(28) a *s= -s— ; j- , 

e cos to — 1 

e qui c>l , si che . rom’è chiaro , il denominatore ò massimo 
quando cosw=l, cioè to=0; allora a"=è*:(e* — l)=a“ è minimo, 
e però l' asse trasverso è il minimo diametro reale. Crescendo to , 

H 
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quel denominatore diminuisce e cresce a', finché non è cosio=l;r 
^a: y/ (a*-f-6*;, o vero tam»=ò;a; allora al— ce. Continuando a cre- 
scere u al di là di quest’ ultimo valore , il secondo membro (28 
diviene negativo, quindi a' immaginario, c ciò à luogo finché non 
sia tanw= — b:a, quando sarà nuovamente a’ infinito, equindi an- 
drà nuovamente diminuendo e incontrerà la curva , sin che non 
si giunga ad w=180°, c allora è nuovamente w'=n. Or la condi- 
zione tanw=±6:a è appunto quella che determina gli asintoti ; 
e però tulli i diametri compresi negli angoli asintotici , che conten- 
gono i rami della curva incontrano la curva; e quelli fuori di que- 
sti angoli sono immaginar ii. 

Cercando i diametri eguali nell' iperbola, come s’ è fatto per 
l’ ellisse si giugne al risultamene immaginario tan*w= — 6*:a*; 
si che l’ iperbola, in generale , non ammette diametri coniugati 
eguali. Però, se a=b, risulta dalla (26) e (27) a'=6', qualunque 
sia w; quindi se i due assi d' un iperbola sono eguali, son pure e- 
guali due diametri coniugati qualunque (n.° 531). 

733. Moltiplicando le (26) ottiensi 

a'senw-t-ò'cos’w 

a b = ; — ì r5 — r~ . a b ; 

(a sen io— (i cos w) 

ma per la (20) e per la relazione sen 1 x=tan*x : (1-t-tan'x) si à 
sen*£=(a , sen , o-+-ò , cos*w)’: n*sen*w rò‘cos*w), quindi la forinola 
precedente diviene aV=a''6' , scn’e , da cui 4a6— io'ò'sene ; ma 
Hab rappresenta l’area del rettangolo degli assi, e W6'sene quella 
del parallelogrammo dei due diametri coniugati 2a\ 26'; laonde 
in ogni conica dotata di centro il parallelogrammo circoscritto, coi 
lati paralleli a due diametri coniugali, è d'area costante. 

734. Le (26) e (27) posson essere scritte cosi: 

a*(a " — 6*)tan’io=ò*(a* — a"); n'(a’— 6" / ttan’w=6 , (6'*— 6*); 
da queste eguaglianze, si trae successivamente 

(a* — 6*j (6'* — 6*)=(a* — a'*)(o* — 6'*) , a*-h6’=a' , +6'* , 
e quest’ultima eguaglianza per l’iperbola diviene n’ — 6“=a'* — 6'*; 
quindi nell' ellisse la somma e nell' iperbola la differenza de' qua- 
drati di due semidiametri coniugali qualunque eguaglia la somma 
(ncll’ellisso) o la differenza (nell’iperbole) de quadrali de" semiassi. 

In generale questo teorema può esser cosi enunziato : in ogni 
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conica dolala di centro la somma algebrica de quadrati di due se- 
midiarnelri coniugali qualunque è costarne. 

735. Sappiamo che l’ equazione d una conica, riferita al primo 
asse e alla tangente coniugata, è 

(c) y’=2mx-hnx t ; 

e riferita a un diametro qualunque e alla tangente coniugata à 
I' analoga forma 

(c,) y'=2m'x-+-n'x t . 

Ora rappresentiamo con ( l,u ) l' estremo del diametro che in que- 
sta equazione è asse delle x ; con co T angolo formato da questo 
diametro con I’ 8sse della curva ; e con io quello formato con lo 
stesso asse dalla tangente in (f, u), la quale è parallela al diame- 
tro coniugato di quello che passa per (t,u) : in questo modo a- 
vremo (n.° 671) e (19) 

(34) tanu=mc(m-t-nt), tanw 1 =(m-t-«l):u, u’=2nil-f ni* ; 
quindi risulta 


seuio =nu:\/ nV+(»i4 ni)*, cosio=(nn-nt):\/ n’u*- 4 -(m-+-nt)*, 
ienio,=(m-(-n<):y/ u*-|-(»n-i-nl)*, cosio 1 =u:\/ u*-t-(m-t-nl)* ; 
c poiché, per passare dagli assi ortogonali cui è riferita la (o) agli 
obbliqui a' quali è riferita la (c,), devesi porre 

y=y'senu>,-|-x'senio 4 -u, ar=y'cosio l -hx'cosio-t-(, 
cosi, sostituendo questi valori nella (c), e lenendo presenti le (34) 
si trova, soppressi gli apici, 
ti « u*4-(mH-nl)* 


u*-4-{m-hnt)* 
x+ -z — * - - 775 nx- 


y/ n V+-(m 4 -nt)* ■ 

or quest’ equazione dev’ essere identica alla (c,), quindi 
(35) u*+(nH-nl)* u , -h(m +nl) t 


n*u*-h(n»-l-nl)* 


V nV+(»+m)* 

Essendo m ed n funzioni di a e 6, ed m , n' di a', 6', si possono 
agevolmente da queste relazioni trarre i teoremi trovati ne’ nu- 
meri precedenti. Qui noteremo soltanto che nel caso della para- 
bola, per cui n=o, u*=2mt la prima (35) dà 2m'=2m-|-4l, vale 
a dire: nella parabola il parametro rispetto a un diametro è uguale 
al parametro principale più quattro volle V ascissa del vertice di quel 
diametro rispetto all' asse. 
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736. Corde supplement i rie. — Si chiamano cosi due conio 
AM , BM , che partono dagli estremi d’ un 
11 ^diametro AB c si congiungono in uno stesso 
f " \ punto della conica.! 1 ’ poiché il diametro I)l>' 

^ coniugato della corda BM bisega questa cor- 

K da e il diametro AB, cosi esso è parallelo al- 
l’altra corda AM. Similmente il diametro EE' bisegante la corda 
AM è parallelo a BM; ma I)D\ EE' sono diametri coniugati, né 
vi può essere che un sol diametro che Inseghi BM e un altro solo 
che biseghi AM , quindi a ogni sistema di corde supplcmentaric 
corrisponde un sistema di diametri coniugati rispettivamente paral- 
leli a quelle corde. 

Il teorema reciproco è pur vero: in fatti, se DI)', EE' sono due 
diametri coniugati e AB un diametro qualunque, menando la corda 
AM parallela a DD' la AM resterà bisegata da EE' ; ma questo 
diametro bisega pure AB, quindi BM è parallela adEE': or AM, 
BM sono due corde supplcmentaric, quindi é vero che a ogni siste- 
ma di diametri coniugati corrisponde un sistema di corde supple- 
rnentarie rispettivamente parallele a que’ diametri. 

Segue da ciò che le variazioni nell' angolo di due corde sup- 
plemcntarie son le stesse che àn luogo in duediametri coniugali. 

ABT. III. 


Polo e polare nelle coniche. 

737. Sieno (A) (x„ y t ), (A') (,r a , t/ a ) due punti presi dovunque 
nel piano d‘ una conica, e la trasversale (AA') incontri la curva 
ne' punti (M), l'M') ; sia inoltre 
(Q u=Ay'+2Bxtj+Cx'+2Dy+2Ex+F=o. 
l’equazione della conica ; ponendo AM:A'M=g avremo (32,698) 
(1) « 1 g.*-+-2«cgH-u l =o , 

in cui tc sono i polcnomi altrove dichiarati (n.> 667,698). 

Le radici della (1) sono i due rapporti (AMtA'M), (AM'.A'M'l 
la cui somma = — 2 ic ; se questa somma è nulla , allora risulta 
(AM:AM') : (A'M:A'M' =— 1, cioè i quattro punti A, A', M. M' 
sono armonici. Pertanto , supponendo variabile il punto A' sulla 


Digitized by Google 



DELLE CONICHE 


141 


trasversale AA'.e però dinotando cen x,y le sue coordinate x,,i /,, 
I’ una o T altra delle due equazioni 


iP) 


( {Ay l +Bx,-^-D]y-h(By l -l-Cx I -\-E)x-hDy t -hEx l -^-F-o 
I m'« (y— (x—xf)+2u 1 =o , 

I l 


rappresenta il luogo de'punti coniugali armonici dpi punto A(x,, y,) 
rispello ai punti d" intersezione , reali o immaginarli , della conica 
con una trasversale qualunque condotta per A. 

Questo luogo come l'indica la stessa equazione (B) è una retta, 
che diccsi polare del punto (x,, y t ) rispetto alla conica (C). E 
paragonata la (P) con 1’ equazione (30,697; ci mostra che questa 
polare coincide con la retta de’ contatti delle due tangenti, me- 
nale alla curva dallo stesso punto (x„ y,) che si chiama polo ri- 
spetto alla polare; si che la polare d’ un punto rispetto a una co- 
nica sega la curva, la tocca, o non rincontra, secondo che il punto 
è fuori della curva, sul perimetro, o nell’ area di essa curva. 

738. Risulta da ciò che la polare d'un punto rispetto a una co- 
nica si costruisce come la retta de’ contatti. 

739. Se l' equazione della conica è la 


(c) y’=2mz+nx", 

quella della polare è, secondo la (P) 

(. p ) t/.y — (nx, 4 -m)x — mx 1 =o ; 

e supposto che il polo fosse il fuoco, le cui coordinate sono x,= 
( — m±mV' l-t-n):>* , !/,=<> la (p) dà per polare corrispondente 

x = — —( 1 : — ) ; ma questa è 1’ equazione della diret- 

n \ Vi +«/ 

trice (n.° 651), quindi la direttrice è la polare del fuoco. 

740. Se gli assi a’ quali è riferita la (c) sono ortogonali, e quindi 
quello delle x h l’ asse della curva, la perpendicolare condotta pel 
polo sulla polare (p) à per equazione 

y — y.= - — — (x — x.) , 

e incontra V asse delle x nel punto (Q)d’ ascissa *r=(l-t-n)x, — m; 
laonde se il punto (x, , y,) è preso dovunque sopra una perpen- 
dicolare all asse delle x, sarà x, costante, o il punto (Q) sempre 
lo stesso; quindi se da un punto qualunque d' una perpendicolare 
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aie asse si conduce la perpendicolare alla polare di questo punto , 
questa / perpendicolare passerà sempre per uno stesso punto. 

741. Secondo I’ equazione (I). 718) il diametro coniugalo delle 
corde parallele alla polare (Pj è 

(Ay l +Bx l -\-l)^fìy-hCx-\-E')—{By I +Cx,-\-E){Ay-i-Bx-\-D)=o; 
ma quest’ equazione è verificata ponendo x=^x, e y=y, , quindi 
il polo d' una retta, sispetto a una conica , cade sul diametro con- 
imjato di quello parallelo alla retta data ; e reciprocamente la po- 
lare d' un punto è parallela al diametro coniugalo di quello che 
passa pel punto dato. 

742. Supponiamo il polo posto all' infinito sull' asse delle y ; 
allora x,=o, y,=oo , e la (P), divisa prima per y,, e quindi fat- 
tevi queste supposizioni, diviene Ay+Bx+D— o, cioè il diame- 
tro coniugato delle corde parallele all’ asse delle y ; ma gli ossi 
delle coordinate anno qui una direzione qualunque, quindi la po- 
lare d’ un punto i K all' infinito è un diametro ; si che un diametro di 
tino conica i la polare del punto all infinito. 

743. Per contro, se la retta (P) passa all’ infinito, quell’ equa- 
zione devesi ridurre al termine noto (n.° 227) , e però dev'essere 

Ay l -J r Bx,+D= o, ^y I -+-Cx 1 -+-£=o ; 
queste equazioni indicano che il punto (x, , y,) è il centro della 
curva (n.° 540) quindi il polo d'una retta all' infinito i il centro. 

744. Sia MN una retta e P (x„y,) il suo polo rispetto alla co- 

, nica ; l’ equazione della MN sarà 

la (P); e se x',y' sono le coordi- 
nate d’ un punto qualunque della 
MN devono soddisfare la (P), che, 
sostituitivi x\ y' in luogo di x, 
y, potrà scriversi così : 
(Ay’-{-Bx'-*-D)y t \ 
-> r iBy'-\-Cx , ->rE)x l / =o ; 
-t- Dy'-\-Ex'-\-F / 

or quest'equazione, è, secondo la stessa ( P ) , quella della polare 
del punto (x\ y') quando le variabile x, y si rimpiazzano con le 
coordinate x,, y, del polo P; e poiché (x' t y') è un punto qualun- 
que di MN, ne segue che le polari de’ diversi punti d’una retta pas- 
sano pel polo di qttella retta. 
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74b. Da ciò segue che essendo MN la polare di P, c condotto 
il diametro PP', la polare M'N' di P' passerà per P ; inoltre è 
parallelo ad MN, perchè entrambi le polari MN.M'N' sono paral- 
lele al diametro coniugato di PP' (n.° 741). I due punti P,P' si 
dicon poli coniugati. 

746. Sia \x',y') un punto qualunque; la sua polare sarà la (P), 
quindi, se questa polare deve passare pel punto P(ar„ xj ,), queste 
coordinate dovono soddisfare quell'equazione, la quale, fattavi la 
sostituzione di x t , y, in luogo di x , x può scriversi così : 

(Ay l -hBx~D)y'4-(By 1 -XrCx 1 -bE)x'-irDy l -hEx,-i-F=i); 
or quest’ equazione è quella della polare di P, quando per x,y si 
sostituiscono x',y'; dunque « poli delle diverse rette che passano per 
uno stesso punto, sono allocati sulla polare di questo punto. 

747. Da questo teorema e dall’altro del n.° 739, conseguita che 
le coppie di tangenti mettale per gli estremi di qualunque corda con- 
dotta pel fuoco , s' incontrano sulla direttrice ; imperocché il polo 
di detta cordaè il punto d’ intersezione di quelle tangenti (n.° 737), 
quindi deve cadere sulla polare del fuoco, la quale è la direttrice. 
Inoltre la congiungenle il punto d' inlersezioxxe delle due tangenti 
col fuoco, sarà perpendicolare alla corda focale. 

748. I teoremi de’ n.‘ 744, 746, reciproci l' un dell’altro, mo- 
strano che, rispetto a una conica, alla serie di rette condotte per 
uno stesso punto P, corrisponde una serie di punti allocati in una 
retta MN; e, reciprocamente, 3lla serie di punti d’ una retta MN, 
corrisponde una serie di rette che passano per uno stesso punto 
P : e però se in una conica tu sono tre o più punti per dritto , tu' 
saranpure tre o più rette concorrenti in un pxtnto; e reciprocamen- 
te. Di questi sistemi di punti e di rette ciascuno s' addimanda pe- 
lare reciproco dell'altro. 

749. Se il polo è l’ origine delle coordinate, x,=y,—o, e l'e- 
quazione ( Pj della corrispondente polare diviene 

(2) I)y+ Ex-h F=o, 

e però la polare, in tal caso , è parallela alla retta Dy-\-Ex=o , 
che è la corda reale o immaginaria bisegata dall’origine (n.° 690). 
Da ciò si trae il mezzo onde per xm dato pxmlo menare , in una 
conica, una corda che resti da quel pxinto bisegata. 

luoltre la .'2) è pure parallela all’altra rolla ’2Dy+2Ex^-Fz=o, 
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che è la corda degli asintoti (44, 5G5) ; e la distanza della polare 
(2) dall'origine è doppia di quella di questa corda dallo stesso 
punto ; laonde la polare d’ un punto , rispetto a una conica, è pa- 
rallela alla corda degli asintoti , rispetto allo stesso punto, dal quale 
ne disia pel doppio della distanza della corda. 

750. Condotte pel punto P due qualunque seganti PAB.PCD.e 
E compiuto il lelraetro completo DPBC 
con le sue diagonali, la retta P'P* 
I) sarà polare di P (n.° 459) rispetto alle 
due rette P'C.P'D; e nel quadrilatero 
DP'CB i punti F, G saranno coniugati 
armonici di P,il primo rispettoai punti 
A,B, l'altro rispetto ai punti C,D, (n.° 
302) e però la retta P'F è polare di P, 
anche rispetto alla conica. Similmente 
PP" è polare di P', quindi PP' è polare 
di P" (n.° 740) , e però se in una co- 
nica s' inscriva un quadrigono com- 
pleto, ciascuna diagonale è polare del punto d' intersezione delle al- 



tre due rispetto alla conica. 

751. Segue da ciò che se PP" è la polare di P’; e A,C, D sono 
punti della conica, congiungendo I)C e prolungandola sino a in- 
contrare la polare in P ; quindi congiungendo l'A , P I) , il loro 
punto d’intersezione B è punto della stessa conica. 

752. Un triangolo come PP'P", ciascun vertice del quale ò polo 
della retta che passa per gli altri due, rispetto alla conica, si dice 
coniugato della conica. 

753. Dal fin qui detto risulta che se da un punto P si menano 
comunque due seganti P M M' , l 1 N N' e pei 
punti d’ interscz’onc si conducono le coppie di 
tangenti MQ.M'QrNQ'. N'Q'.la retta QQ' è 
polare di P. E poiché Pii' è polare di Q, il 
punto R sarà il polo di PQ. 

Inoltre, essendo P polo di QQ', i quattro 
punti P.M.R.M' sono armonici , e quindi ar- 
monico è il fascio [Q.PRMM'j (*); laonde se 
il fascio di quattro rette clic fi per centro 0 e per raggi 



0 Dinotiamo così 

op. OH, QM. 
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per un punto Q si conduca la coppia di tangenti QM, QM' e ma 
qualunque trasversale QR,(QP), la quarta armonica a queste tre 
rette, deve passare pel polo P,(R) di quella trasversale. 

Sia ABCD un quadrilalero circoscritto a una conica , e 
m ) sieno AC.BD.EF le diagonali : 

/f\ poiché B, D, Q, Q' sono quattro 

/ ~ I punti armonici (n.° 362) la BQ, 

pel teor. prec. deve passare pel 
polo di EF; e lo stesso deve aver 
luogo per la FQ: quindi Q è polo 
di EF. Similmente AQ' deve pas- 
sare pel polo di AG; ma questo 
polo devesi benanche trovare sulla EF (n.° 746), quindi esso è 
Q'. Da ciò risulta che Q" è il polo di BD; e però ciascuna diago- 
nale <f un quadrilalero circoscritto a una conica è polare dell 1 in- 
tersezione delle altre due. 

755. Il triangolo QQ'Q’ è pure coniugalo della conica iscritta, 

756. Per quattro punti d’ una conica si condu- 

cario le corde e le tangenti , e si com- 
_ pletino i due quadrelateri iscritto e cir- 
\ ®.. coscritto L’ intersezione P delle diago- 

/ ) 2^* na ^ MM'.M'M" del quadrilatero iscrit- 
to è il polo della terza diagonale 00'; e 
\\ i ciascuna delle prime diagonali à il suo 

polo su questa terza, e però le tangenti 
andranno a incontrarsi in un punto Q di 00' ; e pari- 
mente le due tangenti N , Q',N'Q' in un punto 0' della stessa retta; 
quindi i due quadrilateri avranno una diagonale comune in dire- 
zione, e però il punto P dev’ essere l’ intersezione delle altre due 
diagonali NN", N'N"' del quadrilatero circoscritto; laonde se con 
gli stessi quattro punti d'una conica si formano i due quadrilateri 
iscritto e circoscritto, questi avranno una diagonale comune in di- 
rezione, e le rimanenti concorreranno nel polo di delta diagonale co- 
mune. Inoltre ciascuna delle rimanenti diagonali del quadrilatro cir- 
coscritto passa per un altro vertice dell' iscritto. 

757. Sia 00' la polare di P eP.V (fig.u. 0 753) una segante qua- 
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lunque : i quattro punti P,S,N,N' saranno armonici, c quindi, se 
Oè il mezzo della corda NN', avremo per un teorema di geometria 

(3) NÒ'==VoW)P.OS ; 

e però, secondo questa formola, dati due punti .Y,iV rf una conica , 
si può trovare il punto S, ove la polare «futi dato punto P della A’.V' 
incontra questa retta. 

Quindi si può trovare la polare del punto P , intersezione delle 
rette che passano per quattro punti dati 1U.1W,N,N' tf una 

conica; imperocché, determinando i punti R. S come ora abbiano 
mostralo, la retta RS sarà la polare richiesta. 

758. Inoltre, essendo OP=ON+NR, OS=ON — NS, la (3) di- 
viene (PN — NS)ON=PN.NS, quindi si vede come, con una terza 
proporzionale, dati i punti P,N,S, si possa assegnare il punto me- 
dio 0, e quindi l' altro punto JV' della conica. 

759. Sia una retta 

(• 4 ) y=ò.x+\L. 

e, rispetto alla conica (C), sia (#„•/,) il polo di questa retta: cosi 
essendo, la (4) dev’ essere identica alla (P), e perciò dev' essere 

f (■Ay,-+-Bx t +D)y.+Iìy,-ì-Cx t -i-E=o, 

( (Ay,+Bx l +D)tp+Dy t -\-Ex l +F=o; donde 
_ (D' — AF)i.a-{AE — IìD)y.-\-DE—BF 
T '~~ (ÀE-BD)l-h (B'—ÀCjy.-hBE — CD ’ 

(BF — DE)\-t-(CD — BE)p.-t-CF — E' 
y,— \àE— BD)\+{B -AC)v+BE— CD 

Le formole (5) determinano le costanti d’una retta per esser po- 
lare d’ un punto (x t ,y t ) rispetto alla conica (C); e réciprocamente 
le (6) determinano le coordinate del polo d' una data retta (X, p), 
indicando cosi l' equazione della retta sotto la forma (4). 

760. Le coordinate [x t , y,) del polo sono funzioni delle coor- 
dinate (X,p) della retta; sì che, prendendo arbitrariamente queste, 
avremo un sistema ( S r ) di rette , per ciascuna delle quali si potrà 
determinare con le formole (6) il corrispondente polo, rispetto a 
una data conica ( C ), e questi poli formeranno un sistema ( S p ) di 
punti, il quale é il polare riciproco del primo (n.° 748). 

761. Ma potrebbesi pur dare che le coordinate X,p fossero tra 
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toro dipendenti mercè un'equazione , che supporremo algebrica, 

(*') 9 (X,p)=o; 

in tal caso, eliminando X.p. fra le tre equazioni (6) e (K), si giu- 
gne a un'equazione (L) in x l ,y l , che appartiene al luogo de’ poli 
corrispondenti alle tangenti la curva, che à per equazione la (K) 
in coordinate tangenziali (n.° 088): o vero, con più chiarezza, per 
ciascun punto della curva (L) vi è nella curva (K) una corrispon- 
dente tangente, che è polare di quel punto, rispetto alla conica (C). 

762. Sieno MT, M'T' due tangenti della curva [K), ed N, N' i 

punti corrispondenti nella curva 
(£.}; il punto d'intersezione di quelle 
tangenti sarà polo della retta (PP') 
rispetto alla stessa conica ( C ) (u. # 
7371. Questa proprietà avrà luogo 
qualunque sia la posizione di dette 
tangenti, e però ancora quando sono 
infinitamente tra loro vicine; maio 
questo caso il loro punto d' inter- 
sezione è punto della curva (K) (n.° 688): nel tempo stesso i punti 
N , N' saranno infinitamente vicini tra loro e la retta che li con- 
giunge è tangente la curva (£) (n.° 669) , quindi per ogni punto 
della curva ( K ) vi è nella curva (L) una corrispondente tangente, la 
quale è polare di quel punto rispetto alla stessa conica (C) ; laonde 
questa proprietà è reciproca tra le curve { K ) e(£), le quali perciò 
son dette polari reciproche, rispetto alla conica (C) , detta 
curva ausiliario, e che noi diremo pure direttrice. 

763. Segue da ciò, e dal dimostrato innanzi su i sistemi polari 
reciproci, che se in una curva v’à dc’punti per dritto, nella polare 
reciproca v' è un ugual numero di rette concorrenti in un punto; 
per modo che se una delle curve à m punti in una retta , I’ altra 
à m tangenti che partono da uno stesso punto. 

764. La curva direttrice (C) può essere un circolo : in questo 
caso sappiamo (n. 468) che se il centro di questo circolo è il punto 
O (centro polare) il polo della tangente MT alla curva (K) sià 
menando la perpendicolare OP su quella tangente, e determinando 
il punto N in guisa che sia ON X OP=A*. essendo la costante k il 
raggio del circolo : cosi il punto N apparterà alla polare reciproca 
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di (A';. Da ciò segue che la tangente Nt della curva ( L ) corrisponde 
al punto Al (n.° pr.) cioè M è il polo di Nt rispetto allo stesso cir- 
colo, e peròOAi è perpendicolare ad NT, e OMXOQ=A\ Quindi 
da questa relazione e dalla precedente, segue che la distanza rfun 
punto M d' una curva dal centro polare , è inversa di quella della 
corrispondente tangente la polare reciproca dallo stesso centro. 

Risulta ancora che l' angolo ( TST ') di due consecutive tangenti 
i f una curva è uguale all’ angolo { NO.Y ) de’ corrispondenti raggi 
vettori della polare reciproca. 

Avvertenza. — Il caso speciale ora considerato, in cui la curva 
direttrice è un circolo, di raggio d'altronde arbitrario, è quello al 
quale quasi ordinariamente dai Geometrici s' allude, parlando di 
polari reciproche; noi riterremo questa supposizione, quando non 
sia avvertito il contrario, e la polare reciproca la diremo soltanto 
reciproca. Ed è buono notare, che, secondo la stessa superiore re- 
lazione OAI X OQ=A\ la polare d’ una data curva non muta di 
forma col variar il raggio k, ma bensì di posizione. 

765. Dal fin qui detto risulta che, per formare l’equazione 
della polare reciproca d’ una data curva, bisogna esprimere che una 
retta è tangente di quésta curva, ed è polare d’ un punto (x,y), ri~ 
spetto alla curva direttrice; ciò s' ottiene seguendo il procedimento 
d'eliminazione indicalo nel n.761, e che ora porremo in pratica. 

766. Ma prima d’ogn' altro convien sapere che i Geometri ànno 
distinte le curve in classi, secondo il numero delle tangenti 
che da uno stesso pittilo si possono condurre alla curva : cosi le 
coniche sono curve di seconda classe. Posta questa definizione, 
possiamo dimostrare che l' ordine della polare reciproca d' una 
data curva è uguale alla classe di questa curia. In fatti, sappiamo 
chel' ordine d' una curva è determinato dal numero de’ punti d'in- 
contro (reali o immaginar») d' una retta con la curva; e sappiamo 
inoltre che questi punti , che nella curva data stanno per dritto, 
corrispondono ad altrettante tangenti concorrenti in un punto 
nella polare reciproca (n.° 763); ma il numero di queste tangenti 
è uguale alla classe di questa curva, dunque è vero c. c. b. d. 

767. Posto ciò, passiamo a risolvere talune questioni particola- 
ri, e primamente supponiamo che si voglia 1‘ equazione della po- 
lare reciproca d' una conica rispetto a una conica direttrice ; e 
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tiene gli assi delle coordinate gii assi della conica data, la quale 
perciò avrà per equazione 
(e') aY-t-b'x'—a'b'rzzo ; 

e l'equazione della conica direttrice, sia 

(C) Ay t +2Bxy-\-Cx t -\-2Dy-y-2Ex-\-F=o. 

Una retta y=kx+ p sarà tangente la conica (e') se 
(e',) p’ — aV — 6’=o ; (c'„ 692) 

e perchè la stessa retta fosse polare d’ un punto ( x,y ) rispetto alla 
conica (C), dev’ essere per le (5) 

(7) \=-(By->rCx->rE):(Ay-\-Bx-\-D), ys=—(Dy-j-Ex-hF):(Ay-+-Bx-hD), 
quindi ponendo questi valori nella (c')s’ à per equazione della po- 
lare reciproca della conica (c') rispetto alla conica direttrice ( C ), 

(r) a'(By-hCx+E) , +b'(Ay-hBx+D) , ={Dy+-Ex+Fì'. 
Osservazione. — Qui l’ equazione (K) è appunto la (c',) , che 
rappresenta la stessa conica (c') in coordinate tangenziali. 

768. Se la conica, di cui vuoisi la polare reciproca rispetto alla 
( C) sia data sotto la forma più generale 

A’y'+2B'xy+-Cx'+2D l y+2Ex-hF'=o, 
bisognerà sostituire i valori (7) nella (C„ 688) 

(8) My-^-2N1]L+ PV+ 2 0 , V .+2R’x+S , =o , 

in cui A', ec. si ànno dalle (16, 686) ponendo un apice alla 
A,B, ec. di quelle forinole. Or, come chiaramente si vede, questa 
sostituzione nella (8) dà per risultamento un’ equazione di 2.° gr. 
in x,y; quindi la polare reciproca d’una conica, è un’altra conica. 

769. Trovare l'equazione della curva reciproca (n.° 764) duna 
conica dotata di centro. 

Supponiamo preso per origine il centro polare, e per assi due 
diametri ortogonali del circolo direttore, paralleli ai due assi della 
conica data.il cui centro abbia per coordinate x',y'. Le equazioni 
del circolo, e di questa curva saranno 

(9) y’+x*=**, (O a*(y— y')+6*(x— x')=a’b\ 

e la condizione di contatto della retta y=Xx+p con la conica 
(e*) è la {c'\ , 692), cioè 

(10) iL , +-2jc'X|H-(aj'’ — o’)>.’ — 2y'p — 2x'y'l-hy' , b t =o : 

le X e p poi si avranno dalle (5) paragonando I’ equazione (9) del 
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circolo con l’ equazione generale ( C ) , d’ onde risulta j4=C=1 , 
B—D—E= o, F—k‘, e però 

(lt) \——x:y; y=k':y, 

sì che, sostituendo questi valori nella (10) e ordinando, ne risulta 
per la chiesta equazione 

(r') b’y t +a , x'=(yy'+x'x — À*)*. 

770. Se il centro della conica coincide col centro polare, allora 
x'=y'=o, e l'equazione della reciproca della conica di equazione 
fl y+/iV=aV, è (r w ) 6y-t-a*x*^Jfc\ 
donde si vede che questa reciproca è concentrica con la conica 
data, e à gli assi inversi di quelli della stessa data; ond'è che 
queste due coniche si dicon pure inverse. 

Se la conica è un circolo, a=b, e la (r) diviene 

(O a\y-f-x*)==(t/'t/-t-x'x— *’)*. 

771. Se l’ equazione della conica data è la 

(C) Ay t -\-2Jì.ry+Cx’-{-2Ihj+2Ex+F=o, 

quella della reciproca s’avrà ponendo i valori (10) nella (C',,688) 
U\L t +2Xk V .+Pr-h2Q\L+2Rk-hS=o, 
il che dà, tenendo presenti i valori (16,680) di M, N, ec. 
j (E*—CF}y'^2 BF—DE)xy+{D'—AF)x' 

I -h2k'(BE—CD)y-h2k'{BD—AE)x-}-{B'—AC)k i =o. 

772. Vediamo da ciò che se la conica data è una parabola, sva- 
nisce il termine noto dalla (11), c quindi si conchiude che la reci- 
proca <f una parabola passa pel centro polare. 

773. Se poi la conica data è un circolo che à per centro il punto 
(x'.y'), allora, dovendo essere nella (C) A=C=\, B=o,D= — y\ 
E— — x', F=y"-+-x"‘ — k”, la (R) diviene 

(k‘'-y>')y'—2x'yxy+(k''—x , ')x'+k'(2yy-*-2x , x—k')=o. 
e perchè per quest’equazione il discriminante determini a 2.° gr. 
è 4"(x'*-t-y'’ — 4") , così risulta (n.° 445), che la reciproca <f un 
circolo è un ellisse, un'iperbola, o una parabola, secondo che il cen- 
tro polare è fuori, dentro , o sulla circonferenza del circolo dato. 

Osservazione. — La precedente equazione coincide, come do- 
veva essere, con la (33,473) sviluppata, purché si ponga x 0 — <=x, 
y 0 — u=y , c si muti x 0 ,y 0 in x',t/', ed r*,r" in k“. k”: questa so- 
stituzione è conforme alla diversità d’ origini delle coordinale 
prese ne’ due casi ; in fatti nel n.° 473 l’ origine era nel centro 
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del circolo dato, mentre qui è nel centro del circolo direttore. 

774. Chiuderemo quest' articolo facendo notare che, pel teo- 
rema del n.° 764 , nel trovare I’ equazione della curva reciproca 
d’una data curva, si può pure esprimere che il prodotto della di- 
stanza del centro polare da un punto (X, Y) della curva data 
F(X, F)=o, e di quella dello stesso centro da un punto (x,y) cor- 
rispondente di (X, Y) è costante. In questo modo abbiamo questa 
prima equazione tra le variabili x,y,X, Y, una seconda equazione 
che è la F(X,F)— o , e una terza che si à esprimendo che i due 
punti (x, y), (X, Y ) sono sulla perpendicolare menata dal centro 
polare sulla tangente la curva F=o nel punto (X,Y); quindi, elimi- 
nando queste variabili fra queste tre equazioni, si à un’altra equa- 
zione tf(x,y)=o, che sarà quella richiesta. 

ART. IV. 


Equazioni polari delle coniche, e proprietà che ne discendono. 


775. Prendendo per equazione delle coniche la 
(c) y’=2 mx+nx*, (assi rettangolari) 

l' espressione del raggio vettore p d’un punto qualunque (x,y) è 

(1) p=db(j-^x— (6,64o). 

in cui, supponendo il fuoco (F) da cui partono i raggi vettori es- 
sere il più vicino al vertice (A) che fa d' origine, è 

c — B» ./~i , o C i», 

e= m , = — vl+-« (n. 645) 

e e rappresenta appunto la distanza (AF) : sì che, portando l’ori- 
gine in (F) bisognerà nella (1) porre x-t-c in luogo di x, e s’ a- 
vrà p—qzi'x^ 1-t-n-i -m); e finalmente dinotando con io 1’ ascissa 
angolare o anomalia, corrispondente a p, sarà x=pcosw, e sosti- 
tuendo nell’ ultima equazione si trae 


\ / r 

lzfcy 1-t-ncosu 

che è 1‘ equazione polare delle coniche , prendendo per polo 
uno de’ fuochi della curva. 


* 
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Ellisse. — In questo caso V (l+n)=[\/ a’ — b']:a— e eccen- 
tricità; e non si può ritenere che i soli segni inferiori nella (2) , 
si che si à per equazione polare di questa curva 
(e) p— m:(l — ecosw). 

Iperbola. — In questo caso è pure \/(I+n)=e eccentricità 
dell’ iperbola, ma si ànno a ritenere o entrambi i segni superio- 
ri o ambi gl' inferiori nella (2) , si che avremo le due equazioni 
(3j p= — m:(l -f-ecosw), o pure p=m:(l — ecosw), 

la prima pel ramo IIAK , 1’ altra pel ramo II'A'K'. Però si può 
ritenere per equazione polare dell’ iperbola solo la seconda 
(i) p=m:(l — ecosw), 

purché il raggio vettore p si consideri ora, come un’ ordinata , 
capace di avere il doppio segno: in fatti 
suppongasi nella seconda (3) dato ad w 
tale un valore w'=GFX da risultarne 
Y p=m:(l — ecosw')<o; in questo caso, per 
avere il punto corrispondente, converrà 
prolungare GF, e prendere FM' eguale 
al valore assoluto del precedente p.Or a 
questo medesimo risultamento perviensi se nella prima (3) si po- 
ne w— 180°-HAFX=380°4-n'; perché allora la direzione positiva 
del raggio vettore è da F verso M', e la stessa forinola (3) dà un ri- 
sultamento positivo, essendo che cos(180°-t-w')= — cosw', e, per 
ipotesi, m:(l — cosw') è negativo. 

Parabola. — Finalmente nel caso della parabola n=o, e vale 
il segno inferiore nella (2), che per ciò diviene 
(p) p=m:(l— cosw) 

Osservazione. — Nell’ equazione (e) il coefficiente e<l, nella 
(t) e >1 ; quindi , paragonando quelle due formole e la (p), pos- 
siamo affermare che la sola equazione 
(4) p=m:(l — ecosw) 

rappresenta qualunque conica, e propriamente un'ellisse se e<ll ; 
un iperbola se e > 1 ; una parabola se e=i. In ogni caso m è il 
semiparametro principale. E volendo le grandezze degli assi si 
terrà presente che m=26’:a , e aV^a’zpà" , valendo il segno 
superiore per l’ ellisse, e l’ inferiore per l’ iperbola. 
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776. Sieno M,M' due punti deila curva posti sulla stessa retta 
condotta pel fuoco , o vero sia MM' una corda focale ; e se w , p 
sono le coordinate di M.quelle di M' saranno 180° 4-w, p', quindi 
avremo per questi punti 

p=FM=m:(l — «costo), p'=FM'=m:(l-t-ecosto), da cui 
1:FM=(1 — ecosto):m, l:FM'=(i-t-«cosio):m, 

.... 1 1 2 FM.FM' m 

FM + FM' — m ’ FM-+-FM' — 2 * 

(6) FM.FM'=m’:(l — e*cos\o), FM-)-FM'=2m;(l— e’cos'to). 
Le (5) esprimono che la media armonica de' due semmenti d’ una 
corda focale è costante ; e che il rapporto tra U rettangolo de sem- 
menli alt intera corda è pure costante. 

La seconda (6) è la lunghezza c della corda focale, e paragonata 
con la formola (26,730) che dà la lunghezza del semidiametro a', 
parallelo a quella corda , si deduce c=2ma'\ò’=2a'*:a=4a'*:2a, 
essendo che m=ò*:a; laonde ogni corda focale è terza proporzio- 
nale in ordine al primo asse e al diametro ad essa parallelo. 

CAPITOLO IV. 

COSTRUZIONI GRAFICHE. 

INTRODUZIONE. 

777. Dopo il precedente esposto , passeremo ad un altro ge- 
nere di questioni, non meno importanti delle già trattate, come 
quelle che più s' accostano alle applicazioni pratiche. In generale 
lo scopo di coteste questioni è quello di descrivere o vero rappre- 
sentare graficamente sia il corso d’ una linea, sia taluni suoi ele- 
menti, essendone date sia le forinole algebriche, sia pure tali al- 
tri di questi stessi elementi. Quando si tratta di dover descri- 
vere una curva, è necessario che i dati sien sufficienti, perchè il 
problema risulti determinato , e questi dati, o più generalmente 
queste condizioni debbono essere Jn(n-+-3) per una curva di grado 
n m0 , e perciò cinque per una curva di 2.° gr.; a queste condizioni si 
soddisfa.ingenerale.dando di posizione cinque punti pe quali deve 
passare la curva. Ma, come qualcuno di questi punti potrebbe go- 

46 
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dere di qualche proprietà particolare rispetto alla curva, come p,e. 
quella di essere il centro, o un fuoco, o un vertice; c come ancora, 
invece di punti, potrebbero esser date rette d'un carattere esclusi- 
vo, come la tangente, la normale, la direttrice, un diametro.la pola- 
re; cosi bisogna vedere a quante condizioni adempie uno di questi 
puuti o una di queste rette, per fissar le altre condizioni, in modo 
che, unite a quelle, s’abbia il necessario numero di cinque. 

Posto ciò, l.° dandosi di posizione il centro, si vengono a sod- 
disfare due condizioni ; imperciocché questo punto deve trovarsi 
sull’ asse della curva , che è una retta di data posizione , e deve 
dividere per metà quest' asse. 

2. ® Parimente la posizione data d' un fuoco equivale a due con- 
dizioni ; imperciocché questo punto deve trovarsi sul primo asse 
della curva, e deve di più divider questo in data ragione (n 648). 

3. ® lin vertice dato vale ancora due condizioni ; poiché questo 
punto deve stare sulla curva e sull’ asse della stessa. 

4. ° Dando la tangente, si viene a soddisfare ad una condizio- 
ne; imperciocché l’essere una rette tangente della curva richiede 
che le ascisse dei punti d’incontro della retta con la curva sieno 
eguali, e a ciò si soddisfa con una sola condizione (n.° 688). 

5. ° Egualmente la normale, verifica una sola condizione , per- 
chè dev’ essere perpendicolare alla tangente. 

6. ° La direzione d'un diametro fissa una sola condizione; poiché 
deve dividere per metà una qualunque delle corde menate paral- 
lelamente ad una direzione data. 

7. ° La posizione della polare fissa due condizioni; imperciocché 
essa dev’essere parallela al diametro coniugato di quello che pa>sa 
pel polo, e deve incontrare questo diametro ad una data disianza 
dal centro (n.‘ 737 e 741). 

8. ® La posizione della direttrice finalmente determina anch'essa 
due condizioni; dovendo essere perpendicolare al primo asse della 
curva e incontrarlo ad una data distanza dal vertice (n.° 649). 

In conclusione, dato il centro, o uno de' fuochi, o uno dei ver- 
tici, come pure data la polare o la direttrice d una conica, sono 
già verificate due condizioni , e perciò ne rimangono tre altre a 
stabilirsi. Quando poi è data la tangente in un punto , o la noi - 
male o la direzione d’un diametro, essendo una soia la condizione 
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adempiuta, rimangono ancora altre quattro condizioni a soddi- 
sfare. Pertanto passiamo alle applicazioni di questi princìpi. 


ART. I. 


CoatruloM grafica d' un coalea, dati lalaal de* «noi 
principali elementi. 


Ellisse. 

778. Prob. I. Dati di posizione e di grandezza gli assi d' un'el- 
lisse, descriverla. 

Soluz. I. Veggasi il n.° 675. 

Soixz. II. Determinati i fuochi F,F' (fig. n.° 644) come si disse 
nel n.° 653, si prenda uno di essi , e sia F , come centro, e con 
un raggio maggiore di FA* descrivasi un arco; quindi, preso l’al- 
tro fuoco F' come centro , c con un raggio eguale alla differenza 
tra il grand’ asse A A' e il raggio FA , descrivasi un altro arco , 
che tagli il primo in M, e sarà questo un punto della curva. 

In fatti per costruzione F'M=AA' — FM, dunque F'M-t-FM= 
AA\ e perciò (n.° 656) M è un punto dell'ellisse che à per fuochi 
F.F* e per asse maggiore AA'. Allo stesso modo si determinano 
quanti altri si voglian punti della curva. 

Avvertenza. Ogni primo raggio col quale si descrive l’ arco 
dal centro F, dev’essere maggiore di FA, altrimenti i due archi 
non potrebbero segarsi. 

Soll'z. III. Per molo continuo. Preso un filo lungo quanto l’asse 
maggiore AA', e fissatine gli estremi nei fuochi, si tenda questo 
filo con una punta acuminata, che si faccia muovere appoggiando- 
la sul filo; il cammino da essa segnato sarà la curva cercata; poi- 
ché in qualunque posizione FMF' del filo, la somma FM+F'M è 
uguale al grand’ asse AA', il che si richiede , perchè la curva sia 
quella che si domanda. 

779. Prob. II. Dati di grandezza e di posizione due diametri 
coniugati d'un'eUisse, descriverla. 

Soluz. 1. Come al n.® 576. 
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Solijz. II. Sieno AA', BB' i due diametri dati : dall’estremo 
B sull’ altro diametro AA' si abbassi la per- 
|A pendicolare BD, che si prolunghi', finché sia 
BE=CA ; per C ed E si conduca l’ indefi- 
nita FCF' ; indi preso sulla CF un punto G 
come centro, e con un raggio GII=DE, de- 
scritto un arco, che incontri in II la CA, si 
meni la GII , che si prolunghi , finché sia 
GM=CA=BE. Sarà M un punto dell’ ellisse a costruirsi. 

In fatti condotta GQ parallela a BE, e congiunta QM, avremo, 
per la simiglianza de’ triangoli BCE, QCG, e degli altri due CDE, 
CRG, BE:QG::CE:CG::DE:GR; c poiché BE=GM,DE=GH, co- 
sì GM : GQ :: GII : GR , e però QM è parallela a CA , ed il trian- 
golo GQM è rettangolo in Q. Or, condotta l’ordinata MP e fatto 
CA=GM=a, CB=ò, CP=x,MP=y, si avrà dapprima BE:BC:: 



QG:CQ. e perciò o:6::QG:y; ma QG=V GM* — MQ*=V a* — CP* 
(a* — x*), dunque a:bv.\J (a* — x*):y=-^J (a* — x’). Or quest'e- 
quazione è quella d’un’ ellisse, avente per semidiametri CA=a , 
CB=à. 

Scolio. Questa costruzione equivale a prendere una riga GM, 
lunga quanto il semidiamotro CA , e segnato su quella riga un 
punto H, tale che sia GII=DE, farla muovere nell' angolo BCA 
in modo, che i punti G ed II restin sempre, il primo sulla CF, il 
secondo sulla CA; e ripetendo la stessa operazione negli altri tre 
angoli BCA', B'CA', ACB' s’ avrà l’ intera curva. 

780. Prob. III. Dati i fuochi ed un punto dell’ ellisse descriverla. 

Sieno F, F' (fig. n.° 644) i fuochi ed M il punto dati di posi- 
zione. Congiungasi questo punto coi fuochi , e per questi si fac- 
cia passare una retta intefìnita; indi si divida la distanza FF' per 
metà in C, e a partire da questo punto, dall una parte e dall’altra, 
si prendano le due distanze CA, CA' eguali tra loro e alla semi- 
somma delle due rette FM.F'M. Fatto ciò si continui la costru- 
zione come nella soluz. 2.* del prob. I, c s’avrà l’ ellisse cercata. 

781 . Prob. IV. Dati il centro e tre punti M , N , N 1 ( non per 
dritto) d’ un’ ellisse, descriverla. 
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Si congiunga la corda NN' , e si divida per metà con la reità 

A'CA condotta pel centro; questa 
retta sarà, in direzione, il diame- 
tro coniugato della corda NN'. Si 
congiungano parimente le MN , 
MN' che incontrino in Q e Q' la 
retta A A'. Si prenda CA media 
proporzionale tra CQ e CQ' e sa- 
rà ( n.° 716) CA il semidiametro ; sì che, presa CA'=CA , sarà 
AA' un diametro della curva. Indi si meni pel centro C, e paral- 
lelamente ad NN', la indefinita B'CB, che sarà la direzione del 
diametro coniugato ; e menata MPM' parallela ad AA' e presa 
M'P=MP, sarà M' un altro punto della curva; sì che se, R ed R' 
sono i punti d'incontro delle seganti MN, M'N con CB, e si pren- 
da CB media proporzionale tra CR e CR', sarà CB il semidiame- 
tro coniugato di CA'; e quindi si continuerà la costruzione della 
curva come nel prob. II. 

Ipekbola. 


782. Pnon. V. Dati gli assi cfun' iperbola, desciverla per asse- 
gnazione di punii. 

Sollz. I. Veg. n.° 625. 

Solez. II. Sieno AA' ( fig. n.° 658 ) l’ asse trasverso e BB' il 
non trasverso. Prese CF'=CF=BA, saranno (n.° 658) F ed F' i 
fuochi. Quindi da uno di questi fuochi come centro, e sia F, e 
con un raggio FM , maggiore di FA , si descriva un arco ; poi 
preso per centro I* altro fuoco F\ e con un secondo raggio F'M , 
eguale al primo, aumentato dell'intero asse trasverso AA', descri- 
vasi un altro arco, che tagli il primo in M, e sarà questo un punto 
della curva cercata; poiché, secondo la costruzione, la differenza 
de’ raggi vettori F'M, FM è uguale all' asse trasverso A A', e però 
(n.° 659) il punto M è quello d’ un' iperbola, avente per fuochi F 
ed F\ e per assi AA', BB'. 

Soi.cz.II. Per molo continuo. Siccome per qualunque altro punto 
M’ (fig.seg.) la differenza dei raggi vettori F'M'.FM'è pure eguale 
ad AA', ne segue che può disegnarsi con un moto continuo una 
porzione d’iperbola.nel modo seguente: determinato, come sopra, 
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un primo punto M delta curva, si prenda una riga che si adagi in 
B modo da poter girare intorno al fuoco F'; in- 

di, preso un Hlo tanto lungo per quanta è la 
differenza tra F'M ed AA', si attacchino gli 
estremi di quel filo all' altro fuoco F e al 
punto M: fatto ciò, si tenda con uno stiletto 
quel filo, in modo che una parte di esso ven- 
ga ad adagiarsi sulla riga, mentre questa gira intorno ad F'. Lo 
stiletto con questo movimento descriverà un arco dell’ iperbola. 
In effetti, mentre dalla posizione M, ove s’aveva F'M— FM=AA' 
si passa ad un'altra, il raggio vettore FM diminuisce di tanto per 
quanto è il filo che si è adagiato lungo la riga ; ma della stessa 
quantità diminuisce F'M, quindi anche F'M'— FM'= AA'. 

783. Pnon. VI. flati di grandezza e posizione due diametri con- 
iugati d' un' iperbola , descriverla per assegnazione di punti. 

Solbz. I. Come nel n.° 683. 

Soluz. II. Sieno AA'.BB' i due diametri coniugati dati di po- 
sizione e di grandezza , e sia BB' il diame- 
tro trasverso.Dal centro C si meni.perpcn- 
dicolarmente al diametro non trasverso BB', 
la CD=CB; si prenda CA"=CA' e, preso un 
punto qualunque Q sulla direzione del dia- 
metro BB', si congiunga questo punto con 
1) , e per A" si meni A'E parallela a BB' ; in fine, menata per Q 
la MQM' parallela ad A A', si prendano QM=QM'=QE, e saranno 
M, M' due punti dell' iperbola. 

In effetti si ponga AA'=2a, BB'=26, l' ascissa CP=x, e l'or- 
dinata MP=y ; si meni EG parallela a CD e , per costruzione , 
sarà CD=CB=ò ; GE=CA"=LA'=a; QE=QM=CP=a;,CQ — 

—a*; nel tempo stesso, si avrà 


MP=y.QG=V AE* — GE a — \ 



CD:EG::CQ:QG, ovvero 6:a::y:V **— 1 <?,y=~V x '— ( “*• 

Or quest’ equazione è quella d’ un iperbola che à per diametri 2a 
e 26, cioè i diametri dati. 

784. Scolio. Nell’attuale figura si è supposto esser il diametro 
BB' maggiore di AA', e perciò il puuto D è caduto al di là di A": 
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la costruzione non sarebbe diversa se invece fosse BB'<AA\ o 
pure BB'=AA'; solo che nel primo caso il punto D cadrebbe tra C 
ed A", e nel secoodo, il punto D si confonderebbe con A ff .In que- 
st'ultimo caso, venendosi a confondere i tre punti D, A", E, egli 
è chiaro che per effettuare la costruzione della curva, basterà me- 
nare dai diversi punti dell’ asse non trasverso BB', c parallelamente 
ad AA\ delle rette egnali alle distanze rispettive di quei punti , 
dal punto A", si dall' una che dall' altra parte di BB'. 

785. Prob. VII. Dati i fuochi e un punto dell' iperbato costruirla. 

Soi.cz. Sieno F ed F' i fuochi ed M (fig. n.° t>58\ il punto dati 
di posizione.Si meni per F ed F' una retta indennità; dividasi la 
FF' per metà in C, e sarà C il centro dell’ iperbola ; indi si con- 
giunga M con F e con F', e, a partire dal punto C, dall' una parte 
e dall'altra di questo punto, si tagli CA=CA'=alla semidifferenza 
tra i due raggi F'M, I’M, e sarà AA' l’asse trasverso dell’iperbolu. 
Il rimanente della costruzione come nel problema V. 

78G. Prob. Vili. Dati il centro e tre punii dell' iperbola, costruirla. 

Si risolve questo prob. come l'angolo IV, relativo all' ellisse. 

787. Prob. IX. Dati gli asintoti e un punto dell'iperbola, descri- 
verla per assegnazione di punti. 

Soi.cz. Sieno ON,ON' (0g.n.°587) i due asintoti, ed M il punto 
dati. Si conducano per M differenti corde , come NMN' ; si togli 
N'M'=NM, e saranno (n.° 587) M, M' , ec. punti dell’ iperbola. 

Parabola. 

788. Prob. X. Essendo dato il parametro principale rf una pa- 
rabola , la direzione di quest ’ asse , e il vertice ; descriver la curva 
per assegnazione di punti. 

Solcz. I. Sia AX la direzione dell'asse ed A il vertice. A par- 
tire da questo punto si tagli AB=aI pa- 
rametro dato ; indi segnata un’ ascissa 
qualunque AP,e descritta su BP, come 
diametro , la circonferenza BQP , che 
tagli in 0 la retta AQ, perpendicolare 
ad AX, si conduca per Q la QM paral- 
lela ad AX c da P la PM parallela ad 
AQ; il punto M ove s’incontrano queste parallele apparterrà alla 
parabola. In fatti, dinotando con 2m il parametro AB, c facendo 
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AP=x, MP=y, avremo , per costruzione e per un teorema noto 
AQ*=MP*=ABxAP, o vero y'=2mx. Or quest' cquaz. è quella 
d' una parabola, che, rirerita all’asse , à per parametro 2 m. 

Solcz. II. Prendasi AF=alla quarta parte del parametro dato, 
e sarà F il fuoco della chiesta parabola (n.° 660) ; si tagli AD= 
AF, e condotta DH perpendicolare ad AX, sarà DII la direttrice 
(n.° 662) . Fatto ciò dal fuoco F , come centro, e con un raggio 
FM>FA descrivasi un arco; indi , presa DP=FM, si conduca per 
P la PM parallela a DH, e che incontri in M l'arco descritto: sarà 
M un punto della parabola ; perchè le due distanze MF , MH dal 
fuoco c dalla direttrice, secondo questa costruzione, sono eguali; 
c la parabola sarà inoltre quella cercata , perchè la distanza del 
fuoco F al vertice A è quarta parte del parametro dato. 

Solcz. III. Per molo continuo. Secondo questa costruzione 
può la parabola esser descritta con moto continuo. In fatti ba- 
sta prendere una squadra , un Iato della quale s’ adagi lungo la 
direttrice DH, e l’ altro lato sia HML; preso quindi un Alo lungo 
quanto quest’ ultimo lato, si fissi un estremo di questo filo in L 
e l’ altro nel fuoco F ; poi con uno stiletto si tenda il filo contro 
il lato HL, mentre la squadra si muove parallelamente a sè stessa, 
scorrendo sulla DH. Lo stiletto andrà descrivendo un arco della 
parabola cercata; poiché, in qualunque sua-posizione, la lunghezza 
MF del filo , dallo stiletto al fuoco, è sempre eguale alla parte 
HM del lato IIL, compresa tra lo stesso stiletto e la direttrice. 

Avvertenza. Se è dato il fuoco F e la direttrice DH, si mena 
prima per F la perpendicolare indefinita FD alla direttrice, e di- 
visa I D per metà in A, sarà A il vertice della parabola. Quindi 
si continua la costruzione come qui innanzi è detto. 

789. Prob. XI. Dato il diametro con la corrispondente tangente. 



e il parametro rispetto a questo diametro, opure un 
punto della parabola, costruirla. 

Sia AX il diametro ed AT la corrispondente tari-* 
gente. S’ elevi la perpendicolare AY sulla AX, e 
con queste due rette, e col parametro dato si de- 
scriva la parabola, come nel problema precedente. 
Quindi dai diversi punti P, P', P", ec., s’inclinino 
le ordinale PN , P\V , cc. parallele alla tangente 
AT, cd eguali rispettivamente alle ordinate rel- 
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tangolari MP.MPMVrP'', ec. Sarà ANN' la paroliola cercata. 

Ili fatti, chiamato 2 m il parametro dato, e posto AP=x,NP=j/, 

a a 

s’ avrà per costruzione NP =MP =y'=2.mx. Or quest' equa- 
zione è quella d' una parabola, che, riferita al diametro AX e alla 
tangente AT, ù per parametro 2w, cioè il dato. 

Quando, invece del parametro, sia dato un punto N della curva, 
allora si condurrà prima I' ordinata NP, e trovata una terza pro- 
porzionale in ordine ad AP ed NP , sarà essa il parametro della 
curva, come si rileva dalla stessa equazione y t —2mx. Trovato il 
parametro, si continuerà a costruire come ora è detto. 

790. Prob. XII. Dati cinque punti il' una sezione conica , de- 
scriverla per asseijnazione di punti. 

Somz. Sieno A, B, C, D, E i punti dati. Si conducano le corde 

AB, BC, CD, e si meni pel 
quinto punto E la EF paral- 
lela a BC , ed EH parallela 
ed AB; si congiunga AD che 
incontri il L la EH. Fatto ciò 
si menino per C quante si 
voglian rette CM, ec. , che 
prolungate, incontrino, se occorre, in R,ec. il lato EF ; per que- 
sti punti R si menino le RQ, ec. parallele ad LF, e che incontri- 
no in Q, ec. la EH ; pel punto A e pe’ punti Q, ec. si guidino le 
AQ, ec. che prolungate incontrino rispettivamente in M, ec. le 
CR, cc. Saranno M,M',ec. i punti della conica cercata (n. u C54). 

ART. II. 

DcffrmliiBxlonf <T un qnnlnnqne diametro, del centro, degli n«i( , 
o d* nn «Interna di diametri coniugati d'ann conica. 



791. Pbob. XIII. Data una conica segnarvi un diametro. 

Soldz. Si menino due corde parallele e si congiungano i punti 
medii, la congiungente sarà il diametro cercato. 

Scolio. Quando il diametro dev’ esser coniugato d’ un sistema 
di corde parallele a una retta di posizione data, allora le due corde 
devono essere parallele alla retta data. 

47 
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792. Pilori. XIV. Dato il contorno d' un ellisse, o quello >l' un'i- 
perbola, trovare il centro della curva. 

Soli'z. Si segni un qualunque diametro nella curva (prob.pr.; 
e si biseghi ; il punto biscgantc sarà il centro. 

Scolio. Se la curva non ò disegnata , ma ne son dati cinque 
punti A, B, C , D, E (flg . n.° 790) , allora si mena la corda C.K 
parallela ad AB, e si segna il punto K della curva, come nel pro- 
blema XII; indi si determina , come nel prob. prec. la direzione 
del diametro coniugato di queste corde AB , CK ; si fa la stessa 
costruzione , sispetto a quattro de’ punti dati e al sesto K , e si 
determina un secondo diametro; l' inlersczioue di questi due dia- 
metri sarà il centro (n.° 560). 

793. Prob. XV. Date le stesse cose del prob. prec., e di più dato 
il centro della curva, segnarne gli assi. 

Menato un diametro DD' si descriva su di esso la circonferenza 
DED'E', c si conducano le corde DE, ED'; 
indi pel centro C si menino le AA', BB', 
\ ^ parallele rispettivamente a D'E ed ED", e sa- 
ranno AA', BB' gli assi ; il primo de’ qua- 
li, trattandosi d'iperbola, è il trasverso. In 
fatti DE.D'E, son due corde supplemcnta- 
e però AA', BB' due diametri coniugati or- 


p. .. 



Ai— ’r 


ti..-- 


rie ad angolo retto , 
togonali (il.® 736) e quindi assi. 

Scolio. Nel coso dell’ iperbola I’ asse non trasverso rimane fis- 
sato soltanto di posizione. 

794. Prob. XVI. Date le stesse cose del prob. prec. trovare due 
diametri coniugati, f adenti tra loro un angolo dato. 

Si conduca un qualunque diametro DI)' e su di esso si costrui- 
sca un arco I)M D', capace a contenere l’an- 
golo dato : sia M il punto d’ intersezione 
di quest’ arco con la curva, e si congiun- 
gan le corde DM.D'M ; indi si conducano 
pel centro C le due rette EE', FF' , paral- 
lele rispettivamente alle corde D'M,DM, e 
saran esse i diametri dimandali : nel caso 

s ■' dell’ iperbola sarà EE' I’ asse trasverso, ed 

FF' indicherà la direzione del non trasverso. 
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In fatti le corde DM, D'M sono supplemcntarie, e le rette me- 
nate pel centro sono le direzioni di due diametri coniugati , ra- 
denti tra loro il medesimo angolo di quelle corde (n.° 736). 

Scolio. 11 circolo descritto sul diametro DI)' incontra, in ge- 
nerale, la curva data in un secondo punto M\ e però vi saranno 
due altre corde DM', D'M' , il cui angolo DM'D' è supplemento 
di DMD', ma che determinano un altro sistema di diametri con- 
iugati formanti I’ angolo dato. Ciò avviene appunto perchè il pro- 
blema, in generale, ammette due soluzioni (n.° 7:28). 

793. Abbiamo fin ora supposto che la curva fosse interamente 
isegnata : ora supporremo dati solo gli 
assi. Egli è chiaro che per risolvere il pro- 
blema in questo caso, basterà conoscere 
il punto M, ove s'incontrano le corde sup- 
plementarie, parallele ai chiesti diametri. 
Or questo punto dovrà al tempo stesso tro- 
varsi sull' arco AMA', capace a contenere l’ angolo dato , e sulla 
curva. Supposto dunque che sia O il centro di quell' arco , e C 
quello della curva , porremo OC=m , OA'==OM=r , CA'=a, 
CB=6 , che son quantità date ; e rappresenteremo con t ed u le 
coordinate MN, NC. Avremo cosi le due equazioni di condizione 
aV±liV=±a'4‘; t*-t-(m-t-u) , =r’ ; 

eliminando l, e osservando che a'-\-m’=r *, s'ottiene l'equazione 
(a’=p6*)u , :p26’mM--o. la cui radice u=o corrisponde al punto A o 
A'; e l’altra M=±26“m:(a*^:6’) al punto cercato M. Pertanto av re- 
ta’ ±à*m a±6*:a 

mo ON=u-t-m= — ; — rr~= — rr-"< • •• fhe l,asta P er deter- 
a +li a=pb :a 

minare il punto richiesto. 

Quindi, essendo AA'.BB' gli assi maggiore, e minore dell'ellis- 
se, o reale e immaginario dell’iperbola, si prenderà CK eguale al 
semiparametro della curva, ed ON quarta proporzionale in ordine 
ad A'K, AK e OC, nel caso dell’ellisse, o pure in ordine ad AK, 
A'K e OC , nel caso dell’ iperbole ; finalmente per N si menerà, 
parallelamente ad AA' , una retta , che incontrando 1’ arco de- 
scritto sopra AA', fisserà il punto di riunione delle corde supple- 
mcntaric AM, BM parallele ai diametri cercali. Menando in se- 
guito pel centro laCT parallela ad AM, e CT' parallela a BM,s’a- 
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vranno i detti diametri determinati di sito. Volendo inoltre de- 
terminarne la grandezza si meneranno per A ed A' le perpendi- 
colari AT, A'T' , clic saranno le tangenti ai vertici della curva ; 
indi sulle rette CT,CT\si prenderà CD=CD' media proporzionale 
fra CT e CQ,e CE— CE' media proporzionale fra CT' e CQ',c saran- 
no DD',EE' i chiesti diametri in grandezza (n.° 673) e posizione. 

796. I'roh. XVII. Dati di sito e di grandezza un diametro dcl- 
i ellisse, un punto, e la direzione del diametro coniugato, determi- 
nare la lunghezza di questo. 

Sia AA' il diametro dato di sito c di grandezza ; sia D il punto 
dato, e BOB' la direzione del diametro coniu- 
gato. Si tiri 1’ ordinata I)E parallela a BB’ ; 
indi sul diametro AA' descrivasi la semicir- 
conferenza AFA' ; da E s’ innalzi la EF per- 
pendicolare ad AA' : fatto ciò si trovi una 
quarta proporzionale in ordine ad FE, CA e 
DE, c sarà quella la lunghezza del semidiametro, la quale si por- 
terà da C verso B e verso B'. 

In cITetli, posto AC=CA'=a, CE=a, DE— (5, CB=CB'=à , 
sarà, per costruzione, FE=V {a-t-o)(o— a)=V ( a * — a *)» CB= 
(ACX DE) : EF, o sia lr=a$: ^ (a’ — 6’), da cui a*p*H-6*a*=a*6\ 
Or quest'equazione esprime che il punto (a,{ì) I), appartiene a una 
ellisse, riferita a due diametri coniugati 2a=A\', 2à=BB\ 

Scolio I. Mercè questo problema ed il li (n.°779) possiamo 
costruire un ellisse, quando ne sia dato un punto , la grandezza e 
posizione d'un diametro, c la posizione del suo coniugato. 

Scolio II. La stessa soluzione à luogo ancora quando è dato il 
contorno dell’ ellisse; allora il punto supposto dato nel problema, 
sarà un qualunque punto preso a piacere sulla curva. 

797. Prob. XVIII. Dati di grandezza e posizione un diametro 
trasverso dell’ iperbola, un punto di essa, e la 
direzione del diametro non trasverso, determi- 
nare la lunghezza di quest' ultimo. 

Sia A A' il diametro trasverso dato,C il cen- 
tro, D il punto dell’iperbola, e BB' la direzione 
del diametro non trasverso. Si tiri l’ordinata 
DE parallela a CB ; si descriva la mezza cir- 
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conferenza AFA' sopra AA',e dal punto E si conduca la tangente 
EF; indi si trovi una quarta proporzionale in ordine ad EF.CA, 
e I)E, c sarà quella la lunghezza del diametro non trasverso , la 
quale si porterà da C verso B c verso B'.La dimostrazione è ana- 
loga a quella del prob. prec. 

Scolio. Valgono qui due scoli analoghi a quelli del prob. pr. 

798. Prob. XIX. Dato di posizione un diametro, trovare il suo 
coniugato. 

Soixz. I. Sia EE' (fig. n.° 794) il diametro dato : si conduca 
un diametro qualunque DD' e si meni la corda D'M parallela al 
diametro dato : indi si congiunga la supplementaria MD , e pel 
centro si meni FF' parallela a questa corda; sarà FF' il diametro 
dimandato , il quale nell’ ellisse sarà determinato di grandezza , 
e nell’ iperbola soltanto di posizione. In fatti i due diametri FF' 
ed EE', paralleli rispettivamente alle corde supplementarie MD' f 
MD, sono coniugati (n.° 736). 

Se la curva non è descritto, ma sono dati per determinanti di 
essa i due diametri coniugati DD'.GG' (med. fig.), si risolverà il 
problema con la seguente 

Soll’z. II. Per D' si meni D'M parallela al dato diametro EE', 
c tagli in II il semidiametro CG ; si prenda CQ terza proporzio- 
nale in ordine a CH e CG , e congiunta DQ , l’ incontro di que- 
sta retta con la D'M darà un punto M appartenente alla curva 
(n.° 713) , c le DM, D'M saranno due corde supplementarie ; sì 
che, se pel centro C si meni la CFR , parallela a DM , essa dino- 
terà la direzione del diametro coniugato al dato EE'. Per averne 
la grandezza si prenda CF media proporzionale fra DQ c DK , e 
sarà CF il semidiametro cercato. In fatti, condotta per D' la lau- 
gcnle D'R , e prolungatala fino ad incontrare in R la CR , i due 
triangoli QDC, RCD' soranno eguali , perchè CD=CD', angolo 
QDC=^RCD' , e angolo QCD=RD'C , per essere QD parallela a 
CR c QC a RD', laonde CR=DQ; d’ altronde CL=MK— DK. Ma 
CF è media proporzionale fra DQ e DK, dunque sarà parimente 
media fra CR e CL e quindi (n.° 673) CF è la lunghezza del se- 
midiametro FF' coniugato di EE'. • 

799. Prob. XX. Dati di grandezza e posizione due diametri 
coniugali tT un ellisse non descritta , determinare di grandezza c 
posizione gli assi. 
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Sieno 1)D' ed EE' i due diametri dati di grandezza e posizione, 
e poniamo che AA' e DB' sien gli assi cercati 
nella loro grandezza e posizione. Allora me- 
nando per E la TS parallela a I)D', sarà ST 
uno tangente della curva, e quindi ESxET 


=CD . Or dovendo essere retto l'angolo SCT, 
la mezza circonferenza descritta sopra TS come diametro, do- 
vrà passare per C ; ma, nel tempo stesso, se perpendicolarmente 
ad ST si conduca EG=CD , dovrà la detta circonferenza passare 
per G. Pertanto, tirata per l’estremità E d’ uno de' due diametri 
la parallela ST all' altro DD\ c per lo stesso punto E, e perpen- 
dicolarmente a questa parallela, menata un’ altra retta EG— CD, 
si descriverà un circolo , il quale abbia il suo centro sulla ST, e 
passi per C e G , esso taglierà ST in due punti S e T, che, con- 
giunti col centro C dell’ ellisse, daranno la posizione degli assi. 
Allora, menate EP parallela a SC, ed EQ parallela a CT, non resta 
che prendere AC=A'C media proporzionale tra CT e CP , e BC 
=B'C media tra CS e CQ; c AA'.BB' saranno gli assi (n.°712). 

800. Pkor. XXI. Dati di grandezza, e posizione due diametri 
coniugati d' un iperbola , non descritta, determinare la grandezza 
c posizione degli assi. 

SoLfz. I. Sieno DD' il diametro trasverso , EE' il coniugato 
li L , dati ; e sieno AA', BB' gli assi cercati. Menata 
/ per I) la DS parallela al diametro EE' e che in- 
//t) contri in T ed S i due assi , essa sarà una tan- 
gente, e dovrà essere CSxDT— CE : nel tempo 
stesso l'angolo ACB' essendo retto, sarà iscritto 
in un mezzo circolo , avente ST per diametro , 
e quindi il suo centro su questa retta. La que- 
stione dunque riducesi a descrivere un circolo 
che abbia il suo centro sopra DS, passi per C, c la tangente me- 
nata da D sia uguale a CE. In questo modo si risseranno le dire- 
zioni degli assi , la cui grandezza si determinerà come nel pro- 
blema precedente. 

Solez. II. Sieno CD , CE i due semidiametri dati : si compia 
con essi il parallelogrammo , e si conduca la diagonale Ck , clic 
sarà un asintoto. Al modo stesso si determinerà l'altro asintoto 
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Ck'. Allora, proso un punto qualunque M, e menala l'ordinata a- 

\ p * /' sintolica MP, si prenda CG media propor- 

V "\ ^ zionale tra CP e PM,e per G si meni AGF 

parallela a Ck' , che incontri in A la CA , 
V bisegante I’ angolo kAk'. Si congiunga CA 

< / \ \ c sarà questo (n.° 604) un semiasse ; e con 
// dotta CY perpendicolare a CA, la porzione 

V K ' CB sarà l’ altro semiasse. • • 

Scolio. Si vede che per risolvere questo problema non è ne- 
cessario avere tutta la curva in disegno, ma basta conoscerne sol- 
tanto un punto. 

801. Pumi. XXII. Data una parabola condurre un diametro , 
che passi per un punto dato. 

Si segni nella parabola data un diametro qualunque , quindi 
pel punto dato si meni la parallela a questo diametro; sarà essa 
il diametro dimandato. 

802. Pkob. XXIII. Data una parabola, assegnare la posizione 
del suo asse, e quindi il suo fuoco. 

Sia KAK' la parabola data. Si meni un diametro qualunque DG 

il (prob.XIII); indi tirata la corda DD' pcr- 

y t A pendicolare a quel diametro; divisa que- 

! n/ C sta corda per metà in E e per questo pun- 

\/f A to condotta AEX parallela a DC , sarà 

/i AEX Passe dimandato. In effetti AEX è 

T. I A un diametro ; ma esso inoltre taglia ad 

' l j ' angolo retto le corde coniugale, dunque 

\ I , è P asse. 

\l[) 

> Per assegnare la posizione del fuoco , 

\ ricorderemo che la sua distanza dal ver- 

tice è quarta parte del parametro (n.° 660) e questo ò terzo pro- 
porzionale in ordine a una qualunque ascissa c l’ordinata cor- 
rispondente ; quindi trovala la terza proporzionale in ordine ad 
AE , e DE , c presa AF eguale alla quarta parte di questa terza 
proporzionale, sarà F il fuoco. 
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ART. III. • 

Applicazione della tangente ad orni data conica. 


Ellisse. 



803. I’rob. XXIV. Per un punto dato sulf ellisse condurre la 
tangente. 

Sot.uz. I. Vengasi il n.° 678. 

Scolio. Questa prima soluzione non richiede che sia disegnato 
il contorno dell’ellisse, ma basta che sien dati di posizione, gli 
assi, e fosse nota la posizione del punto di contatto. 

Soli'Z. II. Si conduca pel punto dato M il diametro MM' , e 

dal vertice A la corda AE parallela 
a questo diametro; si meni inoltre 
P la corda supplemeutaria A'E, e per 
M si conduca MT parallela ad A'E: 
sarà MT la tangenta cercata; impe- 
rocché questa retta essendo paral- 
lela ad A'E, è pure parallela al diametro coniugalo di MM', e di 
più passa pel vertice di questo diametro. 

Solez. III. Congiungasi il punto dato M (fig n.°708) con i fuo- 
chi F ed F'; indi si prolunghi uno de’ raggi vettori, e sia FM, di 
una quantità MG=MF'; si meni la F'G, c divisala per metà^in H, 
si conduca per M ed II la MHT, che sarà la tangente cercata. 

In effetti, secondo questa costruzione, il triangolo FMG' è iso- 
scele , e perciò la retta MII divide 1’ angolo al vertice F'MG in 
due parti eguali, sì che F'MII=GMH; ma GMH=FMD, dunque 
F'MH=FMD, e però MT è tangente l’ellisse in M (n.° 708). 

Scolio. Questa soluzione si applica ancora quando l’ellisse non 
è descritta, ma ne son dati soltanto i fuochi. 

80-i. Quando i determinati dell’ ellisse sono due diametri qua- 
lunque, si risolve il prob. come al n.° 677 o come segue. 

Solez. IV. Dal vertice A' ( fig. n." 807 ) del diametro AA' si 
meni la A'D parallela al coniugalo lìB' per I’ altro vertice A c pel 
punto M si conduca la AM , che si prolunghi in D ; si divida AD 
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per metà in E e Ritingasi la ME.chc sarà la tangente cercata(n.712). 

80ii. Piton. \\V. Menar la tangente all' ellisse per un punto 
dato fuori delta curva. 

Soi.cz. I. Sia AMA' (fig. n.° 708) l'ellisse, c 1) il punto dato. 
Si congiunga D con un de’ fuochi e sia F' ; centro D e intervallo 
DF' si descriva un arco ; indi dall* altro fuoco F come centro , e 
con un raggio eguale all' asse maggiore AA’, si descriva un altro 
arco che tagli il primo in G; si congiunga GF' c divisala per metà 
in H, si conduca la DH, che sarà la tangente cercata. 

In effetti, secondo questa costruzione, il triangolo F'DG è iso- 
sceie.e la retta DH.congiungc il vertice col punto medio della ba- 
se. Or se M è il punto d'intersezione delle FG ed III), c si congiuu- 
ga MF\ sarà pure F'M=MG, quindi FG=FM-t-MG=FM-t-MF' ; 
ina per costruzione FG-AA', dunque FM-t-MF'=AA', e quindi 
M è un punto dell’ ellisse (n.° GÒG). ])’ altronde 1’ angolo GMH— 
F'MH ; e GMH=FMD, come opposti al vertice, dunque F'MH— 
FMD e perciò (n.° 710) DMT ò laiigante l‘ ellisse nel punto M. 

Scolio. È chiaro che per questa soluzione non si richiede il 
contorno dell’ellisse, ino soltanto basta conoscere di posizione i 
fuochi c la lunghezza del grand’asse. Inoltre, se si fosse congiunto 
il fuoco F col punto dato D , si sarebbe trovata l’ altra tangente 
clic si può condurre dallo stesso punto D. 

Se i determinanti dell’ellisse, non descritta , sono due diame- 
tri coniugali FF', GG' (lig. n.° 807), si farà uso della seguente 

Soluz. II. Sia T il punto dato: Io si congiunga col centro G , 
c la CT rappresenterà la direzione d’ un diametro , del quale se 
ne determini la lunghezza AA'; costruiscasi il suo coniugato 1111' 
^prob. XIX). ludi si tagli CI* terza proporzionale in ordine a CT 
e CA' : si prenda PII media proporzionale tra AP e A'P, si meni 
11M parallela ad A’H, e sarà M il punto di contatto cercato. 

In effetti si à per costruzione PII =APxA'P ; ma per la evi- 
dente simiglianza de’ triangoli BCA' , MPII si à la proporzione 
PH:PM::CAjCB, ovveroffl VPM*: :CA 7 * :U~r.c ponendo APx A'P 
invece di PII* , s'avrà APx A'P: PM ::CA' :CB*, o sia, facendo 
CA=CA'=a, CB=à, AP— a:, MP=y,x(2a — x):y*::a“:6\ donde 

y T =~i (2ax — x*) , dunque il punto M appartiene all’ellisse che 

18 
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è per diametri A A' , IIB' ; ma esso di più sta sulla MN , quindi 
(n.° 673) è il punto di contatto della tangente menata per T. 

Scolio. Prendendo PN=PAI, s'av rà un altro punto N,e quindi 
un'altra tangente TN, come nella soluzione prec. 

806. Ptton. XXVI. A un' ellisse data condurre la tangente pa- 
rallela a una data retta. 

Soldz. I. Sia 1’ ellisse data AIIA’B’ ( lìg. n.° 803) si meni la 
corda A'E parallela alla retta data; indi si conduca il diametro 
CM , coniugato di questa corda , e pel vertice M si conduca MT 
parallela ad A'E ; sarà MT la tangente cercata. In fatti questa 
retta tocca la curva in M (n.° 721; ed è parallela alla retta data. 

Se la curva non è descritta , ma ne son dati due diametri con- 
iugati qualunque DD\ GG' ^ig. n.° 794) varrà la seguente 

Soll'z. II. Si meni per I)' la D'M parallela alla retta data, e 
sia II il punto in cui incontra il semidiametro CG; si prenda CQ 
terza proporzionale in ordine a CII c CG, c congiunta DQ, il 
punto M, ove questa retta incontra D'M, sarà un punto dell’ el- 
lisse (n.° 713) e le D'M, DM saranno due corde supplementarie. 
Allora, condotte pel centro C due rette Et', FF\ parallele a que- 
ste corde, s* avranno le direzioni di due diametri coniugati, e se 
ne determineranno le lunghezze come nel problema XIX. Fatto 
ciò, pel vertice F del semidiametro CF, si menerà parallelamente 
a D'M, una retta che sarà la tangente cercata. In fatti essa è tan- 
gente la curva in F, ed è parallela a D'M e quindi alla retta data. 

807. Può». XXVII. 7 rotare i punti d" intersezione d’ una retta 
data ron un' ellisse non descritta. 


Souz. Sia MX (flg. n.° 791) la retta data , e i due diametri 



coniugali FF'. GG' sieno i determinanti 
dell’ellisse. Si conduca pel centro C, pa- 
rallelamente a AIN.Ia BB'rhc sarà la di- 
rezione d’un diametro. Si determini (pr. 
XIX) la posiz|pnee la grandezza del con- 
iugalo AA\ c' quindi si segni il polo T 
della MN, col prendere CT terza propor- 


zionale in ordine a CP e CA'. Fatto ciò si trovino (prob. XXV , 
soluz. Il) i punti di contatto AI, N delle tangenti menate per T , 


e saranno quei punti i richiesti. 
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Iperbole. 

808. Pkoii. \XY11I. Per un punto dolo sull' iperbola menare la 
tangente. 

Sor.i'7.. I. Veggasi il n.° G77. 

Scolio. Per questa soluzione si chiede disegnata la curva. 

Solcz. II. Siene F. F' i fuochi (lìg. n. # 710). Si congiungano 
col punto M e si biseghi I’ angolo FMF'; la bisegante MT sarà la 
tangante cercata (n.° 710). 

Scolio. Per questa soluzione basta che sien dati i fuochi. 

Quando i determinanti dell' iperbole sono i suoi asintoti, allora 
si risolve il problema partendo dalla proprietà del n.° 681. 

809. Prob. XXIX. Per un punto dato fuori f iperbole menare 
la tangente alla curva. 

Solcz. I. Sieno D il punto dato (lìg. n.° 710) , F, ¥' i fuochi, 
ed AA' P asse trasverso dell’ iperbola. Centro D c intervallo DF' 
descrivasi un arco , e centro l’ altro fuoco F e intervallo I* asse 
trasverso AA' descrivasi un altr’ arco che tagli il primo in G. Si 
congiunga la GF' e biscgatala in li , si meni la DII, che sarà la 
tangente cercata.I.a dimostrazione è analoga a quella del n.° 805. 

Scolio. Per questa soluzione basta conoscere soltanto la gran- 
dezza dell’ asse trasverso c la posizione de’ fuochi. 

Solcz. II. Sia D il punto dato , e C il centro dell’ iperbola. Si 
congiunga CD, e questa congiungente po- 
niamo che incontri la curva in A ed A' , 
per modo che AA' sia un diametro trasver- 
so. Allora si tagli CP terza proporzionale 
in ordine a CD c CA, e si meni l’ordinata 
PM, ossia la parallela al coniugato trasver- 
so BB' , o pure alla tangente in A , e que- 
st’ ordinata PM incontrerà la curva in due 
punti M, M r che congiunti con D daranno le due tangenti DM, 
DM' (n.° 673). 

Se il punto dato cade sopra un diametro non trasverso, come 
E; allora segnato il diametro AA', trasverso e coniugato di BB', 
si mena per E la EM parallela ad AA', c al puuto M s’ applica la 
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tangente , che incontra la direzione del diametro BB' in Q. Per 
questo punto si mena M'QM' parallela ad AA' , e l’ incontro di 
questa parallela con l'iperbola dà due punti che congiunti 

con E determinano le tangenti cercate. In fatti , per costruzione 
in.° 673) il semidiametro CB è medio proporzionale tra CQcCE, 
e quindi (n.° cit.) EM\ EM* sono tangenti la curva. 

Scolio I. Quando i determinanti dell’ iperbole non descritta 
sono due diametri coniugati qualunque , e il punto dato si trova 
sopra un diametro trasverso qualunque, cioè cade dentro l’angolo 
degli asintoti, si risolverà il problema come nel caso analogo 
dell’ ellisse fprob. XXV, soluz. 2*). 

Scolio II. Se il punto dato K (fig. n.° 602) sta sopra un asin- 
toto, si dividerà la CK per metà in P, e da questo punto condotta 
PM parallela all’altro asintoto CK', rincontro di quella parallela 
con la curva darà il punto di contatto M (n.° 681). In questo caso 
vi è una sola tangente CK a distanza finita; l’ altra è lo stesso a- 
sintoto CK', che tocca la curva a distanza infinita. 

810. Pnon. XXX. Menare ali iperbola una tangente parallela 
a una retta data. 

Sollz. Se l’ iperbola è descritta si mena una corda parallela 
alla retta data, e condotto il diametro coniugato di questa corda, 
si tira pel vertice di esso diametro una seconda parallela alla retta 
data, c sarà questa seconda parallela la tangente cercata. l,a dimo- 
strazione è la stessa che quella del prob. XXVI, soluz. 1*. 

Scolio I. Potendosi per ciascuno de’vcrtici del diametro condur- 
re la parallela alla retta data, il problema ammette due soluzioni. 

Scolio II. Se l’ iperbola non è descritta , ma ne son dati due 
diametri coniugati qualunque, allora si risolve il problema come 
l’analogo per l’ellisse fprob. XXVI, soluz. 2 a ). 

811. Prob. XXXI. Trovare i punti d' intersezione d' una retta 
con una iperbola non descritta. 

La stessa soluz. come nel prob. XXVII relativo all’ellisse. 

Parabola. 

812. Prob. XXXII. Ver un punto della parabola condurre la 
tangente alla curva. 
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Soi.cz. 1. Vcggasi il n.° 676. 

Solcz. II. Si meni il raggio vettore FD (fig. n.° 802), e presa 
FT=FD , si congiunga DX , che sarà la tangente cercata. In ef- 
fetti, per costruzione , 1* angolo FTD=FDT ; ma condotto per D 
il diametro DC risulta parimente GDC=DTF, dunque TDF=GDC, 
e perciò (n.® 709) DT è tangente la parabola. 

Per applicare questa soluzione basta conoscere la posizione 
dell' asse , e quella del fuoco , senza che la curva sia descritta. 

Se la curva non è descritta, ma n' è dato un diametro qualun- 
que AX con la corrispondente tangente si usa la seguente 

Solcz. III. Pel punto dato I) si meni DE parallela al dato dia- 
AX; sia E il punto in cui DEinconlrala tan- 
__ gente AY, e bisegata AE in F , si congiunga 
questo punto col dato D, e la DFT sarà la tan- 
__ gente cercata. In clTetli, condotta l’ordinata 
x DP, i due triangoli TPD.TAF risultano simi- 
li, e danno la proporzione TP:TA::PD:AF ; 
ma DP=AE=2AF, quindi anche XP è doppia di XA e perciò di 
AP, laonde (n.® 675) DT è tangente la parabola nel punto T. 

813. Prob. XXXIII. Condurre la tangente alla parabola per un 
punto dato fuori la curva. 

Soluz. I. Sieno D (fig. n.° 710) il punto dato; F il fuoco ed HB 
la direttrice. Centro D e intervallo DF descrivasi un circolo, che 
tagli la direttrice in B; si meni la BF, e bisegatala in G, si con- 
giunga G col punto dato D, e sarà DG la tangente cercata. 

In effetti , per B si meni la BM parallela all’ asse AN , e si 
congiunga MF; e poiché per costruzione il triangolo FDB è iso- 
scele , e la retta DG ne congiunge il vertice col punto di mezzo 
della base, sarà BM=MF, e quindi M è un punto della parabola. 
Inoltre l’ angolo DML=BMG=GMF , quindi DM è tangente la 
parabola nel punto M (n.° 710). 

Scolio. Per la presente soluzione è necessario conoscere la po- 
sizione de! fuoco e quella della direttrice , e quindi 1* asse della 
curva; ma se ciò non avesse luogo, si à 1’ altra 

Solcz. II. Sia I) (Gg.seg.) il punto dato: si meni nella curva un 
diametro qualunque (pr.XIII); indi dal punto D si meni un secon- 
do diametro DAP, parallelo al primo, e tagliata AP=AD, si con- 
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duca la tangentu Ali al vertice A del diametro AP , e per P si 
meni, parallelamente ad Ali, la MP, che in- 
contri la curva in M; congiunto questo pun- 
to con 1), sarà DM la tangente cercata ; im- 
perciocché la sultangentc PD è doppia del- 
/ l'ascissa AP. 

** 4 Scouo.Qui.come pure nella soluzione pre- 

cedente, vi saranno due soluzioni, perché, la 
parallela MP incontrerà la curva in un se- 
condo punto M\ 

814. P non. XXXIV. Condurre a una data parabola una tan- 
yeule parallela a una rclla data. 

Soll'z. Si meni una corda parallela alla retta dota; si segni il 
diametro coniugato di questa corda, e la corrispondente tangen- 
te ; questa sarà la cercata. 

815. PRon. XXXV. Per un punto dato topra una conica con- 



durre ia normale alla citrra. 

Soi.i’Z. I. Si meni pel punto doto la tangente, secondo i pro- 
blemi innanzi risoluti, e per lo stesso punto si conduca la perpen- 
dicolare a quella tangente. 

Soi.rz. II. Pel punto dato si menino due corde ad angolo retto ; 
si congiungano gli estremi non comuni di queste corde ; la retta 
che unisce il punto medio di questa congiungcnle col punto dato 
sarà la normale richiesta (n.° 71G). 


ART. IV. 


(mtrHxiiiiic «T una conica di dntn equoilone. 

816. Il procedimento analitico col quale nei n. 1 141 e segg. 
abbiamo investigate le varie specie di curve comprese nell'equa- 
zione generale del 2.° gr. può servire benanche a disegnare la 
forma e posizione d'una conica di cui è data l'equazione.costruendo 
geometricamente le formole di quei numeri, convenientemente al 
caso particolare che si considera. Però in si fatto modo non si à 
sempre la costruzione piò elegante, cioè più agevole a effettuare, 
come si richiede nella risoluzione d' un problema geometrico. La 
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complicazione che può risultare dall’ applicazione diretta di dette 
formolo deriva in massima parte dalle trasformazioni degli assi , 
che debbonsi operare per dare ali' equazione data una delle pili 
semplici forme di cui è capace, quando attualmente non l’abbia; 
sì che sarebbe vantaggio effettivo se talune di queste trasforma- 
zione si potessero evitare. D’altronde, come ne’ prec. artic. ab- 
biam visto, per descrivere le coniche dotate di centro basta fissar- 
ne di grandezza e posizione due diametri coniugati qualunque ; e 
particolarmente per l' iperbola basta conoscere la posizione degli 
asintoti e un punto. Per la parabola poi basta Ossame un diame- 
tro, la corrispondente tangente c un punto. 

817. Posto ciò, poniamo che s’ abbia a costruire la conica data 
dell' equazione generale 

( C) ay'-h2bxy+cx*-+-2dy-ì-2ex-y-f=o f 

riferita a due assi qualunque. Come sappiamo l’ equazione 

(1) oy , -t-26jry-i-cx'=o (n.° 569) 

è quella di due rette parallele agli asintoti, i quali sono reali nel 
caso dell’ iperbola , immaginari in quello dell’ ellisse, c passano 
air infinito nel caso della parabola. Poniamo il primo caso : allora 
la (I) è scomponibile in due fattori reali di 1* grado nij-i -nx , 
m'y+n’x, i quali eguagliali a zero corrispondono a due rette pa- 
rallele agli asintoti, e la (C) può essere scritta così: 

(2) ( my+nx)(m'y+rix)-b2dx-+-2ex-{-f=o t 
quindi se si ponga (*) 

(3) my-+-nx=p, o puro m’y-y-n'x=p', 

essendo p, p' quantità costanti , queste equazioni saran pur esse 
quelle di due rette parallele agli asintoti, c per trovarne i rispet- 
tivi punti d’ incontro con la curva , bisognerà combinare la (2) 
con ciascuna delie (3), poniamo con la prima (3) , in virtù della 
quale, la (2) diviene 

(4) p(m'y+n'x)+2dy-h2ex+f=o, 

e quest’ equazione indica una fetta che incontra la (2) nel punto 
stesso in cui l'incontra la prima retta (3); e però se questo punto 
deve essere all’ infinito, perchè quest' ultima retta sia asintoto, ò 

(') Padui.a — Raccolta di problemi di geometria risoluti coll'analisi al- 
gebrica ; n.° 6. 
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d’uopo che la prima (3) e questa (4) dessero valori infiniti per x 
e y; il che à luogo, come si sa dall' algebra, se 
pm'-t-2d m 
~n 


( 5 ) 


pn+ 2e 

Similmente la seconda (3) sarà l’ altro asintoto, se 
P'm+2d m' 

• ' p'n+2c n' 

Pertanto, ricavando da queste (5) c (6) i valori delle ignote p, p' 
e ponendoli nelle (3) avremo le equazioni degli asintoti, che si co- 
struiranno ; indi si determina un punto dcll’iperbola, mercè la 
sua equazione, e s’ avrà tutto il necessario per costruir la curva. 

818. Giova notare quanto segue : 1° se nella data equazione 
( C ) manca qualcuno de’ quadrati, e sia y*, il trinomio (1J si ri- 
duce semplicemente a x(ày-t-cx),e una delle (3), poniamo ia pri- 
ma , à la forma semplicissima x—p , che indica essere un asin- 
toto parallelo all' asse delle y. Similmente se nella (C) manca il ter- 
mine in x*, un asintoto è parallelo all'asse delle x ; e però mancan- 
do a un tempo questi termini gli asintoti sono paralleli agli assi 
delle coordinate, come sapevasi. In generale se alcuno de' fattori 
di 1° gr. della (1) non contiene che una sola variabile, un asin- 
toto è parallelo all'asse a cui si riferisce la variabile che manca. 

2.® Se d= c=o, cioè se nella ( 6 ) mancano i termini al." gr., 
allora le (5) e (6) danno p=p'=o. c però, in tal caso i due /attori 
della (1), eguagliati a zero, dànuo le equazioni degli asintoti. 

819. Nel caso dell' ellisse i fattori della (1) sono immaginari!', 
per essere 6* — ac<o; ma appunto per ciò può allora darsi, in ge- 
nerale, alla ( C ) la forma seguente: 

(7) (ay-hbx+d)’+(mx+ny=p t . 

essendo m, n p, quantità reali. In fatti, sviluppando si à 

à*4-wi* bd-hinU d -Hi 1 — p 

au -t-2&xj/ 4 x 4-2</y4-2 x4 =o , 

a a a 

e quindi.perrhè quest'equazione sia identica alla(C), basta che sia 

à*4-m*=-=ac, bd-+-mn=ae, d’-t-n* — p'=af, 

d’ onde si trae 


(8) m=y ac — 6’, n=(ae — bd)-\ uc — b m , p*=a±:(ac — 6’), 
essendo A il solito discriminante della (C). Or essendo ac— 6’>o, 
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boti si vede che la trasformazione è reale. Non occorre d'altronde 
prendere il radicale col doppio segno nelle formole (8) , perché 
vino è il risnltamento in ambi i casi. 

Poslo ciò , tornando alla (7) , osserviamo che ay+bx+d—o é 
I’ equazione del diametro coniugato dell' asse delle y (8,000) ; e 
ponendo nella (7) 

(9) ay-hbx+d=o, o pure (10) mx+n— o, 

ne risulta in corrispondenza 

(11) mx-hn=zbp, (12) ay+bx+d=±p , 
d onde si vede che l’incontro del diametro (9) con la curva è dato 
dai punti comuni a detta curva c alle due parallele (1 1), e poiché 
ciascuna di queste rette non incontra la conica che in un sol 
punto, sono esse le tangenti coniugate del diametre (9). Inoltre 
le (12) sono due altre tangenti parallele al diametro (9) , quindi 
pe' punti de' loro contatti passa il coniugato del diametro (9) ; ma 
per questi punti passa la retta (10), la quale d’ altronde è paral- 
lela alle due tangenti (11) coniugale del diametro (9), quindi la 
(10) è P equazione del diametro coniugato del (9). Pertanto, co- 
struendo le rette (9), (10), (11) e (12). assegneremo in grandezza 
e posizione due diametri coniugati dell' ellisse, la quale si potrà 
quindi descrivere (n.° 779). 

820. È buono osservare che siccome fry-t-cx-+-e=o è il diame- 
tro coniugato dell’ asse delle x (8, 006), si può egualmente dare 
alia (C) la forma 

(13) ^/>y-hcx-^-c)'-h(^n'y-hn') ^ =p' ^ , 

determinando le costanti m , n, p' come le m, n, p. 

821 Inoltre questo stesso metodo può applicarsi all’ iperbola; 
allora le trasformate della (C) , analoghe alla (7) e (13) saranno 

/ 14 ) I (ay+bx-hd)'^ (m t x-+-n,) , ==p,\ 

v ' ) (6y -t-cx-t-e)*— (m,y 

e le costanti m 1 ,n,,p 1 , m„n,, p„, verran determinate seguendo le 
norme precedenti. In generale, si può provare che può darsi alla 
( C ) una delle due forme 

(y+nx-+-p) , -h(m'y-i-n'x-hp') , —q’, 

(y+nx-t-p)’ — (m'y+n'x+p'y=q'’, 
secondo che rappresenta P ellisse o P iperbola, c cosi possonsi do- 
ta 
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fono le equazione di due coniche, 1' altra 

(5) u=ku t 

rappresenta qualunque altra conica che passa pei medesimi quat- 
tro punti d’ intersezione reali o immaginarli, delle prime (n. 131). 
Quest’ ultimo equazione comprende come casi particolari le pre- 
cedenti ; c propriamente la (3) diviene la (2) quando u e u, sono 
scomponibili in fattori di l.° grado razionali e diversi; e diviene 
la (3) quando questi fattori di «, sono eguali. Nella (5) sono 
comprese le stesse coniche (4), che dalla (5) s’ ottengono ponendo 
k = o , o k=x> : per modo che , se alcuno o entrambi i polinomi 
ti, «, è scomponibile in fattori razionali di l.° grado, sieno reali o 
immaginari!, allora ciascun sistema di due rette diverse, coinci- 
denti , o immaginarie, corrispondente a ciascuna coppia di detti 
fattori, devesi considerare come una conica del sistema (3). 

823. Prima d'andar innanzi giova ricordare clic una retta può 
incontrar una conica in due punti reali c diversi, reali c coinci- 
denti, o in Due immaginarli, e quindi è una segante effettiva nel 
primo caso, una tangente, anche effettiva, nel secondo, e una se- 
gante immaginaria nel terzo: questa segante immaginaria suolsi 
pure denominare, secondo il Poncelet, segante ideale. 

826. Ora facciamoci a considerare la (3J e poniamo che w, sia 
scomponibile in due fattori razionali iV,c P della forma (1), dove 
i coefficienti a, b, c, d, per più generalità, supponiamo poter es- 
ser benanche immaginarli ; cosi essendo la (3) prende la forma 

(6) u=kNP , 

e rappresenta tutte le coniche che passano pe’ quattro punti d' in- 
tersezione, reali, coincidenti, o immaginarli, de’ due luoghi ge- 
ometrici m=o, NP=o, cioè della conica u, e delle due rette N,P. 
Se queste sono a distanza finita, anche i detti (quattro) punti d'in- 
tersezione, distinti, coincidenti o immaginarii, saranno a distanza 
finita. Ma se una di esse 6 all’infinito, c poniamo la P= o, allora P 
deve essere una costante (n.° 227), si che nella (6) il prodotto kP 
si riduce a una sola costante che continueremo a rappresentare 
con k c però l’ equazione 

(7) u=AiY 

è quella delle coniche che passano per due punti, distinti, coinci- 
denti , o immaginarii, a distanza Unita, clic son quelli d’iuterse- 


Digitized by Google 



380 


ELEMENTI i>l GEOMETRIA ANALITICA 


zionc della conica tt, c della retta N ; e per due altri punti, reali 
o immaginarli , posti all' infinito, che sono quelli d‘ intersezione 
della stessa conica u con la retta all' infinito. 

827. E qui osserveremo che questo caso si riferisce a quello 
delle coniche simili e similmente poste (n.° G37); in fatti , co- 
mechè in kN non si contcngon termini a 2.° gr. così tanto la co- 
nica «, quanto tutte le altre u=kX anno gli stessi termini a 2.° 
gr. e con gli stessi coefficienti , e però sono simili (n.° 638) ; 
laonde le coniche simili e similmente poste ànno due punti di comu- 
ne, distinti, coinc., o immag., a distanza finita, e due altri, distinti, 
coin. , o immag. all' infinito. Ciò è d’ accordo con quel che si di- 
mostrò nel n.° 639. Quindi, poiché i circoli sono curve simili , 
così tutti i circoli àn di comune due punti immaginami all' infinito. 

828. Quando la u si scompone essa stessa in due fattori razio- 
nali LAI— o, la (7) diviene 

{8) LM—kN, 

e rappresenta le coniche incontrate all'infinito dalle rette L,M, e 
clic ànno due punti comuni a distanza iinita, e son quelli pe’quali 
la retta N incontra le L ed AI. 

829. Se le due rette N,P della (G) sono coincidenti in una sola, 
quell' equazione diviene 

(9) u=kiV ; 

in tal raso queste coniche àn di comune con l’ altra «quegli stessi 

due punti M,N clic questa seconda 
conica à con la retta iV.Or, quando 
le rette N,P erano disgiunte, la JV 
incontrava la conica in due punti 
m,n, e la P in due altri punti m\n'; 
indi , ncll'avvicinarsi quelle rette, 
le seganti min', nn' tendono a divenir tangenti , e tali divengono 
quando m coincide con m' ed n con n', cioè quando le rette N, P 
coincidono. Laonde ne’punti M,N tutte le coniche (9) si toccano, 
e quindi ciascuno di delti punti devesi considerare come la riu- 
nione di due punti comuni alle coniche (9); pertanto la (9), di cui 
la (3) è un caso particolare, rappresenta le coniche clic ànno un dop- 
pio contatto, c la retta N o è quella dei contatti, i quali d'altronde 
posson essere reali o immaginari i , c anche coincidenti, come av- 
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viene quando la retta TV è tangente la conica u.In tal caso i punti 
M, N coincidono in un solo (Q) , e in questo punto la retta iYò 
tangente comune di tutte le couiche del risultante sistema. 

830. Or è da osservare che in ciascuno de'punli M o N il con- 
tatto avviene perchè due punti comuni alle coniche si riuniscono, 
mentre nel punto (Q) ne coincidon quattro. Quindi si scorge una 
differenza nella natura di questi contatti, che sono perciò distinti 
in or ditti, e. che non solo alle coniche ma alle curve in generale con- 
vengono, come meglio s’ intenderà trattando questo importante 
soggetto nel calcolo differenziale. 

831. È da notare ancora che, se la funzione u si scompone in 
due fattori razionali L, 31 della forma (1), la conica u degenera 
nel sistema di due rette, che sono le due tangenti comuni a tutte 
le coniche (5) ; ma comcchè queste rette possono essere resli o 
immaginarie, cosi il doppio contatto di quelle coniche può essere 
esso pure reale o immaginario ; ma in ogni caso la retta JV sarà 
quella de’ contatti, c sempre reale. 

832. Se uno di detti faitori, e sia M si riduce a una costante 
31', la retta corrispondente passa all' infinito , e si à l’ equazione 

(10) Ur=kS‘, 

la quale non rappresenta che sole parabole (n.° 822) e à una tan- 
gente a distanza Unita , che è la retta L, un' altra a distanza in- 
finita che è la 31'; c la TV, essendo la retta che passa pe’ punti di 
contatto , uno de' quali sta all’ infinito , è conseguentemente un 
diametro della curva, 

833. Se nella (9) la retta .V passa all’ infinito, allora 2V devesi 
ridurre a una costante TV'; e la (9) diviene 

(11) n=kX* 

e rappresenta tulle le coniche che anno un doppio contatto all'infi- 
nito. E poiché le coniche, le cui equazioni differiscono solo pel 
termine noto, come sono appunto le (11), sono concentriche, si- 
mili c smilmcnte poste (n.° 6i2), cosi le coniche concentriche, si- 
mili e similmente poste anno un doppio contatto all'infinito. Questo 
doppio contatto d' altronde può essere reale, come nelle iperbole 
simili, clic anno due punti comuni reali all’ infinito (n.° 639) e 
le tangenti reali in questi punti sono gii asintoti (n.° 679) che 
son comuni a tutte le iperbole che sono concentriche. Può essere 
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immaginario, c ciò à luogo uelle ellissi concentriche simili e si- 
milmente poste, come risulta dai citati numeri. E in fine il con- 
tatto può divenire doppiamente doppio, come nelle parabole simil- 
mente poste ed uguali; imperciocché l'equazione d’ una di tali 
parabole essendo y’=2 px, quella d’ un’ altra qualunque di esse 

À'.Y'* 

è evidentemente della forma i/*=2/>(x — ):questc equazioni 

differiscono solo pel termine noto, e mutando l’origine la differen- 
za delle equazioni sarà sempre ne’ termini noli. Ora le due tan- 
genti aH’inliiiilo in una parabola sono coincidenti, essendo che si 
confondono con I’ asintoto di questa curva. 

834. Segue dal precedente che tuli' i circoli concentrici , come 
coniche concentriche simili e similmente poste, anno di comune 
due tangenti immaginarie all' infinito. 

835. Quando la u=o è scomponibile in due fattori LM=o, l’e- 
quazione ( ( J) diviene la (2), sì che I’ equazione 

(12) /J/=A.Y'* , 

in cui A" è una costante data, rappresenta le coniche che sono toc- 
cate all' infinito dalle due rette L=M=o , cioè queste rette sono 
gli asintoti. 

836. Si può notare come nell’ equazione (2) LM=kì Y\ essendo 
L e M due tangenti ed N la retta de’ contatti il punto (LAI) è il 
polo di questa retta. E più generalmente, se abbiasi l'equazione 

(13) L'+pIJI-hqM ^N * , 

essendo che il primo membroc il prodotto de'duc fattori L—m'M, 
L — m"M, ove m',tn" soli le radici dell’equazione </m*-t-ptn-t-l=o, 
(n.° 201) sarà 


(/, - m'M) ( m"M)—k.\\ 

così che le due tangenti sono /, — m'M—o, L — m"M—o, che pas- 
sano, come vedesi , pel punto (LM), e però questo è il polo della 
retta A. Il punto (LM) sarà sempre assegnabife, comunque le ra- 
dici m',m" sieno immaginarie, e sarà polo della A’; se non che in 
questo caso vuol dire che detto punto è nell’ interno della curva, 
perchè le tangenti sono immaginarie. 

837. Quando le radici m',m" sono immaginarie, il primo mem- 
bro dell’equazione precedente avrà la forma 

(Z, l -4-i/ I i)(/.,-i/ I i)=i 1 *+.V,* ) i=V^Ì 
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Fatte le solite sostituzioni aa=2a;A,&£=2t/ l i,r)'=2sA, e tenendo 
presenti le relazioni (49); troveremo che la medesima espressione 
in coordinate triangolari è 

2(lx'-t-my'-hnz')s 

(P.) f=± .’ 

[a*(l — m\l — — n){m—l)-\-c'(n—l){n — ni)] 1 

417 .Trovare la condizione perchè tre punti (a' (<x'\£' i ',y")> 

(a'", v*'), stiano per, dritto. 

Dinotando con la-i-m$-+-n'(=o I’ equazione della retta sulla 
quale devonsi trovare i tre punti, dovremo avere le condizioni 

la."-\-m% n -\-n'("=o’, la!" -t- mtf" + nf"'=o ; 

e però , dovendo le l , m , n , soddisfare ad un tempo a queste e- 
quazioni, dev’essere il determinante 

(65) KPY'M. 

e quest’ è la condizione richiesta. 

418. Se le coordinale sono triangolari , la condizione perchè i 
tre punti (x, y, z), (x\ y 1 , ss'). ( x "> y"i z ") sieno per dritto è 

(65) \x y 1 s"|=o. 

419. Trovare la condizione perchè tre rette concorrano in uno 
ilesso punto.— Sieno 

la+m^+n^o; l'a-hm'$-t-n'i=o; l"a-\-m*$-hn' , '(=o 

le equazioni delle tre rette; dovendo queste passare per un me- 
desimo punto , è d’ uopo che queste equazioni sieno verificate a 
un tempo dalle coordinale a, Jì, 7 del punto; quindi deve essere 
••(67) |/mV|=o. 

' 420. Se le coordinate sono triangolari, le tre rette 

lx+my+nz-o; l’x+m'y+n'z—o, l"x+m"~hnz=o 
passeranno per uno stesso punto, quando si à 

(68) jÌm'n /r |=o. 

421. Ei giova notare una formola che s’ ottiene dalla (84,278), 
quando si va cercando f espressione della perpendicolare a 1 me- 
nata dal punto d’ intersezione delle due rette 

a.-arcosa.-f-i/scna,— p,=o, a, -ascosa,-!- «/sena, = — />,= 0 
sulla retta a'^arcos^'-f-j/seu?'— - p=o. Sostituendo in detta formola 
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altri punti coniugati qualunque dell’ involuzione, cosi in ogni si- 
stema di coniche in involuzione , i punti di contatto della tangente 
comune a due di esse, e le intersezioni di questa tangente con uri al- 
tra qualunque conica del sistema formano una divisione armonica. 

843. Considerando una sola conica e il tetragono iscritto o il 
tetraedro circoscritto , si ànno dai precedenti numeri le proposi- 
zioni particolari seguenti: 

I. Una trasversale qualunque taglia una conica e il tetragono i- 
scritto in sei punti in involuzione (n.° 840). Quindi, dati cinque di 
questi punti, si può costruire il sesto. 

Se la trasversale è tangente la conica si à in particolare 

li. Il punto di contatto è punto doppio deU'involusione, rispetto ai 
quattro punti in cui la tangente incontra i lati del tetragono iscrit- 
to. Sono punti coniugati gl'incontri con due lati opposti. 

III. Se dal punto di concorso delle due tangenti una conica si 
conducano le rette ai vertici del tetraedro circoscritto , queste e le 
due tangenti formeranno un fascio di sei rette in involuzione. Im- 
perocché la congiungente il punto di concorso delle due tangeuti 
con uno de' vertici del tetraedro è tangente di quella conica del 
sistema, la quale è degenerata nel sistema de' due lati concor- 
renti in quel vertice (n.° 687), e però si è nel caso della proposi- 
zione del n.° 841. Le due tangenti sono due raggi coniugati. 

Se il punto di concorso delle due tangenti è un punto della 
curva, risulta in particolare 

IV. La tangente una conica è raggio doppio dell'involuzione, ri- 
spetto ai quattro raggi che congiungono quel punto coi vertici del 
tetraedro circoscritto. Sono raggi coniugati quelli che vanno a due 
vertici opposti del tetraedro. 

844. Quando nel sistema di coniche (5) una delle due u , u t 
degenera in due rette concorrenti in un punto P, questo sistema 
di rette è una delle coniche di tutto il sistema in involuzione, e 
una trasversale T condotta per P incontra il sistema di rette in 
due punti coniugati coincidenti in P, il quale perciò è un punto 
doppio dell’ involuzione: quindi, se una sola delle coniche u , u t 
degenera in due rette, 1' altro punto doppio sarà , in generale, il 
contatto della T con una conica del sistema (n*° 842); e se ambe 
le dette coniche degenerano in rette, i punti de' concorsi de’ due 

ao 


Digitized by Google 



386 


ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA 


sistemi risultanti saranno i punti doppi nell' involuzione sulla 
trasversale T. Segue da ciò che, se in un sistema di coniche in t'n- 
voluzione v’ è un sistema di rette concorrenti , una trasversale , 
condotta pel loro punto di concorso, non può toccare che una sola 
delle coniche del sistema. E inoltre , se vi sono due sistemi di rette 
concorrenti, la retta menata pe‘ due punti di concorso non può toc- 
care alcuna conica del sistema. Quindi , nel primo di questi casi 
il punto di concorso , quello di contatto , e le due intersezioni della 
trasversale, che passa per essi, con una qualunque delle coniche, son 
quattro punti armonici; e nel secondo caso i due punti di concorso 
e le intersezioni della trasversale, che passa per essi, con una qua- 
lunque delle coniche, sono pure quattro punti armonici. 

845. Allorché le due rette d'un sistema sono coincidenti, co- 
me avviene nell’ equazione LM=kN t , in cui N, corda de' contatti, 
è appunto il sistema di due rette coincidenti, il punto in cui sarà 
incontrata questa retta doppia da una trasversale qualunque, sarà 
sempre un punto doppio , e quindi , perchè LMr=kfi* è l’ equa- 
zione delle coniche aventi un doppio contatto, ne segue che se in 
un sistema di coniche aventi un contatto doppio, si mena una tra- 
sversale, questa non potrà, in generale, toccare che una sola coni- 
ca del sistema; e non ne toccherà alcuna , quando passa pel punto 
di concorso delle due tangenti comuni. 

846. Osservazione. Un punto qualunque della corda de’ con- 
tatti e il punto di concorso delle due tangenti essendo due punti 
doppi nell' involuzione della trasversale condotta per essi, questa 
incotrerà ciascuna conica del sistema in due altri punti coniugati 
armonici de' primi: ciò è conforme alla definizione della polare. 

847. Siccome le due tangenti L,M sono una conica del sistema, 
cosi ne segue che se in una conica toccata da due rette I. , M si con- 
duce comunque una trasversale, questa incontrerà le due tangenti, 
la conica , e la corda de' contatti in cinque punti a,a’,b,b',c l' ulti- 
mo de’quali è uno de'punli doppi rispetto ai coniugati a, a c b,b' ; e 
quindi, se 0 è l'incontro delle due tangenti L,M, il raggio Oc è uno 
de' raggi doppi del fascio, rispetto ai coniugati Oa, Oa' e Ob, Ob'. 

848. I,' equazione u — ku,=o sarà il sistema di due rette reali 
o immaginarie, se il suo discriminante è nullo (n.° 141'; or que- 
sto discriminante si forma dal secondo membro della terza (16), 
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applicando alla formula (21, 141) i codlicienli dulia terza (16) in 
luogo di quelli della (6’, 141), c si trova *• 

(20) à t k'—e l k t +ek—b=o , 

ove a, a, sono i rispettivi discriminanti di u=;o , u,=o, c 
_ ( (E'—CF)A l -+-2(BF—VE)B t +(D'-AF)C l 
B ~( -\-2(CD—BE)D l +-2(AE—UD)E 1 +(B'—AC)F, ; 

_ ( {E.'-CfM+WAF'-D.EJB+W-AflC 
e ‘ i -+-2(C, D, — B,E x )D-i-2(A l E l — B, D t \£+- E(B*—A l C t )F: 
or la (20) è almeno una radice reale, quindi vi è almeno un va- 
lore di k per cui « — ku t — o si riduce al sistema di due rette reali 
o immaginarie; o in altri termini,»» ogni sistema di coniche in in- 
voluzione v' è sempre almeno una coppia di rette reali o immagina- 
rie .Se queste rette sono reali, saranno due corde comuni, reali o 
ideali del sistema u — ku„ secondo che le due coniche u, u, si ta- 
gliano in quattro punti reali, o in quattro puuti immaginar». Se 
dette coniche si tagliano in due punti reali e due immaginari» , 
una di quelle rette sarà corda comune reale del sistema, e 1' altra 
ideale. Se poi quelle rette sono immaginarie saranno due corde 
comuni immaginarie. 

849. Cercando la polare della terza conica (16) rispetto a un 
punto (x lf y t ) si trova (P 737) per sua equazione 

(21) ( (Ay,-hBx,-hI))y-h(By l -hCx,-hE)x-t-Dy,-hEx,-i-F 

donde si vede che detta polare paSsa sempre per lo stesso punto, 
qualunque sia k. Questo punto è l’ intersezione delle due rette 
(Ay l +Bx 1 -hD)y+(By l -\-€x l +E)x-\-Dy l -^-Ex I -hF=o , 
(A l y l +B l x l +D,)y+(B,y I +C I x 1 -t-E l )x+D l y l +E l x l +-F l -=o, 
che sono le polari del punto (x,y,) rispetto alle coniche u e u, ; 
quindi le polari <f un medesimo punto, rispetto a ciascuna conica 
del sistema in involuzione, passano per uno stesso punto. 

850. Sia invece data una retta 

(22) ay+hx+c=o , 

e se ne voglia il polo rispetto alla conica u — ku L . Dinotando con 
x„y t le coordinate di questo polo , l’equazione della corrispon- 
dente polare avrà la forma (21), la quale perciò dev' essere iden- 
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fica alla (22), il che à luogo, se 

I Ay t -hBx t -hD— __a 

Dyi+Ex t -t-F—k(D,y t +E t x t +FJ~c ' 
By,-t-Cx,+E — k D ,y ,-t- C ,x t -\- E t ) b 

Dy^Ex^F— kiD^^E^^-F,) ~~ c 
Per ogni valore di k , cioè per ogni conica del sistema in involu- 
zione , queste formolo dànno il polo della retta (22) rispetto a 
quella conica; sì che, eliminando k tra esse, avremo il luogo geo- 
metrico de poli della stessa retta (22), rispetto a ciascuna conica 
del sistema; questo luogo, come si vede, i un' altra conica. 

851. Supponendo tuttavia F equazione d' una conica 
u—Ay*-+-2Bxy+Cx t -+-2Dy+2Ex+F=zo, 
ed L, 31, N tre funzioni lineari in db e y a coefficienti reali, le 
(24) u=kLM, u=k’LN 

saran le equazioni di due altre coniche, che anno con la u la corda 
comune L ; mentre la prima di esse à inoltre con la u la corda M 
e la seconda à con la stessa u la corda N. Ora sottraendo le (24) si à 
(25) L{kM—k l N)= o , 

e quest’ equazione è un altro luogo che à con ognuna delle (24) 
gli stessi punti comuni che queste ànno tra loro ; ma la (25) è il 
sistema di due rette I=o, kM — k'N=o, quindi queste sono due 
corde comuni alle (24); e poiché la seconda passa pel punto (MN), 
cosi ne segue, che se tre coniche ànno una corda comune, le altre 
tre cor de, che a due a due àn di comune, passano per uno stessopunto. 
852. Supponiamo ora che la prima (25) sia il sistema di due 



rette (a, a'); e la seconda quello di due altre rette (6, 6 ') ; allora 
questi sistemi di rette e la conica u son tali che devono avere una 
corda comune, e sia la AB, così i due sistemi di rette saran quelli 
segnati nella figura; inoltre la conica deve avere col sistema (a, a') 
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una seconda corda comune , la FD ; e col sistema (b , b') dna se- 
conda corda comune la CE; e finalmente i due sistemi di rette 

t 

devono avere un' altra corda comune , la GH ; queste tre corde 
devon passare per uno stesso punto 0. Ora le rette DA, AC, CE, 
EB,BF,FD costituiscono , secondo questa serie , i lati d’ un esa- 
gono iscritto nella conica, quindi si à il celebre teorema di Pascal: 
in ogni esagono ( DACEBFD ) iscritto in una conica, i punti di con- 
corso ( G ) , (//) , (0) delle tre coppie di lati opposti (AD , EB ) , 
(AC,BF), (CE, I)F), stanno per dritto. 

Siccome poi nel sistema polare reciproco della conica data , 
il quale è un’ altra conica (n.° 768), a ciascun vertice dell’esago- 
no iscritto corrisponde una tangcnte.e ai punti allocati sopra una 
retta* corrispondono altrettante rette concorrenti in un punto, 
cosi, si à l'altro teorema notevole del Brianchon: in ogni esagono 
circoscritto a una conica, le tre congiungenli le tre coppie di vertici 
opposti passano per uno stesso punto. 

853. Da questi teoremi reciproci discendono i corollari seguenti: 

I. Supposto che due vertici dell’ esagono coincidano , s’ avrà 
un pentagono , e il lato che congiungeva i due vertici coincisi , 
si sarà mutato in una tangente, quindi 

In un pentagono iscritto in una In un penlelalero circoscritto 

conica,la retta che passa pe'punli a una conica, la retta che passa 
d‘ intersezione cf un primo lato per l' intersezione delle congiun- 
col terzo, e del secondo col quarto, genti un primo angolo col terzo 
incontrerà il quinto lato in quel e il secondo col quarto , e pel 
punto dovei" incontrala tangente quinto vertice, incontra il lato 
menata alla conica dal vertice op- opposto a questo vertice nel punto 
posto a quel quinto lato. di contatto. 

II. Quando due altri vertici vengono a coincidere , l’ esagono 
si muta in tetragono, e un secondo lato dell’ esagono diviene tan- 
gente la curva; quindi 

Se in un tetragono iscritto in Se in un quadrilatero circo- 
una conica si conducono le lati- scritto a una conica si congiun- 
genti per due vertici opposti , il gono due vertici opposti, e ipunti 
loro punto d" intersezione e quelli di contatto de’lati opposti, queste 
de'lati opposti del tetragono slan- rette passano per un medesimo 
no per drillo. punto. 
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111. Finalmente, su I’ esagono o il seilatero si riducono a un 
triangolo o trilatero, si anno i due teoremi seguenti : 

In ogni triangolo iscritto in In ogni trilatero circoscritto 
una conica,le intersezioni di eia - a una conica, le tre congiungenti 
scun lato con la tangente nel ver- i vertici coi punti di contatto dei 
lice dell angolo rispettivamente lati rispettivamente opposti pai- 
opposto stanno per dritto. sano per uno stesso punto. 

854. Da quanto abbiamo tin qui esposto risultano i medoti gra- 
fici per descrivere una conica , essendone dato il necessario nu- 
mero di punti o di rette, o di punti e rette. Cosi 


Dati cinque pinti, descri- 

VEHK LA CONICA. 

Sieno A.BjC.B.E i punti dati : 
con quattro qualunque di essi , 
e sieno A,B,C,D, si formi il te- 
tragono ; si meni pel quinto 
puuto E una trasversale qua- 
lunque , che incontri due lati 
opposti del tetragono rispetti- 
vamente in A', B', e gli altri 
due lati in C', D'; finalmente si 
trovi il punto M coniugato di E 
nell’ involuzione delle tre cop- 
pie (A',B') t (C'.D'j, (E,M): sarà 
M un altro punto della conica 
(n.° 843, 1). 

Altra soluzione 

Sieno A,B,C,D,E i punti da- 
ti: condncansi le AB, DE, che si 
incontrino in O; da questo punto 
si meni una trasversale qualun- 
que.che incontri in F la congiun- 
gente BC, e in G la congiungenle 
GD; si congiunga F Con E, e G 
con A, e queste due congiun- 
genti determineranno un altro 


Date cinque rette, descri- 
vere LA CONICA. 

Sieno a, b, c, d, e le tangenti 
date : con quattro qualunque di 
esse, e sieno le a,b,c,d, si formi 
un quadrilatero, e sieno a,{ì due 
vertici opposti, e 7 , 5 gli altri 
due vertici opposti; si prenda un 
punto qualunque P sulla quinta 
tangente d , e si congiunga coi 
vertici a.Pof.Sjfìnalmentesi tro- 
vi il raggio m, coniugato di d 
nella involuzione delle tre cop- 
pie (Pa, 1% (Py.PS), (d,m) ; il 
raggio m sarà un’altra tangeute 
della conica (n.° 843, 111). 

Altra soluzione 

Sieno le cinque tangenti da- 
te, prese in ordine qualunque 
a.b.c.d.e; e sieno A, B, C, D le 
intersezioni (a,b), (b,c), (c, d), 
(d,e): si congiunga A con D, e, 
preso dovunque unpuutosuque- 
sta congiungente, si menino per 
esso e per gli altri due vertici 
B,C due rette a, [5 che iucoulri- 
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punto M licita conica (n.° 8i>2). 


Dati quattro punti e una 

TANGENTE D’ UNA CONICA , DE- 
SCRIVERLA. 

Con quattro qualunque dei 
punti dati, presi in quell'ordine 
che si voglia, si formi un tetra- 
gono; e sieno A, A’ i punti in cui 
due lati opposti incontrano la 
tangente data, c B.It' quelli ove 
la incontrano gli altri due lati. 
Si determini il punto doppio M 
dell’ involuzione di cui (A, A') 
(B,l?) sono due coppie di punti 
coniugati ; sarà 31 il punto di 
contatto, cioè un quinto punto 
della conica (n.°843,II),clie indi 
si costruisce come nel prò. prc. 

Osservazione. — Poiché v'à 
due punti doppi 31, 31'. così, in ge- 
neralc,qucsto problema ammet- 
te una doppia soluzione ; cioè , 
in generale, si possono costruire 
due coniche diverse coi medesi- 
mi dati del problema (n.° cit.). 

Dati tre punti e due tan- 
genti, COSTRUIRE LA CONICA. 

Sieno P, , P, , P, i punti dati 
e T,, T, le due tangenti. Si èon- 
ducano le trasversali P 1 P„,P.,P I i 
P,P„ le quali taglino la tangente 
T, rispettivamente in A„A a ,A„ 
e P altra T, rispettivamente in 
B„ B„, B,: è chiaro che (A, t B,), 
(P„ P,) sono due coppie di punti 
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no la e, c la a nc'punli 31. N; la 
loro congiungentc sarà un'altra 
tangente la conica (n.°8!i2). 

Date quattro tangenti e 

UN PUNTO D’ UNA CONICA , DE- 
SCRIVERLA. 

Con le quattro tangenti si 
formi il quadrilatero, di cui A, 
A' sieno due vertici opposti , c 
B, B' gli altri due; si congiun- 
gano questi punti col dato P; si 
trovi il raggio doppio PM dcl- 
I’ involuzione, di cui (PA.PA'), 
(PB,PB') sono due coppie di rag- 
gi coniugati, c sarà P31 una 
quinta tangente ( n.° 843, IV ) 
della conica richiesta, che indi 
si descrive come uel prob. prec. 


Osservazione. — Poiché vi à 
due raggi doppi, PM,PM', così, 
io generale, questo problema è 
capace d' una doppia soluzione, 
cioè , in generale , si possono 
costruire due coniche diverse 
coi medesimi dati del problema. 

Date tre tangenti e due 
PUNTI, COSTRUIRE LA CONICA. 

il problema sarebbe risoluto, 
se si conoscessero le tangenti ai 
punti dati. Sieno P, , P, questi 
punti , e T, , T, . T, le tangenti 
date. Sia O il punto di concorso 
delle due tangenti T, ,T, , ed S 
quello delle due tangenti igno- 
te: congiungendo OP„OP t , OS 
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corri spondei! li nell' involuzione quest' ultima retta sarà uno dei 
dalla trasversale P,P,, che inter- raggi doppi del fascio (O) ri- 
seca il sistema di coniche aventi spetto alle coppie di raggi coniu- 
le due tangenti T,, T, di comu- gati T„T, eOP,,OP,; si che, de- 
ne; e altrettanto à luogo per le terminando questo raggio dop- 
coppie (A,,B t ),(P„P J ) e (A„B,), pio, s’ avrà una retta che passa 
(P,,P,). Sulla trasversale P,P, per l'ignoto punto S.Similmen- 
si determinino i punti doppi M, te, rispetto a due altre tangenti 
M' dell’ involuzione , mercè i T„T, , p. e. , che s* incontrano 
quattro \ t ,A t ,P t ,P„ c per M o in O' , e alle due rette O'P, e 
per M' passerà l'ignota corda dei O'P. si determini nel fascio(O') 
contatti ( n.° 847 ). Similmente il raggio doppio O'S , il quale, 
sopra un'altra delle due trasver- incontrando OS, determinerà S, 
sali rimaste si determi nino i cor- che congiunto con P, e P, lìs- 
rispondenti punti doppi N , N' ; sera due altre tangenti della co- 
congiungasi la MN.che incontri nica , la quale si potrà quindi 
in R e S rispettivamente le tan- costruire, 
genti T,, T„ e saranno R,S due 
altri punti della chiesta conica, 
che si potrà quindi costruire. 

Osservazione. — Poiché eia- Osservazione. — Poiché in 

scuna retta chq passa per due dei ciascun fascio v' à due raggi dop- 
punti doppi è una corda dei con- pl ; e perciò quattro punti S, il 
tatti.il problema dato ammette, proposto problema ammette, in 
in generale, quattro soluzioni, generale, quattro soluzioni. 

855. Sia u=o , una conica, che abbia un doppio contatto con 
ciascuna di due altre coniche: chiamando iY.PIe rispettive corde 
de' contatti , queste due seconde coniche possono essere rappre- 
sentate rispettivamente da u — iV*=o, u — P‘= 0 ‘, sottraendo que- 
ste equazioni, otteniamo N* — P*=o, o vero N+P=o, N — P=o, 
cioè il sistema di due rette, che sono le corde comuni di queste 
due coniche: or quelle rette passano entrambe per lo stesso punto 
(jVP), eh’ è quello d' incontro delle due corde dei contatti, e for- 
mano con queste un fascio armonico, quindi se due coniche anno 
ciascuna un doppio coniano con una tersa , le due corde de' con- 
tadi e le due seganti, reali o immaginarie, delle due prime coniche 
passano per uno stesso punto, e quivi formano un fascio armonico. 
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886. Descrivendo le coniche che passano per due punti dati A, 
B e toccano due stesse rette , la corda AB deve , secondo questo 
teorema, passare pel punto di concorso delle varie corde dei con- 
tatti ; quindi, restando (issi i punti A e B, anche il detto punto 
di concorso sarà fisso; e però se una conica passa per due punti e 
tocca due rette, la corda de' contatti passa per un punto fisso. 

Se la conica u=o si riduce al sistema di due rette , allora si 
à, come caso particolare del precedente teorema, il seguente; se 
due coniche àn no due tangenti comuni, le corde de contatti e le altre 
due corde <T intersezione passano per lo stesso punto. 

857. Poniamo ora che la conica u=o abbia doppio contatto con 
ciascuna di tre altre le quali possono essere perciò rappresentate 
dalle tre equazioni u — iV*=o, u — P‘=o, u — Q’= o: sottraeudo a 
due a due queste equazioni , otteniamo i seguenti tre sistemi di 
corde d'intersezione: {N — P,N+P), (JV — Q,N-t- Q),(P — Q,P-hQ) 
e queste sei corde, combinate a tre a tre , prendendo ciascuna in 
un sistema diverso, danno i tre sistemi seguenti : 

N — P=o, N — 0=o, P — Q=o\ 

A' — P= o, N+-Q=o, P+Q=z o; 

N+P=o, N — 0— o, P — 0= o; 

N+P=o, N-hQ=o, P-\-Qzr=o; 
donde si vede che le tre rette di ciascuno di questi sistemi pas- 
sano per uno stesso punto (n.® 292) ; laonde se tre coniche ànno 
ciascuna doppio contatto con una quarta, le sei corde d' interse- 
zione delle prime, prese a tre a tre, passano per uno stesso punto. 

858. Allorché le due funzioni u ed u — P' si scompongono cia- 
scuna in fattori, la unco rappresenterà il sistema di due tan- 
genti comuni alle due coniche u — ,V’=o e u — ()’=o; e u— P’= o 
rappresenterà il sistema di due rette , le quali passano pel punto 
d’ intersezione delle dette tangenti ; quindi se due coniche ànno 
due tangenti comuni , e dal punto di concorso di queste tatsgenli si 
menano due rette qualunque , le corde che in ciascuna conica con- 
giungeranno gli estremi di queste seganti, s’andranno a incontrare 
in un punto di una delle corde comuni alle due coniche. 

859. Finalmente se ciascuna delle funzioni u — AT*,u — /**,« — Q % 
si scompone in fattori , le tre coniche corrispondenti si mutano 
nel sistema di tre coppie di tangenti , che formano un esagono 

si 
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circoscritto; di cui, dinotando con 1,2,3, 4, 5, 6 i Iati, le tre diago- 
nali congiungenti i punti (1 ,2) e (4,5); (2,3) e (5,6); (3,4) e (6, 1 
s’ incontrano in uno stesso punto ; queste tre diagonali si dicono 
opposte, e si ricade sul teorema del Brianchon (n.° 852). 

È da osservare che, potendosi cambiare l’ordine in cui son presi 
primitivamante i lati , possiamo formare con le stesse rette dif- 
ferenti esagoni, il cui numero è di sessanta , e per ciascuno di 
essi l’enunziato teorema à luogo. 

860. Sieno u,=o, m„=o, o tre coniche, e formiamo le al- 
tre due m, — ku,= o, m, — k'u,— o, la prima delle quali, che dino- 
teremo con r=o, passa pe’ punti d' intersezione della prima e 
seconda delle date; I' altra che indicheremo con r m =o, passa pei 
punti d'intersezione delia prima e terza delle date. Ora, sottraendo 
le due equazioni u, — ku,= o, u,~ k'u,=o, si à l’ altra k'u, — ku n 
=t>, — r,=o , e questa doppia equazione indica una sola conica , 
la quale passa pe’ punti d’ intersezione delle due coniche u,=o , 
u,=o, c per quelli delle altre due e,=o,r m =o; laonde si à il teo- 
rema : le intersezioni reali o immaginarie di due coniche date , e 
quelle di due altre che passano pe' punii (T intersezione di quelle pri- 
me due con una terza, sono situate sopra un’ altra conica. 

861. Ritenendo le stesse denominazioni, formiamo l’equazione 
u,-{-kU m -hk'u,—o; questa rappresenta una nuova conica, la quale 
passa pei punti d’ intersezione delle due (u 1 -t-/ru I =o u,— o) e per 
quelli delle altre due (u^k'u^o, u t = o) ; quindi se si anno tre 
coniche (u l ,u a ,u t ) , due qualunque di esse (u„ u,) saranno tagliate 
da due altre qualunque u,-t-k'u t , u,- 4 -ku,) che passano per le in- 
tersezioni reali o immaginarie di quelle due con la terza (u,) , in 
punti situati sopra un' altra conica. 

862. Ora possiamo trovare l' equazione della conica che à dop- 
pio contatto con due coniche date u, u,. Sieno .tf.A’due corde co- 
muni di queste coniche, per modo che 

(26) m— u,=.V.V ; 

la conica dimandata, dovendo avere un doppio contatto con la u, 
la corda de’contalti deve (n.° 855) passare pel punto (4fjV), e però 
la sua equazione avrà la forma 

(27) ku— (pM-hfif)'; 

similmente, dovendo aver doppio contatto con la u , , la sua equa- 
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zione deve aver la torma 

(28) ; 
queste due equazioni devono essere tra loro identiche; e però sot- 
traendolo, e tenendo presente la (26), ne risulta 4/V=(p* — p'*)if-t- 
2(n — p')iV, e quest'equazione sarà un' identità se p.'=— p, £=4p; 
laonde con questi valori, la (27) o la (28) diviene 

(29) pW— 2iz(M-t-u I )-+-iV'=o , 
ed è questa I’ equazione dimandata. 

Se la ti è il sistema di due rette A,C, e la u, quello di due al- 
tre rette B,D; allora la (29) diviene 

(30) p’M*— 2 V .(AC+BD)+ir=o, 

e rappresenta la conica iscritta in un tetraedro, i cui lati consecu- 
tivi sono A,R,C,D; le rette M,N sono le diagonali, e AC — BD=.MN. 

Ma si può avere un’ altra equazione di questa stessa conica . 
al modo seguente. Sia P—o la terza diagonale del tetraedro ; le 
equazioni de’ lati A,B,C,D saranno rispettivamente (n.° 347) 
A—H-hN+P=o, B—M+N—L=o, 

C—M+N — P—o, D=N-t-L — M— o, da cui 

AC=.V'-hN , —P'+-2LM, BD=—M'—N'+P , -h2LAl ; 
ma poiché dev’essere AC — BD=M\, convien prendere 

A C=ìì AT-t- ,V'— P*+ 2LM), AB=\(M'+X t —P'—2LM) , 

e quindi AC-t-.BD=ì(M*-HA' m — P’), e però la (30) diviene 

(31) jiw— n(jr+jv*— P')+ir=o. 


CAPITOLO VI. 

DELLE CONICHE RIFERITE AD ALTRI GENERI DI COORDINATE. 

ART. I. 

IqUaciuur gencru le delle coniche e formolo «arie, riferite 
n coordinate trillncarl. 

863. Dinotiamo, come allrove.con a,[3,? le distanze d'un punto 
da tre rette che non concorrono in uno stesso punto, le quali for- 
mano il tri. coor., i cui lati, rispettivamente perpendicolari ad a, 
£, y. dinoteremo con a,b,c, e consideriamo l’equazione generale 

(1 ) F(a,$,f / =Aa.*+2Ba$+C$*-+-2Da'{+2E$y+‘2I‘y=o, 
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la quale rappresenta una conica ; imperocché combinandola con 
I* altra fa-t-mJJ+ny^o , rappresentante la retta, per eliminarne 
una delle variabili, e sia y, otteniamo un’ equazione di 2° gr. ri- 
spetto al rapporto a:g, il che indica che il luogo (1) è incontrato 
da una retta in due punti, e perciò è una conica (n.° 192); inol- 
tre la (1) contiene cinque costanti veramente arbitrarie, e tante 
son pure le condizioni necessarie e sufficienti, per individuare , 
generalmente parlando, una conica. 

864. Sappiamo che, in coordinate cartesiane x,y, l'equazione 
delle coniche à la forma 

Ax*+2Bxy-+- Cy'+2Dx+2 Ey-+- F=o, 
che si può rendere omogenea,ponendo x:k,y:k invece di x,y, ove 
k è una retta arbitraria presa per unità di dette coordinate, e si à 
Ax'-{-2Bxy-\-Cy t -\-2Dkx-\-2Eky+Fk'=o, 
d’onde vediamo che la (1) si mula in quest’equazione, suppo- 
nendo a, 3 rappresentare x, y, e y rappresentar la costante k; ma 
in tal caso l’equazione y=o, divenendo k= o, indica che quest’asse 
y è all’ infinito (n.° 227) , quindi le coordinate cartesiane sono un 
caso particolare delle trilineari , il quale à luogo quando uno dei 
lati del tri. fond. passa all’ infinito. 

865. Pertanto, cambiando l'ordinamento della (1), per una certa 
simmetria nelle formole risultanti, la scriveremo così: 

(C) F{a,$,'()=Aa.'+BS'+Cf+2D$y-h2Ea'(+2FaLV=Q , 
e noteremo primamente che essa è scomponibile in fattori di 1" 
grado , e quindi rappresenta il sistema di due rette, quando il suo 
discriminante è nullo. 

866. Alla ( C) si posson dare altre forme, senza turbarne il gra- 
do nè la generalità: cosi possiam sempre darle la forma seguente: 

(C) (aa+b$+c'i)(A'a.+B"$-hC'i ) — (D , 6y-|-.E'ay+-F'ap)==o; 
essendo A',B',C,D',E',F' delle nuove costanti connesse alle pri- 
me A,B, ec. E in fatti, per identificare le ( C ), (C), convien porre 
le seguenti eguaglianze : 

aA'=A, bB'r—B, cC'=C, 

bC'+cB' — iy=2D, aC+cA'—E'-^2E, aB'+bA'—F'=2F, 
donde si traggono i seguenti valori 

A'=A:a, B'=B.b, C=C:c, 

(2) Bc'+Cb*—2Dbc Ac'+Ca'—2Eac Ab’+Ba'—2Fab 

I ^ ' ? yE — y a — ——————————— 

\ bc ac ab 
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che non sono mai immaginarli, nè infiniti. 

807. l'osto ciò, sia (sc'^Y) un qualunque punto dato : la retta 
condotta per esso à per equazione 

(/) P')-+-nfr— ■ y'J^=o ; 

in pari tempo a<*-HÒ,S-t-CY= 2 a, aa'-hbp.-+-cf—2& , essendo A la 
superficie del tri. coor. (n.° 386} ; da queste eguaglianze si trae 
a{a— «')-t-ò(?— P'}-K(T— ' T')=°. 
e combinando quest'equazione con la (r 7 ), e ponendo cm — 6n==p, 
ci — an—q, bl — am=r, s' ottiene 


(r*) 


a — a 


t-y 


=p- 


p q r 
in cui p indica il valore comune di questi tre rapporti; e può no- 
tarsi che, secondo le formole (47,41 0),p, q, r sono proporzionali 
ai seni degli angoli che la retta (r') Torma coi tre assi coor.a.Ji,?; 
si che nelle equazioni (t jr ) che valgono egualmente a rappresentar la 
retta (r 1 ), le p, q,r possousi considerare come rappresentati asso- 
lutamente i delti seni, e così li riguarderemo. Ora, prendendo dalle 
(r*) i valori o=a f -t-pp, $=p'-hq?, T= 7 '-f-rp, e sostituendoli nella 
( C) s' ottiene (C.A. n.° 387) l'equazione 
(3) F(a',^, T ')+(pFV+gF' /3 ,+rF' r )p+F(p. ? ,r)p*= 


che serve a determinare con le sue radici le distanze, reali o im- 
maginarie, p',p"’ del punto (a'gY) dai punti in cui la retta (r') o 
Ir”) incontra la conica. Dette radici sono eguali, se 
(4) ■(FFY+9F' a ,+rFV)’=4F(a',p'Y).F(p, g ,r) ; 

in questo caso la retta (r*) è tangente la conica e la (4) insieme 
con la ap+bq-\-cr=o (48,410) serve a determinare le ignote di- 
rezioni ( pqr ) delle due tangenti, che , in generale , si posson me- 
nare dallo stesso punto (a'£Y). 

868. Si può notare che, per le relazioni tra le radici e i coef- 
ficienti d' un' equazione, è 

py=F(a\SS'Y):F(P,9.r) , 

e , se la conica (C) è un circolo , questo prodotto dev’ essere co- 
stante, qualunque sia la direzione della retta condotta per (a(Y, 
cioè qualunque sieno i valori p,q,r. Or, dando all’equazione (C) 
la Torma (C'), e tenendo presente che ap+bq+cr=:o, si trova 
f(p,q,r)—D'qr+ E'pr+F'pq ; 
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perchè dunque il prodotto p'p" riesca costante , è duopo che sia 

(5) I)'qr-t-E'pr-+-F'pq=G , 

ove G è una costante; ma p,q,r devon pure verificare la relazione 

(6) aqr-t-bpr-t-cpq= — 4A m :a6c, (53,41 1) 

quindi c d'uopo che sia. D':a=E':b=F':c , perchè la precedente 
equazione possa verificarsi indipendentemente da p, q, r; in fatti 
chiamando k il comun valore di questi tre rapporti, la (5) diviene 
aqr-hbpr-+-cpq—G:k, 

e sarà identica alla (6) , indipendentemente da p, q, r , ponendo 
k= — Gabc-.bs *, il che può sempre farsi; così sarà D'=ak,E'=bk, 
C'=ck ; I’ equazione ( C ) diverrà 
(c) (a*-i-b$-i-<r()(A'<i-+-B'$-hC’'()— A(afc-t-6aY-hca3)=o, 
e rappresenterà un circolo ; ma perchè si possa ridurre a questa 
forma è d’uopo che i tre rapporti D':a,E':b, F':c sieuo eguali, o 
sia, rimettendo per l)',E',F' i loro valori (2), è d'uopo che sia 

(7) Ab'+Ba*— 2Fab—Ac'+Ca'— 2Eac=Bc'-hCb’— 2Dbc, 
e queste sono le condizioni perchè la (C) rappresenti un circolo. 

8G9.Se il punto (a'fY) è sulla conica, F(a'£Y)=o; la (4) diviene 

(8) J > fv+fv-kfv=o. 

e sostituendo per p,q,r i loro valori dati dalle (r"), e tenendo pre- 
sente che a'F' a <-l-p , F' / 3.-|--if'F'y=2F(«',p',7')=o, (C. A. n.°386) 
s’ ottiene l’ equazione 

( *F' a .-HÉFY+TF' r ==°. ° vero 

1 ' j (Aa+F? +Ei)*+{Fa! +B? +Di' $MEz+Dy+CYn=*> 

della tangente la conica (C) in un punto (a'gY) dato sulla curva. 

870. Se una data retta 
(r) /a-f-wi?-t-*»Tf=o 

deve toccar la conica ( C ) è d’ uopo che, dinotando (a'£Y) •’ *- 
gnoto punto di contatto, la ( T) coincida con la (r), e ciò à luogo se 
Aa'+Fp+Ef FoL'-hBp+Di' £«'-+- D^'+d 

l ~ m ~ n - h ’ 

essendo h il valore comune di questi rapporti ; quindi 

Av!+F$-\-Ey' — W>= o, Fa!->rB^'+iy{ — mh^=o, Ea +D^'- J rC't'— uh— a, 
aggiunta a queste equazioni 1’ altra 

(9) ta!+mp +n-{'=o. 
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perchè (a'pY) è pure punto della retta (r), si à il sistema di quat- 
tro equazioni omogenee, e però, (E. A. n.° 626) dev’essere 
AFFI 

1/ o n .. 

(t°) =A i r-t-B l m*-t-C 1 H , -t-2Z> I mm-2£ 1 ln-t-2F I ò/i=o, 

l< /* fi 

l m n o 

ed è questa la condizione perche la retta (r) sia tangente la conica 
( C ). In essa è 

| A t =BC-D\ B.—AC—E *, C,=AB F', 

11 / D,=EF—AD, E,=DF—BE, F,=DE—CF. 


871. Secondo la (10) e le (11), perchè la conica ( C) sia toccata 
dai tre assi a, p, y , devonsi avere a un tempo le tre eguaglianze 

££—/>*= o, Af—E-.-o, AB — F*=o, 
da cui D—dz\/ BC, E=±\/ AC, F—±\' AB. Ma nel sostituir 
questi valori nella (C) è duopo prendere i radicali o tutti e tre 
col segno — , o due col segno -t- e uno col — , perchè solo in que- 
sto modo il primo membro della ( C ) non diviene quadrato per- 
fetto, e così la (£). non essendo scomponibile in fattori di 1° gr., 
rappresenterà propriamente una conica. Pertanto, fatta la sostitu- 
zione, e prendendo i radicali tutti col segno — , avremo 
(c) Aa'+ By+CY-STBC.^- \~ÀC.ar{—\fAB.a^=o. 
o vero, ponendo A=A l, ,B—B' t .C=C'* , 

(c') ± \ \Tai yTr p± y' cv=o, 

e I’ una o l’ altra di queste equazioni rappresenta la conica iscritta 
nel triangolo coordinalo. 

872. Sieno (a,p,^,) i due punti in cui la trasversale 

condotta pel punto (a'pY) incontra la conica (C: : le equazioni 
delle tangenti in quei punti saranno, secondo la (7’j, 
(Aa i -t-F^ l A-Ey,)a-h(Fa l -t-B? I A-By,^A- < Ea t -h/)p,+Cy,^=o, 
(Aa,+Fp t -hEiJa-h(Fa t +Bp m -hl)y t )p-i-(Ea t -h0P'-hC'(')y=o: 
inoltre, essendo per dritto i punti fa' £ Y)» s * è 

(12) a'(P,T.— T.P.)-I-P'(T.*.— 

se ora, fra queste tre equazioni, eliminiamo l'e- 

quazione risultante sarà quella del luogo de' punti d' intersezione 
di tutte le trasversali, condotte per (a$'y), con * a conica, o vero 
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sarà la polare di questo punto. Pertanto scriviamo le prime due 
equazioni cosi; 

(Az+F$+E7)a,+(Fz+Bs+IF()$,-i-(Ea+D$-i-C'(rt ll —o; 
indi, eliminando gli ultimi trinomi e i secondi, otteniamo 

(A*+F$-hE'(y*.'< t —- Y.?.)=o. 
(Aa-hF?+Ej){aX— ?,«.)— {E*+D$+&()(fa,—‘ r.P^=o, 

ed eliminando i tre binomi tra queste e la ( 12 ), ordinando rispet- 
to ad a, 7 , si ù l' equazione 

( P) (Az+Fp+EY)*^ [ F*'+By+Di^+(Ez+W+C-x , )'(=o. 
che è quella della polare di (a'jSY) rispetto alla conica (C), o vero 
è f equazione della retta de' contatti delle due tangenti menate dallo 
stesso punto (a'p'-j') alla conica (C). E paragonandola con la seconda 
( T ) ben si vede, che la stessa equazione rappresenta la tangente 
o la polare, secondo che il punto (a'g Y) è, 0 pur no, sulla curva, 
873. Dinotando con t> una funzione delle variabili a'^Yt e con 
k una costante, l'equazione 

(13) F(a.0, T )=/rt>* 

rappresenta, come sappiamo, tutte le coniche, che insieme con la 
data (C) anno doppio contatto, e la retta de' contatti è la e. Se la 
conica (13) deve passare pel punto (<x'<ÌY)convienc che sia F(a,(lY) 
=4r'\ ove v 1 dinota ciò che diviene v quando alle a. ( 1,7 si sosti- 
tuiscono a\£'Y. Eliminando k tra quest'equazione e la (13) si à 

(14) «'•F(a.p. 7 )=r*F(a\p , ,v') , 

e quest' equaziane appartiene a quella tra le coniche (13) , che 
passa pel punto (z’S'tf.Se questo punto è quello di concorso delle 
due tangenti, allora è chiaro che la (14) deve rappresentare il si- 
stema di queste tangenti, purché la funzione v sia il primo mem- 
bro della ( P ), e allora t/=F(<x',p'Y), quindi se 

(15) v={A*'+Fp+Ei')*-h(Fti'+Bp+Di’)(Ea.'+D$'+C':')i, 

(16) F l a'.S', 7 ').F(a,p, 7 )=o* 

è P equazione della coppia di tangenti menate dallo stesso punto 
(a'.f'Y) alla conica (C). 

874- Abbiasi la retta 

(r) /a-HH?-f-nf=o, 

e si vogliali le coordinate del suo polo rispetto alla conica (0 ; 
sia (a P'yO questo punto , e la sua polare avrà par equazione la 
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(P)‘, quindi se vuoisi che questa polare sia la (r), le equazioni 
[P) ed (r) devono essere indentiche, il che à luogo se 

Aat+Fp+Ef Fz'+Bp+D 7 ' E*+ />?'-+- Cy . 

• l ~ m ~ n 

queste due equazioni con l’ altra aa.' serviranno a 

determinare le ignote coordinate a'.g’Y. E perciò, dinotiamo con 
s il comune valore de’ tre rapporti (17) , c avremo 
(18) Aa-t-Fp+EY—t ls=o,Fa.'+Bp+lh('— ms=o,Ea'-{-D^-t-CY—ns=o, 
indi, tenendo presenti le (11) e la aa.'-+-bp+F('~2A; ponendo per 

A E E a 
F B Db 


semplicità 

(R) R=A l a , -ì-B l b t -+-C l c % -+-2D,bc-ì-2E t ac+2F l ab=\ 


E DCc 
a b c o 


c prendendone le derivate 
(19) \R'=A l a+F l b+E l e, {R'^Ffi+BJ^-D.c, {B , =E t a-t-D l b-i-C,c, 
si deduce dalle (18) 

_ P' _ 7' 


• 20 ) 


pi, l+E ,m-+- £,n h\l-{-B l m-+-D I n 
4a 


£,/-*- /l.m-t-C,»» 


IR' a A-mR /,-\-nR e 
e con queste formolo si anno le coordinale del punto (a'£Y) polo 
della rella (r) rispetto alla conica (C). 

875. Essendo che il centro d’ una conica è il polo della retta 
all’ infinito , la cui equazione è aa-f-6;3-t-C7=o , cosi , dinotando 
eon (a 0 jì # 7 ,) detto centro, sostitueremo nelle ( 20 ) a,b,c invece di 
I, m, n, e a„, {5 0 , y 0 invece di a'.p'Y, e avremo per le coordinale 
del centro della conica ( C ) 

(21) a ° ?0 ~ 7 * - 4A ~ 2i 


iR' ' 

a 


R 


1 R\~~ \R'c~~ aR' a+bR'i-hcR 1 ' 
Queste forinole si possono scrivere cosi : 

i A,a+F l b-hE l c=t; 0 , F t a-hBJ>-hD t c=k$ 0 , 
E l a-t-D I b-t-C l c=b(,„ essendo k—R:2\ ; 
e da questo sistema, ponendo 
AFE ‘ 

1 = 0 = discrim. di (C) , 


F B D 
E D C 
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si deduce l'altro (E. A. n.° 691, 2.* ed.) reciproco 

(22) A* 0 +Fp e +Ey 0 ^a, Fa 0 -\-B$ o + l>y„—jb, Ea 0 + D$„+ Cy 0 =. j c; 

quindi moltiplicando la prima pera,,, la seconda per la terza per 
y e , addizionando i risultamenti, osservando che aa 0 -hb(ì 0 -i-cy n = 

2a, e rimettendo per k il suo valore, s’ ottiene 
(23) 

876. La polare del punto all' infinito essendo un diametro della 
conica , se nelle (20) poniamo a'=p'=y— x , avremo l’ equa- 
zione d'un diametro 

\ IR' a +mR' b -{-nR' e = 

' > \ (^ 1 a4-F,6-i-£ 1 c)/-t-(F 1 a-4-5 1 6-+-D,c)m-t-(£,a+0 1 fc-|-C 1 c'n^o. 
che esprime la condizione perchè la (r) sia diametro della conica ( C ). 

877. Se tra le (24) ed (r) eliminiamo successivamente n, m, I, 
abbiamo le tre equazioni seguenti: 

( lR' c .a+mR' c .$— (lR' a -+-mR' b )y =o, 

(28) lR' b .aL-(lR' a ±nR' c )$-hnR\.y =o, 

( — (mR' b -+-nR' c )a-\-mR' a .$-\-nR' a .y=o, 
ciascuna delle quali rappresenta un diametro, la cui direzione è 
rispettivamente determinata da uno de’ tre rapporti l:m,l:n,m: n; 
e ognuna è verificata dalle (21), come doveva essere, perchè ogni 
diametro passa pel centro. 

878. Volendo l’ equazione del diametro coniugato della retta 

(r) la-t-mp-4-)iT:=o, 

si procede al modo seguente : si dinotano , per un momento con 
a'.JJ'.f' le coordinate variabili, e con a.p,^ quelle d' un punto qua- 
lunque della conica (C); l’equa, della tangente in questo punto sarà 
aF' a +$'F' l} +-y' F 'y=o , 

e questa tangente sarà parallela alla (r) se (n.° 398) 
a b c 

(26) l ni n = o : 

F'aE'aF’y 

ora, se consideriamo a,'},-' come variabili, quest’equazione rap- 
presenta una retta, che incontrando la conica determina il punto 
per cui menata la tangente, questa risulta parallela alla retta (r); 
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o, altrimenti la retta (26) passerà pel punto di contatto della tan- 
gente parallela alla (r). Ma se nel primo membro (26) si pongono 
invece di a.g.f i valori (21) delle coordinate del centro, e si ten- 
gon presenti le (11), quel determinante s'annulla, quindi la (26) è 
retta che passa pure pel centro, e però quell' equazione appartiene 
al diametro coniugato della retta (r). 

879. Sviluppando il determinate (26), e tenendo presenti le 
(47,419) si trova 

(27) (Ap-hfq-i-Er)<i-h(Fp-hlfq-i-DrlP-i-(Ep-h/)q-t-Cr)Y—o . 
e p, q, r sono i seni degli angoli che fa coi tre assi la retta 
(r) diametro coniugato dell’ altro (27). Ora, se due rette 

(28) l«-l-mP4-nY=o fcH-m'P-t-n'Y=o 

devono essere due diametri coniugati, e p, q, r anno i significati 
superiori, rispetto alla prima di queste rette, ess^sarà diametro 
coniugato della seconda , se il primo membro della seconda (28) 
risulta identico al primo membro della (27); il che à luogo se 

/any Ap-t-Fq-hEr Fp+Bq-ì-Dr Ep-\-l)q-‘rCr 

(29) jì — m , — -, 

Sia s il comune valore di questi rapporti, e avremo 
Ap-hFq-i-Er — l's=o, Fp-+-Bq-{-Dr- m't=o,Ep-\-Dq+Cr — n'i-o, 
ma è pure lp-hmq'+nr— o (48,410), quindi f eliminata fra que- 
ste quattro equazioni omogenee sarà 


(30) 


AF E V 
F E D mf 
E DCn' 
l m n o 


f A,U' +F,{lm' -htnl')\ 
-t-B t nim'-t-E t {ln' +nl') =o , 
(-t-£,nn' +9 I (mn'+nm'); 


ed esprime la condizione perché le due rette (28) sien due diame- 
tri coniugati. 

880. Essendo la (27) l’ equazione del diametro coniugato della 
retta che fa con gli assi gli angoli i cui seni sono p, q, r; è chiaro 
allora che se p', q' , r' sono i seni degli angoli che il diametro (27) 
forma con gli assi, l'equazione del suo coniugato sarà 
(31) {Ap'+Fq'-^Ery+tFp'+Bq'+Dr'W+iEp'+Dq'+Cr’^o ; 
e poiché questo dev’ esser quello che formava coi tre assi gli an- 
goli di seni p,q, r, questi saran pure i seni degli angoli che fa il 
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diametro (31), e però, per la relazione (48,410), avremo 
{Ap ! -*-Eq'+-Er')p+{Fp'+Iiq'-\-Dr l )q-+-(Ep'-t-Dq , -bCr')r=o, 
o vero, sviluppando, 

(32) App'-\-Bqq'-rCrr'-\-Fj>q'-+-qp')-A-E(pr'-i-rp')-\-D(qr'+rq')=o. 
Quest’ equazione pertanto è la condizione perchè due rette (pqr) , 
(p'q'r') (*) sicno diametri coniugati della conica (C). 

881. Volendo la lunghezza d’ un qualunque diametro della co- 
nica, si-può averla per mezzo dell’ equazione (3) 

(3) F(*'p',y)4-(pFV-i-?F>+rFV)P+F(P,9.r)p'=o, 

supponendo esser (#'pY) il centro (a 0 ^ 0 f 0 ) della conica; allora il 
termine in p svanisce, in virtù della stessa equazione (27) del dia- 
metro, e il termine F(a',(5'Y)diviene F(o 0 g 0 f o ) cioè (23) \Q\':R, 
si che la (3) riducesi a 

(33) F(p,g,r)p*+4Qa*:/{=o, 

e dà per p valBri eguali e contrari, come appunto dev’ essere. 

882. Chiamando p’,q,r' le quantità analoghe ap, q, r, pel se- 
midiametro coniugato p\ e ponendo per semplicità F(p,g,r)=F, 
F(p',q',r')=V', avremo, secondo la (33) 


(34) 


P+? =— 


4 Qa' 
R 


V-hV , „ 16QV 1 

w ' 9 p — r' ' vr' 


Posto ciò abbiamo le seguenti equazioni: 

V=Ap*-t-Bq % -t-Cr'-\-2Dqr-h2Epr-\-2Fpq, 
r=Ap' % +Bq"+Cr' % +2Dq , r'^-2Ep , r-^Fp'q\ 
App'-+-Bqq'-t-Crr'-i-F(pq'-bqp')-t-E(pr'-hrp'}-{-D(qr l -+-rq')=o 
ap-hbq- 4 -cr—o, ap'-+-bq +cr'=o, 
delle quali la terza indica clic i diametri sono coniugati (n.°880). 
Ora prendendo dalle ultime due i valori di r,r' , sostituendoli 
nelle altre tre, e ponendo per semplicità 
Ac' — 2Eac-\-Ca'=h,Bc * — 2Dbc+ Cb'=i,Fc* — Ebe — Dac-hCab=k 
s’ ottengono le tre seguenti equazioni: 


(35) 


^ c % V=hy-hiq'-t-2kpq, c t V’=hp ,, -{-iq' , +2kp'q, 


j o^hpp'+iqq'-hk jìq'-hqp') ; 

e togliendo dal prodotto delle prime due il quadrato della terza, sia 
(36) c* FF'=(/ù — k')(qp' — pq'), 

(•) Indichiamo cosi una rolla clic fa con gli assi *,;3,y angoli i cui rispettivi 
seni sono p.q.r. 
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quindi, rimettendo per h,k,i le loro superiori esprcssiotii, tenen- 
do presenti le Corniole (R) e (38,412) e che afcsenC=2a , essendo 
C l’angolo opposto al lato c del tri. foud. , risulta finalmente 


(37) 


,r Ks)'“' 


ove 0 è l' angolo de' due semidiametri p,p\ 

Inoltre abbiamo («io, 411), (59,412) 
scn*C=p*4-q‘-t-2pqcosC , sen*(;=p ,, -f-(/'*-f-2p'q'eosC , 

scn t Cco‘-(t—fip'-^-qq'-\-'2!pq'+qp')c.osC; 
quindi , moltiplicando ciascuna di queste formule per k , e sot- 
traendo dai risultamenti rispettivamente la prima, seconda e terza 
(35;, s’ anno le seguenti equazioni: 

Asen’C — c*F=(k — h)p' -t- (k — t)q m +2kpq(cosC—i) , 
Asen'C — c’ V=(k—h)p’ , +{k—i)q’» -4-2fyV (cosC— 1), 
Àsen’CcosO —,k — h)pp'-\-(k—i}qq'+kpq'-hqp')cosC — 1) , 
e dal prodotto delle prime due tolto i I quadrato della terza, risulta 
A*sen 4 Csen’0 — kc’( F-f- F')sen*C+ c*FF'= 
^( *_ A) (A•_,•)_F(cosC-l)*];•pq'-qp') , . 

Sostituendo in quest’equazione in luogo di VV il suo valore (3(>J, 
e invece di pq' — qp' il suo valore senCsenO, (58,412), s’ottiene 
c»( F-t- F')=(/h-ì — 2A‘cosC)sen*0, 
e finalmente, rimettendo per h,i,k le loro espressioni, e tenendo 
presente che a*-i -6* — 2o6cosC— c*. si trova 

(38) F-t- F=.9sen*0, essendo 

(39) S=A+B-i-C — 2Z)cosA — 2EcosB — 2FcosC. 

Pertanto , secondo i valori (37) e (38), e le forinole (34) risulta 
che l’equazione che à per radici p\p" è questa 

. QSa’bV , 4QWcV 
’ 40 - P ~ /f* ? «'sen’6 ’ 

883. Se i semidiametri sono principali , 0=90° , e quindi l’e- 
q nazione che dà le lunghezze degli assi della conica (C; è 


R 5 


Le radici di quest’ equazione sono entrambe positive se R> o; 
sono di segni contrari se /f<o; e finalmente sono infinite se 7L=o: 
nel primo caso p’.p'* sono positivi, c quindi p.p' entrambi reali . 
e la conica perciò è un ellisse; nel secondo caso un semiasse p è 
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reale , l' altro p' è immaginario, quindi la conica è iperbola ; fi- 
lialmente nel terzo caso , I' asse della conica è infinito; e però la 
conica è una parabola. Pertanto la conica 

(C) Aa’-hBg*+C-y’-»-2DpY+2EaY-l-2F«p=o 
sarà ellisse, iperbola o parabola, secondo che R o sia 
A FEa 

FBDb ... 

. e positivo, negativo, o nullo. 

EDC c 

. ! 
a b c o 

Se 5=o le radici della (41) sono eguali e di segni contrari , e 
però la conica è l' iperbola equilatera, dunque , se 

. A-hH-hC — 2/>cosA — 2£cosR — 2fcosC=o 
la (C) rappresenta un iperbola equilatera. 

884. Volendo I’ equazione degli asintoti della conica (C) , basta 
riflettere che queste rette sono le tangenti condotte pel centro ; 
laonde nell'equazione (16) bisognerà porre le coordinate a 0 ,{5 0 ,l' 0 
del centro invece di a'.p'.f', e si à da prima 

F(«o.P..T.)-F(a.3,Tf)= 

[(•4«„-l-Fp„-4-/>Tf 0 )a-i-(Fa 0 +/?^-t-/F 1 ' 0 )P-t-(£a.-t-»? 0 -t-CT 0 )T]’ ; 
indi, in virtù delle (22) e (23), risulta 
40 a* 0* 

-fi- F(«.?*ì)= fir (aaH-bp-j-cy) ; 

e, poiché A=if:2a (ii.° 875) s’ à in fine per la chiesta equazione 

(42) RF(a,p,y)=Q(aa-hbp-i-cy)* , 

in cui 0 ed R sono i determinati de' n.' 876 e 874. 

885. Per aver l’ angolo w di questi asintoti basta trovar quello 

di due rette ad essi parallele, condotte per un punto qualunque, 
e sia pel vertice £=f=o del tri. fond. Per trovare le equazioni 
di queste rette osserveremo che , secondo la formola (20, 394) , 
esse sono della forma , in cui , y" sono due coordi- 

nate del punto posto all' infinito , e che perciò sono situati sulla 
retta all' infinito ua-+-ò?-+-q'=o; sì che per avere il rapporto r p":y" 
bisognerà eliminare a tra quest’ equazione e quella (C) delia coni- 
ca, il che dà per risultamento 

(43) lU^ t +2N^y-hI’y’=o , essendo 

) M—Ab*-\-Ba*— 2Fab, P=Ac*+Ca*—2Eac , 

( N—AbcA-Da' — Eab—Fac ; 
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quindi, dinotando ron h e k le due radici della (43), le equazioni 
delle rette parallele agli asintoti , condotte pel vertice (J=y— o, 
ove corrisponde l'angolo A, saranno p=ày, ^-k\, e il loro angolo 
uguale all'angolo co degli asintoti; à per tan., secondo la (40,407) 

(45) tam>»=± — — — - — - -• 

■ ; 1 +-M-h(A-4-/ì)cosA 

Ora tra le radici h, k e i coelfìcicnti della (42) s’ anno le relazioni 

2.V P 2 — 7— 

k-hh = — — . hk—Yf ; quindi k — h—Y,\J PP—MP ; 

JH m Ju 

e in virtù della (44) si trova 

JV* — MP— — o*(^ I a’-t-B 1 6*-t-C I c*-t-2D,6c+2£ l ac-t-2F*a6)= — a*R , 
in cui A„B t , ec. R ànno i significati delle forinole (11) cd (Jt) 5 
quindi k — h— 2(\/ — a'R):M. 

Similmente si trova 

M[l+4*-h(cfc+it)cosA]= 
j A(b*+c* — 26ccosA) 4- — 2Da’cosA /_ 

I — 2£a(r — òcosA) — 2Fa(ò— ccosA) i 

Aa’ -t- Ca* — 2Da*cos A — 2£a*cos B — 2 Fa’cosC ; 
e però sostituendo nella (45) e ricordando che senA=2ad:afcr, si à 

4a y/^B 

( ) tanca ^ A-t-F-t- (' — 2 OcosA — 2£cosB — 2FcosC 

avendo ommesso il doppio segno , essendo che con un segno s* à 
un angolo degli asintoti, e con l’altro si à l'angolo supplementare. 

Poiché le coniche simili e similmente poste ànno gli asintoti 
paralleli (n.° 639), così due coniche 

(C) Aa*-+-F?*4-C , y 1 4-2/JfY-(-2Fay-f-2Fa?=o, 

(C) CY+2 ^'P7-f-2£'ay-+-2F'ag=o 

saranno simili e similmente poste , se 

(A -hB -t-C — 2 D cosA — 2 £ cosB — 2F cosC)* Il 
(A' +B'+ C — 2Z)'cos A — 2£'cosB — 2P w cosC)‘ R ’ 

in cui R' à rispetto alla conica (C) lo stesso superiore significato 
che à R rispetto alla conica (C). 
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ART. II. 


Equazioni «perlai! delle coniche In coordinale trlllnearl. 


886. Fin ora abbiamo considerata I' equazione d’ una conica 
sotto la forinola generale (C): ora la considereremo sotto due forme 
speciali, che sono 

(C) via* BS*-t-(Y=o, (C) D^y-hEay-hFa^—o; 

la prima delle quali non contiene che i soli quadrati delle coor- 
dinale, e l' altra contiene i soli prodotti a due a due di dette coor- 
dinate. E qdi facciamo notare che, in generale, mercè le formole 
di trasformazione (85,425) 

I 1 a-f-m I p4-n 1 T=« , t /,a-t-m,a4-« 1 Y=?', /,a-Mn j p-*-n,Y=T', 
si può trasformare la (f) in una delle due (C),(C") ; imperocché 
ciascuno de' gruppi (/,!,/,), (nijni.m,), («,«,«,) deve soddisfare due 
condizioni (n.° 425); sì che rimangono arbitrarie tre di queste 
nove costanti, le quali si potran perciò determinare, in generale, 
col fare sparire dalla (C) o i tre rettangoli o i tre quadrati, mentre 
dal primitivo si passa a un nuovo triangolo coordinato. 

887. Consideriamo primamente l’ equazione 

{C) Aa'+B?+C?= o, 

e osserviamo in primo luogo che essa non può rappresentare una 
curva reale, finché A,B,C sono tutti positivi; convien dunque che 
uno di essi sia di segno contrario agli altri due, e sia , p. e. , C 
negalivo, e A, /?sieu positivi, di tal che la (£7) abbia propriamente 
la forma Aa‘^-B^’=Cy', che sappiamo rappresentare una conica 
di cui ciascuna delle rette cioè ciascuno de' lati del tri. coor. 
è polare dell' intersezione degli altri due (n.° 858). Pertanto, sup- 
posta verificata la condizione che uno de'coefiicienti della (C) ab- 
bia segno contrario a quelli degli altri due, essa rappresenta una 
conica di cui il tri. coor. è nel tempo stesso triangolo coniugalo 
di detta conica. 

888. La forma dell’ equazione (C) mostra ad evidenza che se 
a',?',?' sono tre valori , i quali soddisfanno l'equazione Aa''-+- 
Bp'*+Cy’'=*} , la conica passa pe' quattro punti (a' ,+y ') , 

r), i). 
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889. Postociò, possiamo dalle forinole generali, trovate nel pre- 
cedente articolo , dedur quelle che si riferiscono all* equazione 
particolare (C); imperocché basta in dette formole generali porre 
D=E=F= o. Quindi, secondo le formolo o equazioni (7, 868), 
(T, 869), (10, 870), ( P , 872), (16, 873), (20, 874), (21, 875), 
(27, 879), (30, 879), (32, 880), (33, 881), (40, 882), (41, 883) 
(n.° 883), (42, 884), (46, 885) abbiamo quanto appresso. 

I. Le condizioni perchè la conica (C') abbia ad essere un circolo 
sono Ab'-+-Ba*—Ac*-h Ca'— Bc*-\-Cb*, o vero 

(1) A:B:C=a':b':c\ 
e quindi l’ equazione dei circolo è 

(a) aV-f-6*g*— C y=» 

avendo dato il proprio segno — al coefficiente di f* (n.° 887). 

II. L’equazione della tangente la conica (C) nel punto (a'pY) ^ 

( T ) Aa'a-+-lìp$+CYt : =0‘ 

III. La condizione perchè la retta (Imn) tocchi la conica (C') ò 

1* »»* n* 

( 2 ) A + B ■+■ c —o. 

IV. L ‘equa.dclla polare del punto (a'fY) rispetto alla conica (C) 6 

(P) Aaa+Bpfa-CYv=o- 

V. L* equazione della coppia di tangenti condotte dal punto (a'pYJ 
alla conica (C) è 

( 3 ) {A*'+B3'+Ci'){Az , '+B? , -hCi''nAa.'a+B?2+-C'(''()'. 

Quindi pel circolo quest'equazione diviene 

(b) (a , a*H-6’g , -cY , )(a*a' ,, +6y , -c’ T ' , )=(aVa -H&’g'p-cY'Y)’, 
c dvidendo per Y‘, c supponendo y'=±x i, s’ ottiene 

(c) a’a*-|-i>*p*=o, 

per I* equazione delle due tangenti menale al circolo pei due punti 
immaginami ali infinito sul circola. 

"VI. Le coordinate del polo della retta (Iran), rispetto alla conica 
(C) sono date dalle equazioni 

Aa.' B$' 6Y 4/17? Ca 

' ' . I m n ABcn+ACbm+BCal 

VII. Le coordinate del centro della conica (C') son date dalle cquaz. 

2a 

a b ( 


(5J 


o E b * e* 
A h B + C 


S3 
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Vili. L' equazione del diametro coniugato della retta (Imn) è 
(6) Apa- H Bq!} +■ Cn=o, 

essendo p, q,r i seni degli angoli che questo diametro fa coi tre 
assi a, p, y- 

IX. La condizione perchè le due rette (Imn), (l'm'n') sieno dia- 
metri coniugati, è 


( 7 ) 


II' mm' nn' 

A^nr + ir~~ 0 ' 


X. La condizione perchè le due rette (pqr) , (p'q'r r ) sieno diame- 
tri coniugati, è 


( 8 ) 


PP' .M' .rr 

A~*~ B C 


XI. L’ equazione che determina la lunghezza del diametro (pqr) è 
(9) { Ap‘ + Bq'+Cr')?+ ? == o. 

T^b^c 


XII. L’ equazione che determina le lunghezze di due diametri 
coniugali ad angolo 6 è 

. ABC(A+B+C)a'b'c' , 4,r»*CVò’cV 

( J p {ABc t -\-ACb*+BCa'f p {ABc'+ACb'+BCa:)'sen 6”" 

XIII. L’ equazione che determina la lunghezza degli assi, è 

, ABCiA+B-hCjaVc' , 4 A'B'C'a'b'c'o,' 

(U ' P (ABc'+ACb'+BCa'Y* {ABc'+ACb'-t-BCa')' 

XIV. I criterii per conoscere la specie della conica (C) sono 

( 12 ) ABc'+ACb'-hCBa^^.—o, 

secondo che la conica è ellisse, iperbola, parabola. 

XV. E sarà iperbola equilatera se A-t-B-t-C=o. 

XVI. L'equazione degli asintoti è 

(13) (j+B+|f) (Az'+By+Ci')=(aa+bZ+ci)\ 

L r angolo di questi asintoti è dato dalla formola 

„ 4a \J ABc'+ACb'-hBCa? 

U tanw=-7 ; — • 

' abe A+B+C 


S'.IO. Posto ciò, deduciamo dalle formolo ora trovate qualche 
1 : ■ j r tà: e primamente osserviamo clic 1’ equazione (2) essendo 
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soddisfatta per valori si positivi clic negativi di l,m,n, c' insegna 
cho, una volta vcriQcata «)uelia condizione, la conica è toccata a 
un tempo dalle quattro rette /a±mp±nx— o. inoltre è agevole 
verificare che le diagonali dei quadrilatero formato da queste rette, 
coincidono, in direzione, coi lati del tri. coor, 

891. Lo equazioni (I), messe sotto la forma 

(h t -c')A-Hi'B=a , C, 6M-t-(a* — c m )B—b*C , dàtino 


ABC 
a’(a' — 6“ — c*) 6’(6* — c* — a“) c*(c* — o° — h‘) ’ 
o vero, per le relazione a’=òM-c* — 26ccos,l , e sue analoghe 

{18) A _ B _ C : 

' ' acosA 6cosB ccosC 

presi questi valori di A e B e sostituitili in (C“) risulta 

(16) acosA. a’ -t-frcosB.p'-t- ccosC. f’=o, 

per V equazione del circolo che àper triangolo coniugalo quello delle 
coordinate. E poiché a:6:c::senA:senB:senC , la (15) può essere 
scritta ancora così 

(17) sen2A.«*-t-sen2B.p’-*-sen2C.'f’=o. 

892. Mercè le (15), le (5), che dònno le coordinate del centro, 
divengono a 0 cosA=P w cosB=fo cos C‘ » *1 che mostra che il centro 
del circolo, che à per triangolo coniugato il fondamentale, coincide 
col punto <f intersezione delle tre altezze. 

893. Le equazioni (4) valgono a risolvere agevolmente i due 
seguenti problemi : 1“ trovare il luogo de' poli della retta (lmn) , 
rispetto alla conica che passa pe’ quattro punti (a!, ±{5\ ). Chia- 
mando (*Py) il punto ignoto devesi avere per le (4) 

Aa. l?p Cy . 

I m n 

c poiché la conica passa pe'quattro punti (a',±p',±f') dev’essere 
Aa'‘-hBp'*+CY'*= o , (n.° 888) quindi ponendo in quest’ equa- 
zione i valori di A,B,C tratti dalle (a), s'ottiene per risultamcnto 

la" mp" «y'* ...... . , 

— — i — ^ — t- -y =o, c quindi il luogo cercato è un altra conica. 

2.° Trovare il luogo de" poli della retta (lmn) rispetto alla conica 
toccala iMle quattro velie (X,±p,±v). 

Ritenendo le stesse denominazioni del prob. prcc. , abbiamo 


(«) 
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X* |JL* V* 

l’ equazione (a) insieme coll' altra -j-l-jr-t-£=o, dinotante il con- 


tatto delle quattro rette con la conica; e però, eliminando A,U,C, 
X’at tt*0 v*y 

s’ ottiene per equazione -y-t- — -t-y =o, 9 u * n d* *1 luogo di- 


mandato è una retta. 

894 . L' equazione (C*) à tale forma che un suo punto qualun- 
que può essere espresso per mezzo d' una sola variabile. In fat- 
ti , dinotando con 9 un angolo , se poniamo V A.a=V (’.fcos? , 
V 2#.{3=y C.fscn?, questi valori, osservando che cos*9-t-sen’<p=l. 
e dando a C il suo segno — (n.® 887 ) verificano la (C) ; laonde, 
costruendo , per ogni particolare valore di 9 le due precedenti 
rette, si à un individuato punto della conica ; punto che può es- 
sere dinotato con 9, essendo quest’ angolo 9, che assegna il pun- 
to, determinato della forinola 

V/f a 

(?) 1309 =^.-. 

in guisa che se i lati <x=o, g=o sono tra loro perpendicolari, c 
inoltre A=B , l’ angalo 9 è quello formato dalla retta congiun- 
gentc il vertice (a?) col punto 9. 

Quindi possiamo trovare f equazione della retta che congiunge 
due punti 9,9' della conica:in fatti, questa retta avrò per equazione 
Ir) f<z-Hn{ 5 — irif ; 

e per passare pe’ punti 9.9' dev’ essere verificata dai due sistemi 

(V A.a—\/Ul^cos(f , V' Zf.£=V t’.fsenf) ; (V/ J.a=V/'^V C0S ?’» 

C.Ysen9), quindi dev’ essere 

l m n l , m , n 

—r= coso-i — — sen9=-—^ . ~t=cos9 +-7=80^9 =■ ■ ; 

V a 's/B ycyfÀ S/D^yfc 

d’ onde si trac 

l in n 

V^Ì.cos;(9H-9') V fi.sen;(9-t-9) \/ C.cosjfo — 9') 

e con questi valori di I, m, n, la (r) diviene 
(e) V^«os;f9-H?')-HV/Arpsen5(9-t-9')=V/T.YCos;(9^9') , 
ed è questa l’ equaz. della retta cercata. 

895 . Se i punti 9, 9' coincidono , questa segante diviene lan- 
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gente, c la sua equazione è 

(l) V r ^- ac0S< ?"i'V flipsen9=V C.y 

896. Se il tri. coor. à un suo vertice al fuoco d' una conica , 
e i lati adiacenti a=o, p=o sono od angolo retto, mentre il terzo 
lato 1=0 è la direttrice; allora è chiaro che dinotando con e f ec- 
centricità, l’ equazione della conica è della forma 

(f) «*-t-p’=«Y. 

vale a dire della forma (C) , e però il fuoco è il polo della diret- 
trice come già sapevasi (n.° 739). Similmente il punto (ai) à per 
polare p , e poiché le due rette a , p possono essere condotte pel 
fuoco in infinite direzioni rimanendo sempre perpendicolari .cosi la 
polare d’un punto qualunque della direttrice passa pel fuoco ed è 
normale alla congiungcntc questo punto col dato, come pur sapeasi. 

897. Secondo la formula (3) e osservando che nel nostro caso 
il fuoco à per coordinato J3=o, l’equazione della coppia di 
tangenti menate da questo punto alla conica ò a*-t-g*=o, quindi 
queste tangenti sono immaginarie; e poiché ciò à luogo qualun- 
que sia la retta i=o, così tutte le coniche che ànno uno stesto fuoco 
àn pure due tangenti immaginarie comuni ; e quindi, se ànno en- 
trambi i fuochi comuni , àn pure quattro tangenti immaginarie co- 
muni. Ora, se nella (c, 889) si pone a=b, ciò che è sempre pos- 
sibile, perchè basta supporre eguale i due lati a=o, p= o del tri. 
coor. e ad angolo retto, s’ottiene la stessa equazione a*4-£*=o ; 
quindi se pe’due punti immaginarti all' in finito su dun circolo qua- 
lunque che à per centro uno de fuochi d una conica, si conducano 
le tangenti alla conica, queste formeranno un tetragono, i cui ver- 
tici saranno i quattro fuochi della conica. 

Secondo la nominata equazione (3), quella della coppia di tan- 
genti menate dal punto (ai) alla conica ( f ) è a* — e’i’=o, che nel 
caso della parabola , per cui e=t , diviene a* — l’=o ; quindi le 
due tangenti menate alla parabola dallo stesso punto (ay ) , che è 
un punto della direttrice, ànno per equazioni rispettive a-t~i=o, 
a — i=o, c per ciò sono le biseganti dell' angolo («i) e del suo a- 
diacentc esterno , c quindi sono tra loro perpendicolari : laonde 
le tangenti menate alla parabola da uno stesso punto dalla diret- 
trice, sono tra loro perpeudicolarc (n.° 700). 

898. Secondo poi l' equazioni (t) quella delle taugenti la co- 
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nica ( f) rispettivamente ne' punti 9, sono 

acos9+gscn9=ex, acosip'-t-Jìsenf'r^eY* 
dalle quali eliminando y, s* ottiene 1’ altra equazione 

(а) asen;(9-i-9')— Pcosì(?-H?')=o« 

che appartiene alla congiugenlc il fuoco col punto d’ intersezione 
delle precedenti tangenti. Inoltre la retta che passa pe’punti 9,9', 
sccoudo la (c) applicata alla (/), è 

(б) acos;(9-t-9'j-+-gsen‘(9-i-9')=rfcosi(9 — 9'}. 

Secondo quest’ equazione la retta che congiungc il fuoco (a?) col 
punto in cui la retta (b) incontra la direttrice y^o, à per equaz. 

(c) acos;(9-4-9')-+-Psenl(9-f-9')=^o. 

Posto ciò , gli angoli 9, 9' sono quelli formati con l’asse a=o 
dai raggi vettori condotti pc’ punti de’ contatti 9, 9' (n.° 894), c 
la retta (a) bisega l’ angolo di questi due raggi, ed è perpendico- 
lare alla (ò), quindi la congiungente il fuoco col punto di concorso 
di due tangenti , bisega l'angolo dei raggi vettori condotti pe’ punti 
di contatto, ed è perpendicolare alla congiunyenle il fuoco col punto 
in cui la retta de' contatti incontra la direttrice. 

899. Passiamo ora a considerare l’ equazione 

(C) D$y-hEa.y+Fa$=^o, 

e osserviamo primamente che, postovi a=o, diviene Fa$=o, ed 
è verificata sia per p=o, che per y=o ; quindi (a=o,(5=o) cioè 
il vertice B del tri. coor. , e (a=o, 7=0), cioè il vertico C sono 
due punti della conica. Similmente , fatto p=o la ( C *) diviene 
Eay= o, e quindi (<*=o,(J— o) cioè il vertice A è un altro punto 
della curva: laonde 1’ equazione (C") è quella d’ una conica circo- 
scritta al tri. coordinalo. 

Per trovar quindi le formolo corrispondenti alla conica (C r ) e 
analoghe a quella della conica data sotto la forma generale ( C ) , 
basterà porre A—B—C—o, e \D, \E, \F invece di D,E,F nelle 
formolo (7,868), (7,869), (10,870), (J», 872), (16,873), (20,874), 
(21, 875), (27, 879), (30, 879), (32, 880), (33, 881), (40, 882), 
(41,883), (n.°883), (42,884), (46,885), c abbiamo quanto segue. 

I. Le condizioni perchè la conica (< 7 ) sia un circolo, sono 

(18) D:E:E::a:b:crjsenA:scnB:seuC, 

e «(JY+6aY4-ta^=o, è l’equa;, del circolo circoscritto al tri. coor. 
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II. L' equazione della tangente la conica (C") nel punto (a'p'y') è 

( T) (Fp+Ey')ct+(Fa l +Dy')$-h(Ea'-+-Dp')y=o. 

Quindi le tangenti la contea ne' vertici del tri. coor. sono 

(19) FQ+Ey—o, Fa-y-Dy=o, Jsa-hP(ì-— o. 

III. La condizione perchè la retta (lmn) tocchi la conica (C) ò 

j D’r+E'm*-hF‘n‘ — 2EFmn — L 2DFln — 2DElm=o, 

I o vero ±\fbi±:\J Em±. \/ Fn=o. 

IV. L’ equazione della polare d' un punto (a'^Y) , rispetto alla 
conica [C), è 

(P) (Fp+Ey')a-h{Fu , +Dy')$+(Eci'-i-Dp)y=o. 

V. L’ equazione della coppia di tangenti menate dal punto (a'fJ'Y) 
alla conica (C) è 

, 21) I Wy'+Ea'y'+Fapmy+Eacx+Fa^ 

V ’ ) [(FF+EY)zMF*+Dy')$+(E*+r>y)l]'- 

VI. Le coordinate del polo della retta (Iran) rispetto alla conica 
( C r ) son date dalle equazioni 

I EFa' DFp T)Ey 

— Dt-htm-i-Fn Dl—Em-^-Fn Dl+Em — En 

• —2 HE Fa 

D( — Da-+-Eb-hFc)l-i-E(Da — Eb-i- Fc)m-t-F{ Va+Eb — Fc)n 

VII. Le coordinale del centro sono date dalle equazioni 
t EFz 0 _ DF ? n I)Ey„ _ 

\ —Va-\-Eb-\-Fc Va — Eb-\-Fc f)a-t-Eb — Fi 
(23) ) -2 DEFA 

[ D‘a'-hE’b’ > -hF’c'- '2EFbc—21)Fac -2DEab" 

Vili. La condizione perchè la retta (lmn) sia diametro è 
(24) D(—Da- J rEb+ Fc)l-t-E(l)a—Eb-hFc)m-y-F(l)a-hEb—Fc)=o. 

IX. La condizione perchè due rette (lmn) , (l'm'n') sieno diame- 
tri coniugati 6 

o F E V 
F o D m! 

^ E » „ n' = “• 

/ m n o 

X. La condizione perchè due rette (pqr) , (p'q'r') sieno diametri 
coniugali è 

(26) l)(qr' -i-rq')-i-E(pr'-+-rp')-+-F(pq' -\-qp’)=o. 
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XI. La lunghezza d' un diametro (pqr) è data dall'equazione 

(27) (/tyr-h£pr-H£pg)pN-8/>EfV:Jfc==o, essendo 

(28) R=— (WV+JZW+FV— ■ 2EFbc— 2I)Fac— 2fìEaì>). 

XII. Le lunghezze di due diametri coniugali ad angolo 0 sono 
date dall' equazione 


(29) p* 


2 DEFa'b'c'S . 16 D'E'F'a'Vc'tf 


R ■ 


P + 


F’sen’6 


= o, essendo 


(30) S=Fcos A4- FcosB-f- DcosC , 
cd R P espressione (27). 

XIII. Le lunghezze degli assi son date dall’ equazione 

„ 2 DEFa'b'c'S , 160‘F‘FVòW 

(31) p* — p _) — =o, 

dove R ed 5 sono i precedenti. 

XIV. La contea [C r ) sarà ellisse, iperbola, o parabola, secondo che 

(32) D m a'+E‘b'+F , c m —2EFbc—2nFac—2r)Eab<,>,=o. 

XV. E sarà un' iperbola equilatera, se 

(33) Z>cosA4-FcosB4-FcosG=o. 

XVI. L’ equazione degli asintoti è 

(34) /I(#gY4-FaY4-Fap)=2/)£F(aa4-6(Ì4-CY)’, 
e il loro angolo è dato dalla forinola 

— 4a \ T^R 

) tanW abe J9cosA4-FcosB4-FcosC 

in cui R à il valore (27). 

900. Secondo le equazioni (19) i punti in cui le tangenti con- 
dotte pe’ tre vertici (Py) • (®YJ . (®?) incontrano i lati rispettiva- 
mente opposti anno per corrispondenti coordinate 

a=o, p=2 Ei:(Eb—Fc), i =—2F*:(Eb—Fc) ; 

a'=2Di:(l)a — Fc), p'=o, y — 2FA:(f>a— F c); 

a r =2Dà:(Da — Eb), $"=-2E\:{Da—Eb), y"=o : 
or queste soddisfanno la condizione x±ap'Y"=o, quindi (n. 417) se 
in una conica s'iscrive un triangolo i punti d'incontro delle tangenti 
condotte pe'verlici coi lati rispettivamente opposti, stanno per dritto. 

901. Come già sappiamo , l’ equazione 

(c) «Mi* 

rappresenta una conica che à per tangenti i lati a, (3 del tri. coor., 
e per retta de’contatli il terzo lato y- Ora osserviamo che ponendo 
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a=*rf, 'tei la (e) s’ottiene A^.e però queste rette si taglieranno 
in un punto della conica (e). Similmente le rette a— — pf» A? 

si tagliano in un punto della stessa conica. Or le quattro rette 
a, y, a — py> s+R formano un fascio armonico intorno al vertice 
B del tri. coor. : similmente le quattro rette j3, 7 , pjl— k-;, p{5+-Ay 
formano un altro fascio armonico intorno al vertice A ; laonde 
dando a n tutti i valori possibili positivi c negativi, e costruendo 
le corrispondenti rette a=ny, p £=£ 7 , formeremo intorno ai ver- 
tici A e B due fasci omografici , i cui raggi corrispondenti si ta- 
gliano sulla conica (c) , la quale per conseguenza può essere co- 
struita disegnando i detti fasci , che ànno per raggio coincidente 
la retta de’ contatti. 

902. Paragonando l’ equazione (c) con la generale ( C ), risulta 
A=li—lh=E= o , C— — k , F—\ ; quindi le (11 , 870) dònno , 
A t =B t =D t —E l =o , C,— — l , F t =' t k , e però dalle formole 
(7,808), (7\8G9), (10,870), (P, 872), (1G.873),(20,874), (21,875), 
(27, 879), (30, 879), (32, 880), (33, 881), (40, 882), (41,883), 
(n.° 883) e (42, 884) si trac quanto qui appresso. 

I. La (e) rappresenterà un circolo se ab=ka.*=kb t , cioè se a— li, 
come doveva essere. 

II. L’ equazione della tangente la conica (c) nel punto è 

(T) g'a-t-a'g— 2 ìy'y=o. 

III. La condizione del contatto della retta (finn) con laconica ( c ) è 

(36) 4 klm — n'=o. 

IV. L’ equazione della polare d’ un punto (a'gY) rispetto alla 
conica (c) è 

(P) ?'a-|-a'?— 2 YY=o. 

V. L’ equazione della coppia di tangenti menate dal punto (a'?Y) 
alla conica (c) è 

(37) 4(a'?'-AY")(a?-A7*)=(?'a+a'?-2A~ r ' T )*. 

VI. Le coordinale del polo della retta (finn) sono date dalle equaz. 

' 38 ) a - — V — — 2I,Ì 

mi n IM-hkan — Jcn 

VII. Le coordinate del centro della conica (c)son date delle cquazi. 

/qg\ ìo 4a 

li a c 4Aa6— c* 

54 
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Vili. I.a condizione perchè due relte (linn) , (l'm'n') fieno dia- 
metri coniugali è 

(40) 2A\/m'-h»il')— nn'=o. 

IX. La condizione perchè dice velie (pqr), (p'qV) situo diametri 
coniugali è 

(41) (pq'-hqp’)—2l<rr'=o. 

X. La lunghezza d' un semidiametro (pqr) è data dall’ equazione 

(42) 

XI. Le lunghezze di due semidiametri coniugali ad angolo 0 son 
date dall' equazione 

4A(A-t-cosA)a’/iV , IGAVòV'a* 

-P 


(43) 


(Uab—cJ 


(\kab- c*) J sen'6 


=o. 


XII. Le lunghezze de' semiassi son date dall’ equazione 

.... , 4*(ft4-cosAWc* . 1 GWcV 

( ' 9 + (■ hkab—cy 9 + (\kab — e’)*scn*6 °* 

XIII. La conica (c) sarà ellisse, ipcrhola, o parabola , secondo 
che 4A«6— c’è <,>,=o; e sarà ipcrbola equilatera se A= — cosC. 

XIV. Inequazione degli asintoti è 

(4ii) (4Aaò — c*)(a£ — ky a )—k(a a+ i/g + rf) 1 , 

c il loro angolo è dato dalla forinola 

2a V/ ilnib — c* 

■ 46 ) tanw =-^ • - k +cSsir 


903. Secondo abbiamo mostrato nel n.° 901 , un punto di lla 
conica (c) è dato quando è dato il valore di ja, il quale entra nelle 
equazioni delle due rette a=p-f, p ^=lcy, clic con la loro interse- 
zione determinano un punto della conica; quindi dinoteremo, se- 
condo il Salmon , con p il detto punto ; per modo che, dicendo 
«un punto p» intendiamo dire un punto della conica ( c ) determi- 
nalo dall' intersezione delle due rette a—py , p£=A"Y , Lo prima di 
queste rette passa pel punto t* e pel vertice (a?) , e la seconda 
passa per lo stesso punto n c pel vertice ($y). Ed eliminando y tra 
T equazione della prima retta e la (c) s’ ottiene A*a=p’(J , si che 
questa è T equazione della retta che «ingiunge lo stesso punto p 
col terzo vertice (ag). E poiché 1’ ultima equazione non cambia , 
se invece di p si pone— p, cosi la congiungente due pnnli-t-p c— p 
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delta conica (c) passa pel vertice (a(ì),cioè pd punto d'intersezione 
delle due tangenti a, e (3 della conica. 

904. L’ equazione Aa— p’£ è indipendente dalla retta de' con- 
tatti f; si clic per un altra conica clic à con la prima (c) 

comuni le tangenti a c p, la retta che congiungc un suo puuto±p 
con lo stesso vertice (a?) sarà parimente Aa=p'|3; e però la retta 
che passa pel punto p della prima conica c per 1’ uno o l’altro dei 
punti-t-p, — p della seconda, passa pure pel vertice (<*£). Il punto 
p della prima conica diccsi ernrispondente diretto del punto-l-p e 
* corrispowlenle inverso dell’altro — p, presi sulla seconda conica; 
c una corda che congiungc due punti d’ una conica diccsi corri- 
spondente di quella che congiuuge i punti corrispondenti (diretti 
o inversi) sull’ altra. 

903. Posto ciò , possiamo trovare f equazione della retta che 
passa per due punti p, p' della conica (c). 

L’equazione richiesta avrà la Torma 

(r) ta-t-mg+HY= 0 » 

e poiché la retta deve passare pei due punti (a=pY , p£=Ay) » e 
(o=p'y, p'(2=&'y), dev’essere p”l-t-Am-t-pn=o, p'*/-pAm-t-p'n— o, 
d’onde si trae »n=pp'l:A, w= — (p-+-p')/, e messi questi valori in 
(r) si à per la chiesta equazione 

(3ti) Aa-hgg'P— *(p+-p')Y=o. 

900. Se i due puuli p.p' suno coincidenti, la retta pp' diviene 
tangente, sì che 

(t) Aa-t-p*p— 2 *py=o 

é T equazione della tangente la conica (c) nel punto p. 

Donde si scorge che la costante p entra a 2° gr.; e però, se l’e- 
quazione d’ una retta à la forma ( t ) in cui una costante p entra a 
T gr., quella retta è tangente della conica (c). 

907. Per un altro punto p' , l’ equazione della tangente sarà 
Aa-t-p"(2 — 2Ap'Y— o; e se tra questa e la precedente (!) eliminiamo 
Y. s’ ottiene ka. — pp'g=o, la quale equazione è quella d’ una retta 
che passa pel vertice (ag), e passa pure pel punto d’intersezione 
delle due soprascritte tangeuti ne’punti p, p'. Se dunque si pren- 
dono sulla conica tutte quelle coppie di punti pe quali pp'— A, es- 
sendo h una costante data, i puuli d’intersezione si troveranno al- 
locati sulla retta Aa— fyS=o. Inoltre, sostituendo h in luogo di pp' 
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nella (30), che rappresenta la retta de' contatti p,p' , qucll’cqua- 
zione diviene Aa+/i?+(p-+-p')T=o. « mostra per conseguenza che 
le rette de’conlatti passano pel punto fisso (Aa+Apor). 

908. Congiungcndo un punto qualunque p coi quattro p,, p, * 
p 3 ,p A , le congiungenti, secondo la (36), avranno per equ. rispettive 

p,(p?— frf)- A(p-r— <z)=o, p,(pp— *T) -*( pt— * j=° 
p,(p,S — A* y) — A( pf — a)=o, P,(p,3 — A?) — A(pf — a)=o, 
le quali sono della forma ka t — p.p,^, Aa,— p.P^o.Aa,— p,g,=o, 
Aa,— p 4 ?,=o, e però il loro rapporto anarmonico è (8,380), 

[i> I^]i or quest'espressione è in- ’ 
dipendente da p, quindi si à il teorema del n.° 636. 

909. Volendo riferire una conica a coordinate triangolari, uon 
occorrono nuovi ragionamenti per averne le corrispondenti for- 
inole, perché possiamo semplicemente dedurle dalle trovate nei 
precedenti articoli. In fatti si passa da coordinate trilineari a 
triangolari, ponendo 

a=2 axà, Jj}—2yba,, y=2cza, (13,388) 

il che, vista la forma omogenea della retta fo-f-m?-l-n , Y =; o, tutto 
si riduce a porre l:a, w.b, n:c in luogo di l, m,n (n.° 388j; e si- 
milmente, in virtù della forma omogenea della (C) basterà porre 
Aa\ llb', Cc\ Dbc, Eac, Fab, invece di A, B, C, D, E, F. 

Pertanto , facendo tali sostituzioni nelle formule precedenti , 
avrem quelle relative a coordinate triangolari. 

CAPITOLO VII. 


CURVE INVILUPPI. — OSSERVAZIONI GENERALI. 


ART. I. 


Welle «irte Inviluppi. 


910. Se nell'equazione 

(x — a)*+!f’ =r > 

rhc rappresenta un circolodi raggio r , c à il centro sull asse 
delle x, a una distanza a dall' origine, suppponiamo clic il raggio 
r rimanga sempre dello stesso valore , mentre ad a si può assc- 
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gnarc un valore a piacere , avremo per diversi valori di a altret- 
tanti circoli coi rispettivi centri sull* asse delle x , e tulli dello 
stesso raggio: ciascuno di questi circoli sega, in gcncrale.in due 
punti il precedente o il scguentc.Se poi si suppone a costante da- 
ta, ed r costante arbitraria , s’ à invece, con la variazione di que- 
sta costante , una serie di circoli concentrici , c di diversa gran- 
dezza; laonde se dinotiamo in generale con 

(1) f(a:,j/,s,a)=o 

l'equazione d' una curva , in uno qualunque de' generi di coor- 
dinate innanzi spiegali , la variazione di a nella (1) dà luogo a 
una serie di curve appartenenti a una stessa famiglia, e che , in 
generale, si segano. 

911. Posto ciò , poniamo dato ad a, nella (L) , un particolare 
valore , che rappresenteremo tuttavia con la stessa lettera a , c 
quindi poniamo a+/i invece di a; avremo cosi l'ultra equazione 

(2) {{x,y,z,a+h)=o, 

che rappresenterà una seconda curva la quale , in generale sega 
la prima. Ora, supponendo la funzione f razionale e intera rispetto 
ad a, potremo sviluppare il primo membro ^2) con la formola di 
Taylor (C. A. n.° 118) , e cosi , lenendo presente la (1) e divi- 
dendo per A, la (2) diviene 

(3) [ , a (x,y,z,a)+' l hf a (x,y,s,a)-{-ec.=o. 

Sia N' il punto in cui s’ incontrano le due curve (Ij e (3J, rap- 
presentate geometricamente 
da NMN', N'M'N', e suppo- 
niamo che A vada sempre più 
diminuendo , allora la prima 
curva restando lissa, l'altra an- 
drà variando sia nella posizione, sia nella grandezza , e con essa 
ancora il punto N', che si muovcrà sulla prima curva, c prenderà 
una posizione limite M, quando A=o ; allora il primo membro (3) 
si riduce a C a (x,y,z,p), e però il complesso delle due equazioni 

(4) f(x,y,z,a)=^o, C a [x,y,z,a)=o, 

per un particolare valore di a, rappresenterà un particolare punto 
M; c quindi se poniamo che a varii in modo continuo da — <x> a 
-f- od, avremò una serie infinita di punti M.M'.M", cc. ciascuno 
de' quali soddisfa alla stessa legge indicata dalla coesistenza di 
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«lue equazioni analoghe alle (4) ; in alil i termini ai remo una li> 
neo KML , la quale può essere algebricamente rappresentata dal 
complesso delle «lue equazioni (4), ritenendovi a come variabile ; 
o pure da un’ equazione unica 

(5) F(ar,y,z)r=o, 

clic s'olliene se le (4) si considerano indipendentemente da a, o vero 
se s‘ elimina a fra Ir fi). La linea LMK è quel die si chiama in- 
viluppo (n.° 689) della linea ((x,y,s,a)—o , in cui a è un para- 
metro variabile; e questa linea si dice inviluppala di LMK. 
Cotesto nome dcriva’dalla proprietà che à la curva LMK di esser 
tangente a ciascuna tirile linee f(x,y,a)=o, cioè che in ciascun punto 
l’ inviluppo e i inviluppala unno la tanijenle comune. 

In fatti, sia «, un parlicolar valore di a ; per questo valore le 
(4) daranno un punto M dell’ inviluppo, il quale punto starà pure 
sull’ inviluppala che s’ ottiene quando in f(x,y,a)--a) si pone a~a l . 
Ma in questo stesso punto coincidono i due punti N, N' in cui 
quest’inviluppata sega rispettivamente quella che corrisponde ail 
a=a, — h, c quella che corrisponde ad a— a.-t-A, quando h per- 
viene al limile zero ; quindi se pel punto M si mena la tangente 
all' inviluppo , essa sarà pure tangente dell’ inviluppata , perchè 
avrà due punti coincidenti di comune con questa curva. 

Ksem. I. Vogliasi l'inviluppo del circolo il cui centro scorre so- 
firn una reità. 

Prendasi questa retta per asse delle x, c la corrispondente per- 
pendicolare per quello delle y, sia r il raggio del circolo, c a l’a- 
scissa del centro, in una qualunque posizione sulla retta che per- 
corre. L’equa, del circolo c la sua derivata rispetto ad a saranno 
( x — «ì'-t-y* — r*—o, x — a=o ; 

quindi, eliminando a fra queste equazioni, s’ ottiene y ’ — r*=o , 
cioè t/=±r; laonde l’ inviluppo cercato è il sistema di due rette 
parallele a quella su cui si muove il centro , c menate per gli e- 
stremi d’ un diametro perpendicolare a questa retta. 

Ksem. 11. Vogliasi l’ inviluppo della retta 
x+p’y— 2gz=o, 

essendo x, y, z coordinale Irilineari, e p. un parametro arbitrario . 

La derivata di quest’equazione rispetto a pi è y p- — z=o , da 
mi e però , sostituendo nell’ equazione precedente s’ ot- 


Digitized by Google 



DKl.t.F. CON'U.IIK 


423 


tiene xy — z"— o per 1* equazione del luogo cercato, il quale, come 
vedesi , è una conica che à per tangenti le rette xy e per retta 
'dei contatti la z. Ciò conferma il detto al n.° 906. 

912. Giova notare che se il parametro variabile n si trova a 1° 
gr. nell’ equazione della curva data , l’ inviluppo è un certo nu- 
mero di punti. In fatti, in questo caso, l’equazione data à la forma 
Pa-i-Q=o, essendo/’ c Q funzioni delle coordinate, c l’equazione 
derivata rispetto ad a è P— o; ora il sistema di quest’ equazione 
e della precedente, suppostovi a qualunque, è l/stcsso dell’altro 
P— o, 0=o, che rappresenta i punti comuni alle due linee P—o, 

Q=o, i quali sono in numero determinato. 

913. Se il parametro a si trova a 2° gr. l’equazione data, ordì- \ 
nata rispetto ad a à la forma i’a*-t-()a-i-/l— o, e 1’ eliminata tra 
quest’ equazione e la sua derivata rispetto ad a è, come si sa dal- 

1’ algebra, la condizione perchè detta cquszionc abbia le radici c- 
guali. Laonde nel caso in discorsi, s’ avrà l’ equazione dell’ invi- 
luppo , ordinando I’ equazione dota rispetto al parametro varia- 
bile, ed esprimendola condizione che le radici siono eguali. 

914. Poniamo ora l’equazione della curva data contenere due 
parametri variabili a,b, ed essere 

(6) ((x,y,z,a,b)—o ; 

perchè si potesse avere un inviluppo di questa linea, è chiaro che 
i parametri a c b non possono essere tra loro indipendenti, altri- 
menti s’ avrebbe una serie arbitraria di successivi punti d’ inter- 
sezione, c non un luogo determinato: sia dunque 

(7) <f(a,b)=o 

una data relazione fra i due parametri. Eliminando uno di essi 
tra le (6) e (7) ridurremmo questo caso al precedente. Ma pos- 
siamo operare altrimenti, secondo il seguente ragionamento : se 
n diviene a+h , essendo h una quantità qualunque, allora b , in 
virtù della (7), deve divenire b+k, essendo però k una quantità 
determinala dell'equazione 

(8) t}(a+h,b+k)=o, 

In pari tempo a questi valori a+h, b+k corrisponderà la curva 

(9) t(x,y,z,a-\-h,b+k)=o , 

che, in generale incontrerà la (7) in un punto il quale s' accosta 
a un |nmto dell'inviluppo cercato, facendo convergere h, e quindi 
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k al limite zero. Ora, supponendo sempre che f e 9 sieno funzioni 
razionali c intere di a e b, si potranno sviluppare i primi mem- 
bri (8) e (9) con la formula di Taylor , applicata al caso di due 
variabili (C. A. n.° 387) ; si che tenendo presenti le (6) e (7) , c 
ponendo k=ah, si ònno per le (8) e (9) due sviluppi della forma 
Ph-hQh'-h... Sk m ~'=x > , 
r.+aTH- P.fc-f- . .+5 1 /i*- , =o , 
supponendo la (8) di grado m rispetto ad a e b c la (9) di grado 
n. Ora passando ai limiti, col far convergere h a zero, si h 
?' 0 -t-lim.a?V=o, r a -+-lim. afV=o, 
e queste equazioni non si possono accordare a dare lo stesso va- 
lore per lim. a, se non ò 

( 10 ) ; 
laonde insieme con le due equazioni (6) e (7) deve aver luogo la 
(10) , e però eliminando Ira esse a e b , s' otterrà un equazione 
F(x, y)=o. che sarà quella dell’ inviluppo cercato. 

Esem. I. Vogliasi l'inviluppo <Tun circolo di raggio r, il cui cen- 
tro scorre sulla circonferenza d’ un altro circolo di raggio r'. 

Prcndansi per assi due diametri ortogonali di questo secondo 
circolo, e dinotando con a, b le coordinate del centro del primo, 
avremo per le condizioni del problema 

(11) (x — a)* 4-(y — 6)'=r*, a*-t-&’=r'* , 

e la relazione (10), in questo caso è 

[x — a):(y — b)—a:b, 

dalla quale, tenendo presenti le (1 1), si trae 
(x— a):a—'y— b):b=±[\' (x— a)*-t-(y— 6)’]:[V r a’-+-ò*|=±r:r' , 
d’onde a— ±r'x:(r-t-r'),6=±r'y:(r±r'), e sostituendo nella se- 
conda (11) s’ à per l’equazione richiesta 
a: , -t-9*=(r±r')' ; 

quindi l’ inviluppo cercato è il sistema di due circoli concentrici 
a quello fisso; il raggio di uno è la somma e quello dell’altro ò la 
differenza del raggio di questo circolo e di quello del circolo mobile. 

Esem. II. / vertici d' un triangolo scorrono sopra tre rette date , ’ 
e due lati passano ciascuno per un punto fisso; trovare i inviluppo 
del lato libero (S vlmon’s. — Conic seclions, p. 246, 3. ed.) 

Prendiamo per tri. coor. quello delle rette date a, (5, 7; e sic- 
no (a'JY) » (®"?Y) • punti fissi. Supponiamo che il vertice dei 
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due lati che passano pei punti fìssi scorra sull' asse y ; la reità 
che congiunse questo punto col vertice (ap) avrà per equazione 
a-t-k$—o , essendo k un parametro variabile con la posizione di 
quel vertice. Per aver le equazioni de' lati che passano pe’ punti 
fìssi, osserveremo clft uno di essi dovendo passare pel punto y~o . 
a-+-Ap=o, avrà per equazione a-j-k$=zmy, e poiché deve passare 
per (a'£Y) devesi avere a'+k?'=my' , si che eliminando m tra 
queste equazioni s’ottiene perequar, del lato che passa per (a'p Y 1 

(12) y («+*?)-(«' -h*§'Y=o: 

similmente quella del lato che passa per (a"YY) é 

(13) f(*+kfl—f<x' , +kt')T=o. 

Per aver 1‘ equazione del lato libero, s'osserva che, dovendo pas- 
sare pel punto p=o, y(a-t-A-p) — (a'-t-Ap')Y=°* deve avere un'e- 
quazione della forma 

(14) y(a-h*P)-(«'+*P')T=»'P ; 

ma deve passar pure pel punto a=o, y"{a-hk^) — (a. ,r +ky)y=o , 
o più semplicemente a— o, ■y"Ap=(a"+Àf''Y, quindi la (14) dev'es- 
ser verificata da queste equazioni, c però s’ à 

y’k{a r +^J(—y l, k{a!+k^)==m(a f +k^)y. 
sì che, eliminando m tra quest’equazione c la (14), si à per equa- 
zione del lato libero 

che ordinata rispetto a k diviene 

P'(Yl 9-PY)* , +[YP'«+ «Yf-^a'p'+.sVfr a-a' T )=0 , 

c la condizione perché i valori di k sieno eguali é 

YP'a-t-aYP— (a'^+P'aOTr+42'a'Ya— a'v)(YP-?Y)=°. 

e questa è pure l’ equazione del chiesto inviluppo (n.° 913) , il 
quale è una conica. 

Ksem. III. Una retta I si muove talmente che i suoi estremi scor- 
rono su i lati d' un angolo retto; trovarne l’ inviluppo. 

Si prendano i lati di quest'angolo per assi, e, in una posizione 
qualunque della retta , sia a I' ascissa dell'estremo che muovesi 
sull’ asse delle x , e b l'ordinata di quello che muovesi sull’asse 
delle y: avremo per condizioni del problema 
(lo) ay+bx—al)=o, tZ*-t-6*=P. 
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e in questo caso l’equazione ( 10 ) è (y — b):a=(x — a):l>, da cui »i 
trac successivamente 


y — b x — a ay — ab-+-bx — ab 
a b a* -+- 6 ’ 


y — b ab x — a ab 

a ~~F ’ T~ == ~l r ’ 


M r ») • 


ab 

T’ 


a=(l'x )’ 


e sostituendo nella seconda (15) si à per equaz. dell' inviluppo. 


ZZI 

y , + x* = i*. 


ART. II. 


Altri generi di coordinale. 


915. Se x,y sono le coordinate cartesiane d’un punto, l’equaz. 

(1) Ax+Ay=l 

è quella d’ una retta che taglia sull' asse delle x un semmento 
1:A, e su quello delle y un semmento 1:4; questi semmenti dipen- 
dono dai valori di A e k, e perciò variano con queste due quantità, 
le quali per ogni sistema di valori determinano la retta, clic pas- 
serà sempre per lo stesso punto (ab), se le A e k variano in modo 
da soddisfare l'equazione aA-t- 6 A=l (n.° 238); e però , rappre- 
sentando con 5 ed s le A e k, l’ equazione 

(2) 05+66=1, 

in cui a, b sono le coordinate cartesiane d’un punto, è l'equazione 
del punto. Le 5, e, come abbiamo detto altrove (n." 688 ), son delle 
coordinale tangenziali, e sono gl'inversi de’ semmenti che taglia su- 
gli assi , a partir dall'origine , una qualunque retta condotta per (ab). 
Più generalmente l' equazione omogenea 

(3) Q^+ÒE+C^^^O, 

è quella d'un punto (:•;) , e le coordinate tangenziali sono i 
due rapporti e:|, 3 : 5 . 

916. Pertanto se fra la coordinate tangenziali si à un'equazione 

(4) 151 ( 5 , e)=o, 

del gr. n mo , e si costruiscono le rette rispondenti ai vari sistemi 
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(fi» E .;» (?«• O » cc * r * ,e soddisfanno quest’ equazione, s'avrà una 
serie di rette tangenti una certa curva (n.° 689) inviluppo della 
retta ; e questa curva sarà della classe n ma , perchè da uno stesso 
punto le si potranno condurre n tangenti ; in fatti supponiamo , 
ciò che è sempre possibile , che l' asse delle x passi per questo 
punto , la cui ascisse sia x a ; allora posto in (4) l=x t , avremo 
un’ equazione di gr. n"*° rispetto a e, che darà perciò n valori per 
questa quantità , e quindi vi saranno n rette che partono dallo 
stesso punto e toccano la curva. 

917. Le coordinate tangenziali e rettilinee 5, e, possono essere 
sostituite da due altre p e <f, che si possono dire tangenziali po- 
lari , e che sono la perpendicolare condotta da un punto fisso () , 
e I' anomalia di questa perpendicolare rispetto a una retta fissa 
OX. In fatti, secondo questi significati, è agevole vedere che 

coso seno 

?=— > 6 — ~t~ ; 

p p 

e la sostituzione di questi valori in un' equazione, in generale come 
la (4), darà un'altra equazione s}/{ 9 ,p)=o, appartenente alla stessa 
curva, e con le nuove coordinate c?,p. 

918. Oltre a questi due generi di coordinate della retta, ve ne 
à un terzo, che nasce conducendo pei tre vertici A,B,C d'un tri. 
fondam. le perpendicolari />,«/, r sulla retta; queste nuove coordi- 
nate della retta anno segni simili o contrarii, secondo che cadono 
da una stessa parte o in parti opposte rispetto alla retta; ed è a- 
gevole scorgere che fra esse deve aver luogo una relazione , che 
renda una di esse dipendente dalle altre due: in fatti datep e q , 
p.c., e descritto col centro A e con un raggio p un circolo, e col 
centro li e con un raggio q un altro circolo, la tangente comune è 
una retta, che à le coordinate p c </, e la terza r è determinata ; 
si che non può prendersi ad arbitrio , ma deve risultare eguale 
alla perpendicolare condotta dal terzo punto G su quella tangente. 
Posto ciò, supponiamo condotti per A due assi ortogonali; il primo 
circolo avrà per equazione x'+y*—p', c quella della tangente in 
un suo punte (tu) sarà te-t-ujp=p* , la quale sarà pure tangente 
del secondo circolo descritto col centro B (ag) se cti-{-$n—p'-pq, 
o vero se 

(5) at+$u—p(p-i-q); 
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o perchè la perpendicolare condotta dal terzo punto C a! ,j5*) siti 
eguale ad r, dev’ essere 

(6) a'l+pu=p(p+r); 

da queste equazioni ^5) e (6) si ricava 

. plc'(p-t-q)—$(p-hr)} __ p [a.'(p-hq)— a/i+r'] . 

* _B' 6_f * 11 „r,’ • ! ’ 

ma dev’ essere pure f*4-u’=p\ quindi sostituendo e tenendo pre- 
sente che a’-t -jr=a*, a'*-hf' , =6* , a£' — Sa'=2.i , 2 aa’-t-pp') 
=è*-t-r*— a", essendo A la superficie del triangolo ABC, risulta 

ò*(p— 9)'-t-c*(p— i r)*— (6*-t-c*— < a")(p— 9)(p— i r)=4a\ o vero 

CO (P~q) (P~r)+ ^i(?— P)(9— r)+^r(r-p)(r- 9 )=l, 

ed è questa la condizione alla quale devono soddisfare le coordinate 
p, q, r, perchè la retta corrispondente fosse assegnabile. 

1*19. Dalle precedenti definizioni risulta che l’equazione con- 
tinua p=q=r rappresenta la retta al P infinito ; imperocché, in que- 
sta posizione della retta, le distanze p, q, r non posson essere al- 
trimenti che uguali. 

Similmente l’ equazione p=o dinota una retta qualunque che 
passa pel vertice A , o vero l'equazione p=o è quella del vertice 
A; e parimente q=o è l’ equazione del vertice B, ed r— o è l’ e- 
quazione del vertice C. Quindi le due equazioni simultanee p— o, 
9=o indicano la retta che congiungc i vertici A e R , cioè sono 
le equazioni del lato AB indefinitamente prolungato. E similmen- 
te pr=o, r= o sono le equazioni del lato AC ; e 9=0, r=o quelle 
del lato BC. 

920. Consideriamo sul lato AB un punto tale M, che sia AM: 
BN::»i:l , allora è chiaro che per qualunque retta menata per M 
le sue coordinate p e q staranno nello stesso rapporto , sì che si 
avrà p:q::m:l, cioè lp — «19=0; laonde quest’equazione, essendo ve- 
rificata per qualunque retta condotta per M, è l’equazione di que- 
sto punto , il quale nel caso attuale cade fuori del lato AB ( n.° 
918); che se l’ equazione è lp^-mq=o, allora come che p c 9 sono 
di segno contrario, il punto M cade tra i punti A e B. 

Da ciò risulta che le equazioni p+9= 0, p-f-r=o q-4-r=o sono 
rispettivamente quelle de’ punti di mezzo di AB,AC,BC. E le c- 
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quazionip— q=o, p— r — o, q — r=o sono rispettivamente quelle 
de* punti all* infinito sul lato AB, sul lato AC , e sul lato BC ; in 
fatti le coordinate p, q, p. e. , cadendo da una stessa parte della 
retta, non possono essere uguali, se la retta non è all' infinito. 

921. Più generalmente s’abbia l’equazione 

(®) lp+mq+nr=o, 

in cui l , m , n sono costatili date; dico che essa rappresenta un 

punto determinato. In fatti, se 
fosse n=o,cssa ridurrebbesi ad 
l/ -^-mq=o e rappresenterebbe 
un punto Rsu AB, tale da essere 
AR:RB::tn:/.Or,se DEè la ret- 
ta (pqr), la distanza del punto R 
da DFsarà espressa da (/p-t-mg): 
(l+m) , (n.° 282), e se si con- 
giunga CB,e si prenda, su que- 
sta retta un punto qualunque N, la sua distanza dalla DE sarà 

(d) [(f+tn) -t- nr ] : (I + m-t- n) , (n.° cit.) , 

e però se il punto N coincide col punto M della DE , questa di- 
stanza devesi annullare, e quindi per questo punto, qualunque sia 
la retta DE, sarà lp+mq-t-nr— o, c. b. d. 

Da ciò si fa chiaro che il punto M, che à per equazione la (8), 
può essere determinato, dividendo CR in guisa che CADRAI:: 
l+m:n; imperocché i semmenti CM.SIR sono proporzionali alle 
distanze r ed (Ip-t-mq): ( l~\-m ) dalla DE, e poiché queste distanze 
sono di segno contrario (u.° 818), si à 

l+m:n:;i — t d’onde Ip+mq+nr—o. 

Similmente si può determinare SI , segnando su AC un punto Q 
in modo che AQ:QC:: n: l, congiungendo BQ, e determinando su 
questa retta un punto M tale che sia BSI:SlQ::i-t-n:n. E in fine 
si può dividere BC cosi che BP:PC:: n:m, congiungere AP, e de- 
terminare su essa un punto SI tale che sia A.M:SlP::w-t-n:n. 

922. Secondo la (d), 1’ equazione d' uh circolo di raggio p ò 

(c) tp-hmq+nr=-(l-t-m+n)p. 
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923. L’ equazione del punlo alt' infinito si à quando nella (8) è 

imperocché allora le coordinate p=q-=r della retta 
all’ infinito soddisfanno quell’ equazione. 

924. All'equazione (8) può darsi altra forma, osservando che 
i triangoli IiMC, AMO. avendo la stessa base MC, stanno tra loro 
come le perpendicolari condotte da B e A sulla RC, e quindi come 
l:m. Similmente BMC : AMB :: QC : QA ::l:n, laonde tri. BMC: 
tri.AMC:tri.AMB::/:m:n, e però la (8) può essere scritta così 

^9) tri.BMC.p-Hri.AMC.q-t-tri.AMB.r==o, 

o pure, poiché tri.BMC=BM.CMsenBMC , e cosi per gli altri 
triangoli, si può servire 

scn BMC senAMG senAMB 


( 10 ) 


AM 


-]>-+- 


BM 




CM r “°‘ 


92o. Volendo la condizione perchè tre punti 
l l p-\-m,q+n l r=o, l t p+ui,p-\-n t r—o, l,p-t-m,q-+-n,r=o 
slieno per dritto , s’ otterrà osservando che queste equazioni de- 
vono coesistere, il che à luogo se 

(11) w,=o. 

Questa condizione è verificata pei tre punti m,q= 

n,r, ns—l.p, cioè pe’ tre punti R,P,Q (fig. n.“ 821) ; e secondo 
queste equazioni si à m 1 :/,=AR:BR , M,:m,=BP:CP, n,=CQ: 
AQ, e quindi moltiplicando queste uguaglianze si trae il nolo teo- 
rema AR.BP.CQ=BR.CP.AQ. 

926. Dinotando con u, u, due funzioni lineari di p,q,r, il com- 
plesso delle due equazioni u=^=o , t* t =ra) rappresenta la retta che 
passa pe’due punti u, u, ; e dinotando con I; una costante arbi- 
traria , l’ equazione u 4 -fcn,=o è quella d’ un altro punto che sta 
sulla stessa retta, poiché i valori di p,q,r che soddisfanno le due 
equazioni u=o, m,=o verificano pure I altra u-f-4u,=o. Questo 
ultimo punlo d' altronde divide la distanza mm, tra i primi due 
nel rapporto k: 1; imperciocché, supposto u=lp+mq+nr, u,= 
I le distanze de' punti u,« t da una stessa retta sono 

. lp-hniq+nr /.p-f-m.q-t-n.r . , 

rappresentate da - f +m ~ e 9 uella del P unto 

che divide la distanza uu, nel rapi>orto 4:1 è dinotata da 
lp-hniq-hnr ^ f,p-f-m //-t-n,r 
f-t-m i-n 1,-hm, h», 
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quindi se la retta in discorso è quella che passa pei punti u=u,, 
sono nulle le prime due distanze, e con esse anche questa terza, 
cioè s’ànno a un tempo le tre equazioni u=o, «,=0, u+Ku.^o. 

Da ciò segue che se si prenda un altro punto u-f-k'u^o, le di- 
stanze di questo dai medesimi due punti u, u, saranno nel rap- 
porto À':l , e però il rapporto anarmonico de' quattro punti u=o, 
u,=o, m-ku,--=0, u-Hk'u,:^ è uguale a k:k'. 

Allorché — k, questo rapporto è= — 1, cioè i quattro punti 
sono armonici ; nel tempo stesso l’ equazione u-j-A'u=o diviene 
u — Àu=o , e mostra che questo punto cade fuori del semmento 
uu,. Pertanto i quattro punti u=o, u,=o, u-t-ku,=o, u— ku,=o 
sono armonici. 

927. Più generalménte , com’ è facile assicurarsi , il rapporto 
anarmonico de’ quattro qunti u-t-hu, , u-+-ku, , u+-h'u,, u-t-k'u, 
è uguale (h— h')(k— h'):(h— k')(k— k'). 

928. La retta che congiunge il vertice A col punto di mezzo 
del lato opposto BC è rappresentata dalle due equazioni simulta- 
nee (p=o, q+r^o). Similmente la congiungente B col mezzo di 
AC è (9=0, p-+-r=o) ; e la congiungente C col mezzo di AB è 
(r=o, p+q=o); ora ciascuna coppia di queste equazioni verifica 
l’equazione del punto p+q+r—o , quindi le tre biseganti d’ un 
triangolo s incontrano in un punto. 

929. In generale, la cungiugente un vertice del tri. coor. e sia 
il vertice p = 0 col punto mq+nr=o del lato opposto è rappre- 
sentata dal complesso di queste due equazioni. 

Se quella congiungente ò bisegante dell’ angolo al vertice , al- 
lora, come si sa dalla Geometria, il punto mq -i-nr divide il lato 
BC nel rapporto degli altri due lati AB=c,AC=ò, si che m:n:: 
b:c, e però le equazioni della bisegante l'angolo A sono 

(12) p— 0, bq+cr= 0 , 0 pure 

(13) p— 0, qrsenB4-rsenC=o. 

Se la delta congiungente è perpendicolare al lato opposto , al- 
lora com’ è chiaro m:n:: tanB: tanC , e quindi le equazioni della 
perpendicolare condotta dal punto p=o sul lato opposto sono 

(14) p- o, gtanB+rtanC-o. 

Da ciò segue che le tre biseganti i vertici d' un triangolo si ta- 
gliano in uno stesso punto ; imperocché , preso questo triangolo 
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per il coordinato, le equazioni di dette Inseganti sono 

p-ro, bq-\-cr= o; q- o, ap-t-rr-^=o; r- o, ap-+-bq=o, 
c ciascuna di queste coppie soddisfa egualmente l’ equazione del 
punto ap+bq+cr^o. 

Similmente le tre altezze tf un triangolo ti tagliano in uno stesso 
punto ; imperocché esse ànno per rispettive equazioni 
p^o, gtanB-i-rtanC=o ; q=o, ptanA-t-rtanC=o ; r=o, ptanA-l-gtanB=o, 
e ciascuna di queste coppie soddisfa I’ equazione del punto cioè 
ptanA-+-gtanB-t-rtanC=o. 

930. Senza più dedurre proprietà relative a rette c punti, pas- 
siamo a considerare l’ equazione omogenea e di grado n m ° 

(15) F(p,< 7 ,r)=o. • 

Se si fa muovere una retta in guisa che le sue coordinate p,q,r 
verifichino la (15) , quella retta invilupperà una certa curva , la 
quale può essere per ciò rappresentata dalla stessa (15). Cotesta 
curva sarà della n”'* classe ; imperocché se da un punto qualun- 
que, e sia il vertice p=o, conduciamo una retta qualunque, la coor- 
dinata p di questa retta sarà nulla; c per fissare la retta invilup- 
pante c quindi tangente della curva F=o , bisognerà porre p=o 
nella (15) il che dà, in generale, un'equazione di gr. n”® rispetto 
al rapporto r:q, sì che, in generale , vi saranno n rette che pas- 
sando pel punto p=o toccano la curva (15), la quale perciò è della 
classe n m “, c.b.d. 

931. Volendo assegnare una qualunque posizione dell' invilup- 
pante, basta dare un valore ad arbitrio a una delle tre. coordinate 
p,q,ri e quindi ricavarsi le altre due combinando la (15) con la (7) 

n* 6 * c' 

(7) 4 ^: (P— 9)(P— r )+- 4 {r—p){r—q)= 1. 

Ora , osservando che il primo membro di quest’ equazione è 
una funzione omogenea di 2 ° gr. rispetto alle coordinate, potremo, 
come avverte il Salmon (A trentine on thè higer pian curvcs, pag. 10) 
rendere omogenea un’ equazione della forma F(p,g,r,e)=o, ove e 
è una costante. In fatti, dinotando con n quel primo membro e 
ponendo s*=n, sarà 3 , e qualunque sua potenza, eguale a 1 ; sì 
che potremo nella F— e introdurre quest’espressione omogenea, e 
poi eliminarne 3 mercè la stessa equazione 3 *^=n. Così I’ cqua- 
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rione (c) del circolo diviene 

(i/i'+mq+nr)*— (Z+m-f-n) V'ci , 

ed ò ora omogenea, imperocché il secondo membro ò il prodotto 
d’ una costante pel fattore n, che è una funzione di 2° gr. rispetto 
alle, coordinate, come è il primo. 

Intanto è d’ uopo osservare , che se nel rendere omogenea la 
F-o si devono introdurre potenze soltanto pari di z, il grado di 
quell'equazione, dopo l'eliminazione di z, mercé l’equaz. 
non verrà turbato, c perciò la classe della curva é 1’»"°, come il 
grado della F=o. Ma so, per rendere omogenea quest’equazione, 
s' anno a introdurre potenze impari di z , e questa variabile au- 
siliari non potrà esser eliminata mercé la z *— n , se prima non 
s'eleva a quadrato la F=o, questa s’elevo al grado 2n m ", c la curva 
è perciò della 2n m “ classe. 

R qui facciamo riflettere ciò che avremmo dovuto anche in- 
nanzi fare osservare , cioè che quando si fa uso di tre coordina- 
te in luogo di due, sia per la retta che pel punto , un’ equazione 
fra queste coordinate deve necessariamente essere omogenea per 
poter rappresentare un effettivo luogo geometrico ; imperocché 
siccome , come abbiam visto innanzi, le tre coordinate , sia del 
punto che della retta, non essendo tutte indipendenti, poiché ba- 
stano solo due di esse per determinare la posizione del punto o 
della retta, cosi la dipendenza fra le tre coordinate deve aver 
luogo fra i rapporti di due qualunque di esse alla terza, c ciò non 
avviene se l'equazione esprimente quella relazione non è omogenea. 

932. Se 1‘ equazione (15) è di 2° gr. , il luogo geometrico è 
una conica , poiché questa è la curva alla quale si possono con- 
durre due tangenti da uno stesso punto; quindi le forme che può 
avere l'equazione di 2° gr., perchè in questo genere di coordinale 
rappresentasse una conica , sono quelle stesse (C,8G5), (C',88G) , 
(C'.iSSGì che àn luogo in coordinate d’ un punto. 

933. Supposto pertanto che w=o, «,=o sicno le equazioni di due 
coniche in coordinate della retta, allora l’equazione «+*«,= 0 , 
essendo £ un’ arbitraria qualunque, rappresenta quelle coniche clic 
sono toccate da quelle stesse rette clic toccano a un tempo le due 
coniche h, u, ; imperocché ogni sistema di valori che soddisfa le 
equazioni di queste due coniche, verifica pure quella della u+ku t . 

liti 
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Se ciascuna delle funzioni di 2“ gr. u, u„ si scompone in du« 
fattori lineari, c poniamo u—LM, u,—NP, l’ equazione LM—kNP 
rappresenterà tutte le coniche iscritte nel tetragono che à per ver- 
tici opposti L,M;N,P; imperocché per f— o si à ,V=o, o pure 7'=o. 
quindi I,N , LP sono due tangenti condotte per lo stesso punto 
L ; c similmente MN , MP sono due altre tangenti condotte per 
M. Se N—P, 1’ equazione proposta diviene I.M=kN\ e questa ap- 
particne alle coniche che anno per tangenti comuni le rette MN, 
LM, e passano pei punti L, M ; imperocché in questo caso le due 
tangenti LN.LP del caso precedente vengono a coincidere in un» 
sola; e allrctttanto à luogo per le due MN,MP. 

934. Potremmo cercare relativamente a questo genere di coor- 
dinate le varie formolo che si riferiscono alle equazioni di 2°gr. 
(C), (C 1 ), (C") sopra citate, analogamente a ciò che abbiamo fatto 
rispetto alle coordinate trilineari (n' 866 cseg.); ma queste ricer- 
che le lasciamo all’ esercizio dei giovani sludianti , e piuttosto 
faremo talune considerazioni su i vari sistemi fin qui trattali. 

935. Dinotando con x,y,z tre quantità variabili , l'equazione 
omogenea e di gr. n mo 

(F) F (x,y,s)=o 

rappresenterà sempre un luogo geometrico, che sarà generato dal 
movimento d’un punto, se le x,y,z sono le coordinate del punto; 
e sarà generato dal movimento d' una retta, o sia sarà l’invilupp«» 
d' una retta, se le x,y,z sono coordinate della retta: in ogni caso 
la legge del movimento è formolata dall' equazione (F); nel primo 
caso il luogo sarà una curva dell’ ordine n mo , e nel secondo sarà 
una curva della classe n"". 

Allorché la (F) è un equazione lineare 

(a) Ix-i-my- t-ns=o 

il luogo di quest’ equazione sarà una retta, se x,y,z sono coordi- 
nale del punto, e sarà un punto, se x,y,z sono coordinale della retta; 
si che combinando le (F) ed (o) si ànno per risullamenlo,nel pri- 
mo caso, coordinate di punti , e perciò punti sulla curva ; c, nel 
secondo caso, coordinate di rette , c perciò rette tangenti la cur- 
va; i punti stanno per dritto, e le rette concorrono in un punto. 
Ora la combinazione di quelle equazioni é un folto analitico, indi- 
pendente da qualunque speciale significato delle variabili, del quale 
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significalo sono pure indipendenti i ri su 1 1 amen t i di quell' opera- 
zione algebrica , i quali sono funzioni de' cocllicicnli delle cqua- 
cioni combinate, c la loro forma dipende da quelle di dette equa- 
zioni. Pertanto, se si stabilisce tra delti cocflicienti una relazione, 
in virtù dello quale le variabili x,y,s considerate, poniamo, come 
coordinate d*uu punto abbiano a soddisfare a una certa condi- 
zione geometrica, colesta relazione, che esprime allora una pro- 
prietà relativa a un sistema di punii nella curva di ordine n m ", 
esprimerà parimente una proprietà relativa a un sistema di rette 
nella curva di classe ti ma ; così ohe con una sola operazione otte- 
niamo due proprietà che rispettivamente si riferiscono a due curve, 
generalmente parlando, di genere diverso. Così, aupitouendoar.y.s 
coordinate d’un punto, ed esprimendo la condizione che i punti 
d’ intersezione della retta con la curva ( F ) abbiano a coincidere 
a due a due, cotesla condizione , che sarà espressa in funzione 
dei cocllicienli della (F) e della (a), esprimerà in pari tempo che 
le tangenti menate da uno stesso ]Hinto ali’ inviluppo {!■') abbiano 
a coincidere a due a due. Md caso delle coniche l’ordine e la classe 
della curva sono gli stessi , c però , in questo caso , trovala una 
proprietà relativa a un sistema di punti, si à nel tempo stesso una 
proprietà relativa a un sistema di rette, in quest’ cnunzialo ap- 
punto consiste ii meraviglioso principio ih dualismo , messo in 
luce daCiuscES el'LÙCKEK; ma le cui basi furon poste dal Mòuius, 
nella sua classica opera lHu banjcentric caicut. Secondo questo 
principio il teorema di Bkianchon si trae da quello di Pascal e 
reciprocamente; similmente i problemi risoluti nel ii.“ 834 si 
traggono uno da un altro con la slessa legge di dualismo. In gene- 
rale, si trae un teorema da un altro, mutando nell’ enunciato del 
primo le parole, punti , rette , luogo di punti, inscritto rispettiva- 
mente nelle al tre, reMe, punti, luogo di rette o inviluppo, circoscritto. 

930. Eccone un esempio. Abbiamo mostrato (n.° 849) clic 
«elle coniche in involuzione u+Au,=o, se jP=o, P x — o sono le ri- 
spettive polari di u e quella della conica qualunque u+ku, è 
P+kP,=*>: tulle queste polari passano per uno stesso punto(/ , 7 , 1 ì; 
quindi se Q—o, (J ,— o sono le polari d’ un altro punto rispetto alle 
stesse coniche u , w, , è Q-l À(>,=o la polare dello stesso punto 
rispetto alla conica tH-Àif„ e queste sccoudc polari passano tulle 
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por lo stesso punto fO(>,)—o. Laonde il fascio delle polari P+kP, 
e. i|iiello delle polari Ok-t-Q, sono tra loro omografici, perchè per 
uno stesso valore di A abbiamo un raggio nel primo, e uno, e solo 
uno, in corrispondenza nel secondo. Ora, se tra le due equazioni 
P-bkP t =o e Q+kQ=o eliminiamo A , otteniamo I’ equaz. PQ,~ 
(JP„ che rappresenta una conica circoscritta al tetragono PQ t QP,, 
c però passa pe' punti (PP t ) , (00,) che sono i centri dei fasci; 
laonde, poiché l' eliminazione di k equivale a considerare le in- 
tersezioni de' raggi corrispondenti dei due fasci; ne segue che il 
luogo < Ielle intersezioni de' raggi corrispondenti di due fasci omo- 
grafici è una conica, che passa pe’ centri de' fasci. Sostituiamo ora 
ai due sistemi di rette concorrenti ciascuno in un punto (i due fasci) 
due punteggiale (’), o sia due sistemi di punti ciascuno in una 
retta (due divisione omografiche di due rette); a due raggi corri- 
spondenti sostituiamo due punti corrispondenti delle due rette ; 
alla intersezione dei due raggi corrispondenti sostituiamo lo retta 
che congiunge due punti corrispondenti , e avremo il seguente 
teorema reciproco (**) del precedente: rinvUuppo delle congiungenti 
i punti corrispondenti di due divisioni omografiche di due rette i 
una conica. 

937. Potremmo aggiungere altri esempi di questo genere, ma 
ci basta averne tracciata la via, e ne lasciamo l’ esercizio alla cura 
dello sludiante. Però crediamo utile far notare che il dualismo 
si riscontra tutte le volte che si tratta di questioni di sito o posi- 
zione, come voglia dirsi, vale a dire di quelle questioni, ove non 
entrano distanze o angoli, e in generale clementi che si riferiscono 
a speciali unità di misura; c la ragione è chiara , perchè il dua- 
lismo è un fatto geometrico che procede, come abbiamo fatto no- 
tare, da un fatto analitico.il quale perciò è indipendente da qua- 
lunque misura, ma dipende da forme algebriche, esprimenti for- 
me geometriche, cioè disposizioni, o posizioni di punti e di rette. 

93H. Abbiamo detto (n.° 93o) che una relazione tra coefficienti, 
ricavata da un'operazione algebrica, in cui le variabili erauocoor- 

C) Secondo la definizione del prof. Dellavitis. 

(") (Juesto vocabolo non devesi teucre nel suo significato grammaticale, ma 
come indicante con brevità la proposizione: teorema relativo alla curva re- 
ciproca d’ unaconica, stante clic la reciproca d’ una conica è un’altra con un . 


Digitized by Google 



nELLE CONICHE 


437 


! 

(liliale d‘ un punto si traduccva in un’ altra relativa a coordinate 
d' una retta , sema istituire nuovi calcoli o ragionamenti , e ne 
abbiam veduta la ragione. Ma per meglio chiarire questa propo- 
sizione ricordiamo, tra gli altri escmpi.che l'equazione indicante 
la condizione perchè tre punti sticno per dritto (n.° 287) è iden- 
tica nella forma a quella indicante che tre rette passino per un 
punto (n.° 288) : ciò non poteva essere altrimenti , imperocché 
l’una c l' altra si traggono dall' esprimere che le tre equazioni 

l,x-hm, y-+-n I z=o, l t x-\-m,y-hn,z=o, l,x-hm,y-t-n,s=a 

devono coesistere, sieno x,y,z coordinate del punto o della retta; 
in ambi i casi la condizione è z±l,»n.n,=o; ed essa è indipendente 
dal sistema di coordinate. 

930. Ora se consideriamo due punti situati sopra uno degli assi, 
c sia il 5—o, o due rette che passano per uno stesso vertice s=o 
del triangolo fondamentale, l'uno o l'altro di questi sistemi è 
rappresentato dall' equazione omogenea 

(b) a/+2a I zy+a,y'=o ; 

in cui x,y sono coordinate del punto nel primo caso, c della retta 
nel secondo: questi due punti (o le due rette) saranno reali e di- 
stinti, coincidenti o immaginari!, secondo che le radici della (6), 
risoluta rispetto a x:y, sono reali c diverse, eguali, o pure imma- 
ginarie; il che è luogo secondo che il discriminante 

(t®) «o fl .~ a «* 

è minore, eguale o pure maggiore di zero. Pertanto la forma bi- 
naria quadrata (a„,a t ,a,)(x,y)* eguagliata a zero rappresenterà due 
dementi geometrici (punti o rette) coincidenti , se il suo discrimi- 
nante n 0 a, — a,* è nullo. 

940. Consideriamo ora le due equazioni 

(c) a 0 x'-t-2a l xy-+-a tl y r z=o, ò„**-+-2é , ar|H-ò,y**o , 

che riferite allo stesso trian. coor. rappresentano due sistemi di 
due punti ciascuno, posti sullo stesso asse , o duo sistemi di due 
rette ciascuno, le quali partono da uno stesso punto.Nel primocaso 
il rapporto x:y dinota la distanza d'uno dei punti da un punto fisso 
sul medesimo asse; c nel secondo caso il detto rapporto indicala 
tangente trigonometrica dell'angolo formalo da una di quelle rette 
con l' asse 5 = 0 . Pertanto se poniamo x:y— l, c dinotiamo con t',t" 
le ascisse 1 de' punti della prima (c) 0 le tangenti trigonometriche 
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delle rette di quella equazione, c chiamiamo similmente I„ i, te 
corrispondenti quantità degli elementi della seconda (c), avremo 
che il rapporto auarmonico de'quattro elementi geometrici (pun- 

(j* — l ) 

li o rette) delle equazioni (c) è rappresentato da — Jj 

(n.i 380) e ponendo 
(17) 


—h , si trae 


{t'-W-L 
2ltl?+t,tJ— (l'-M'Kf.-t-o 


1 -| -h . 
1 — h ’ 


ma per le relazioni tra le radici e i cocllkicnli d' un equazione si à 
, ,, a, à, a„b.-\-ba 

■+- -r—- — 


«A 

2a i: « 0 , /,+!,= — 


l'— t"—2V <,=-V l't’—hX' 

quindi sostituendo avremo 

m («A+V.-gnA Ì* ( 1 +4 V 

1 o; 4(a I *-a„a,)(à I *-6A) ~ \1- */ 

Il denominatore del primo membro di questa formolu è il pro- 
dotto di due discriminanti, che sono due invarianti (C. A. n.°445) 
c però esso stesso ò un invariante; c anche un invariante è il nu- 
meratore, come può verificarsi mercè la nota sostituzione lineare 
x-ax' +$y ' , y-a.'x'-\-^'y' . Posto ciò, se A=1 , uno de’ fattori del 
denominatore della (18) dev' esser nullo vale a dire gli elementi 
di uno de' due sistemi (c) devono coincidere (n.° prec.). Se poi 
h= — 1, nel qual caso il rapporto (17) è armonico, dev' essere 
* aA-H,a,-2a A==o. 

Pertanto i quattro elementi geometrici ( c ) (punti o rette) saranno 
armonici, se il comune invariante (19j ili quelle forme è nullo, 
941. Segue da ciò che se lo stesso sistema a„x , +2« 1 a:i/-4-fl m !/*=o 
è coniugalo armonico con ciascuno de’due ò 1) x*-t-iià I xj/-t-6,y'=o , 
ò' 0 x -t-2ò',xi/-t-ò',y*=o, è pure armonico col sistema 

b 0 x’-t-2b,xij+by-+-\(b' ll x'-i-2b' 1 xy+b , y)=o, 
imperocché la coudizione perchè quel primo sistema sia coniu- 
gato armonico cou questo è, secondo la (19), 

«.(ò.-t-WijO-t-A-t-Xò'Ja, — 2a l (b l -i-W,)=o, 
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è questa è veritìrata quando sono verificate , per ipotesi , le due 

a o b *+K a <— 2 «. ir .=o. aj>\+b' l fl t — t 2 a l b\= o. 

Alla (Ine di quest' opora riprenderemo quest'argomento, trat- 
tandola in modo più ampio. 

CAPITOLO Vili! 

COSTRUZIONE DELL’ INTERSEZIONE DI DTE CONICHE ; 

O D’ UN’ EQUAZIONE DETERMINATA. 

ART. I. 


Coatruilcine delle Intereexlonl di due coniche. 


942. Allorché la determinazione d’ un punto ignoto dipende 
dalla costruzione di due coniche, si può costruire ciascuna con le 
regole esposte ne’ n.' 816 e seg. , o pure si può eliminare tra le 
due equazioni date una delle incognite , e ridurre cosi la que- 
stione alla costruzione d' una equazione determinata , come sarà 
esposto nell’ articolo seguente. Ma, sia perchè quelle regole non 
danno le costruzioni più eleganti.o perchè, il più delle volte, l’e- 
iiminazio>e richiede lunghi calcoli , e i risultamenti ai quali si 
ghigne non sono abbastanza semplici, così conviene cercare mezzi 
più diretti e spediti, quali sono quei che qui appresso ci faremo 
ad esporre, e che sono dovuti al prof. Radula. 

943 Sia pertanto (xy) un punto, che deve trovarsi, a un tempo, 
sulle due coniche 

(1) ay'-^-bxy+cx’+(ly+ex+f=o , 

(2j ay'-\-b'xy-) r c'x‘+<i'y+e'x-\-f—o, 

una delle quali può essere data; e cerchiamo dedurre da esse, se 
sia possibile, quella d’un circolo,che è una curva di più semplice 
costruzione. Supponiamo, per più generalità, che gli assi primi- 
tivi sieno obbliqui.il cui angolo abbia per coseno m, e che i quat- 
tro punti comuni alle curve (1) c (2) sieno sulla circonferenza 

y'+x'+Zmxy — 2(q~i r mp)y — 2(p-hmq)x ) 

+q*+p‘-i-2mpq—r' \~~ ’ 
ove rappresentano le coordinate del centro ed il raggio. 
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Moltiplicando quest' equazione per « ed il risullamcnlo sottraen- 
dolo dalla (1) ; c moltipliramlo la stessa (3) per «' ed il risulta- 
mento sottraendolo dalla (2), s’ànno le due equazioni 

[ [b—2ma)xy-\-(c — a)x*-t-[d +-2a(q-\-mp)}y ) 

1 +[e-+-2a(p+mq)]x-hf— (p'+q t -\-2mpq— r*)a | 

( {lt'—2ma'jxy h(c'— a')x'-+-[d'-t-2a'(g-t-mp)]y I 

(o) I 

j +[e'-t-2a'(p+mq)]x-ì-r —{p'+q'-+-2mpq—r')a\ 
che rappresentano due iperbole , e ciascuna à un asintoto paral- 
lelo all'asse delle ordinale (n.° 818): queste due iperbole, devono 
passare per gli stessi quattro punti comuni alle curve (1) c (2) 
(n.° 131) ; ma comcchè le (4) c (5), contengono lo stesso numero 
di coedicicnti arbitrarli , eguale appunto al numero dei punti 
pc’ quali le dette curve devono passare , è necessario che sveno 
identiche, e perciò devono aver luogo le seguenti eguaglianze: 

/ c — a c — a’ d-\-2a[q+mp) d'-h2a'(q+mp) 


«I 


6-2 


m a 


h — 2ma 


o — 2 ma 
' f — ip’ -\-q' -\-2m pq — r 
6 — 2ma 


h — 2um b' — 2/na' 

mq) i' -t-2ii'. p+.mq) 
li' — 2md 

_ r — p , -hq , -h2mpq—r’)a' 
b' — 2mu 


, Di queste eguaglianze la prima , perchè indipendente do p, q, 
r , sussisterà qualunque sicno queste quantità , purché le due i- 
pcrbole (4) e (5) passino nel tempo stesso pc’ quattro punti pei 
quali deve pur passare il circolo (3) : essa , è dunque una condi- 
zione che deve aver luogo tra i coedicicnti delle proposte (1): per 
interpetrare questa condizione, s’osservi che i ragionamenti sin 
ora fatti àn luogo ancora quando gli assi delle coordinate sono pa- 
ralleli a quelli d’una delle due curve date, poniamo la (t); allora. 
m—o, 6=o, c quindi la prima (6), a meno che non si volesse sup- 
porre a— c, ( caso che espressamente escludiamo , c che darebbe 
un circolo) darà 6'=o , onde anche gli assi della seconda curva 
sono paralleli agli assi delle coordinate, quindi si à il teorema: 
se dite coniche s'inconlrano in quattro punti situali sulia circonfe- 
renza d' un circolo, i loro assi son paralleli , e viceversa. 

Verificata la prima condizione (6) le rimanenti serviranno per 
determinare le tre quantità p, q,r, che fissano il circolo che passa 
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pe’ quattro punti comuni ai due luoghi (1) c (2), c può essere ad 
uno di essi sostituito. Osservando inoltre che le quantità p+mq, 
q-\-mp rappresentano le porzioni , clic , a partire dall' origine , 
tagliano rispettivamente sull' asse delle xcsu quello delle t / le 
perpendicolari abbassale dal centro del circolo su gl’indicati assi, 
allora invece di ricavarsi p e q dalle precedenti eguaglianze, sarà 
meglio, c condurrà a costruzioni più semplici , il cavarsi imme- 
diatamente i valori di dette porzioni, che sono 

c'(b — 2 ma) — e(b' — 2ma') d'b — 2ma) — dtb' — 2 ma' 

{7) 2(air _ l>a 7 ] > q+mp= 

e portate queste lunghezze rispettivamente sull’ asse delle x c su 
quello delle y , si eleveranno da' loro estremi le perpendicolari a 
questi assi , e la loro intersezione darà il centro del circolo (3). 
Fatto ciò si determinerà il raggio per mezzo dell'ultima delle (ti), 
osservando che la quantità p'-\-q'-\-2mpq rappresenta il quadralo 
della distanza dall'origine delle coordinate al detto centro. 

944. Si è fin qui supposto che le due curve date (1) c (2) am- 
mettessero quattro punti comuni, e questa ipotesi rendeva iden- 
tiche le (4) c (5), appunto perchè le due iperbole rappresentate da 
quelle equazioni dovean passare per gli stessi punti comuni alle 
due curve date ed al circolo.Ma se esse ammettono tre soli punti 
comuni , vi sarà in questo caso sempre un circolo che passa per 
questi tre punti; ma poiché esso deve aver necessariamente quat- 
tro punti comuni con ciascuna delle coniche , cosi questo circolo 
incontrerà le dette curve ciascuna in un altro punto. Allora , le 
iperbole (4) e (5), passando ognuna pe' quattro punti, che il cir- 
colo à di comune colle curve date (1) c (2), de’ quali soli tre, per 
ipotesi, sono comuni a dette curve, ne segue che le (4) e (5) non 
possono più essere identiche, e perciò l’ andamento del n.° prec. 
non avrà più luogo. 

945. Or, quando due curve del 2° grado ammettono tre soli 
punti di comune, la loro eliminata di 4 U grado in x, trovata nel 
n.° 214 , deve ridursi al 3° , c perciò tra i coefficienti di queste 
equazioni deve aver luogo la relazione 

(8) ( ac ' — cu')' — [ab’ — ba’)(bc' — cò')=o. 

Di più , potendo sempre alle equazioni (1) c (2) sostituirne due 

57 
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nllrc mancanti d'uno de'quadrati, qualora le proposte tutti e due 
li contenessero; cosi supporremo dette equazioni ridotte alle for- 
me seguenti; 

(9) ay 2 +bxyA-dy-\-cx-\-f=o, 

(10) c'x'+b'xy-i-d'y-\-e'x+f'=o, 

c in tal caso la (8)riduccsi semplicemente od ac'(ac — W)— o, e 
quindi può esser soddisfatta in tre modi, cioè ponendo 

(11) ac' — 6à'=o, o pure a=o, o c'=o. 

Or perchè dalle (9) e (10) possa trarsene l’ equazione d’un cir- 
colo, sieno a, p, a', p' delle quantità indeterminate, e moltipli- 
chiamo la (9) per ax-h$, e la (10) per a'y+P', e, addizionando 
i due prodotti, s" avrà 1’ equazione 

(12) Axy t -+-Bx’ > y-t-Cy*+Dxy+Ex t +Fy+Gx+H=o , 
essendo / A=aa+b’a', B=l>a-\-c'a.' , C—a^+d'a ' , 

(13) I^da+bZ+e'a'-hb'p, E=xz-hc'{>' 

( F=dp-t-/V-t-<rp', G=cp-f-/a-t-e'p', , 

e perchè la (12) si riduca a quella d’ un circolo , deve in primo 
luogo mancare de termini a 3° grado: inoltre i cocITìcienti di x’e 
y 2 debbono essere eguali, e finalmente quello di xy deve rappre- 
sentare il coseno m dell’ angolo degli assi. Or, essendo a.p.a'.s' 
quantità indeterminale , le determineremo mercé le condizioni 
( aa-t-6'a'=o, èa-t-c'«'=o, ca-t -c'p'=ap-)-d'a', 

( ( da-t-àp-t-c'a'-t-6'p'=2m(ap-t-d'a') , 

le quali cadono in difetto , nel caso che sia verificata la sccouda 
e terza delle condizioni (11); ma lo stesso non avviene se à luogo 
la prima. Onde , ritenendo verificata questa condizione , le (li) 
reggeranno pure, c la (12) diviene 
n „.\{a$+d'a')(y % -h 2 mxy+x 2 )-{-{dp+d'p-\-f 9 :)y 

[ } ( -+- (t$-\-e'p+ra)x+r?+rp =*> . 

e rappresenta un circolo. Per meglio ratvisare la natura di que- 
sto circolo , osserveremo , che la sua equazione è stata dedotta 
combinando insieme due equazioni , una delle quali era il pro- 
dotto della (9) e d‘ un fattore fiur+p, e I - altra era il prodotto della 
(10) e dell' altro fattore a.'y+ p'; sì che il detto circolo incontrerà 
la retta aar-i-p— o , c la curva (10) nell' altro punto x= — p: a , 
mentre incontra questa stessa curva in tic altri punii ; e simil- 
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mente mentre incontra la retta a!y-\-$— o , e lu (9) nel punto 
y= — (5':a incontra questa stessa curva in tre altri punti , clic 
son quegli stessi ove incontra la (10). Pertanto il circolo (Ili), ol- 
tre di passare pe’ tre punti comuni alle due curve date, c per gli 
altri due ora detti, passerà pure per l’altro punto( — p:a,— p':a') 
come può verificarsi con la sostituzione c tenendo presenti le (14). 


Or le prime due (14) dànno 



e queste equazioni , che ci fan conoscere il valore di a:a' f menò 
uno dei rapporti b'-.a, c':b, ci riproducono nel tempo stesso la con- 
dizione ac' — bb'— o, necessaria affinchè le curve proposte ammet- 
tessero tre punti comuni. Lo altre due (t4),dopo avervi sostituito 
il valore di a, dato dalla (16) in funzione di a', serviranno, combi- 
nate tra loro, a dare i valori di g:a' e p':a'. E tanto basta per de- 
terminar completamente l’equazione (16) del circolo; imperocché 
dividendola per a', i coefficienti saranno funzioni di a:a\ (5:a\ 
(ì':a', che abbiam veduto come determinare. 

Questo circolo , come s’ è visto , oltre di passare pe’ tre pun- 
ti comuni alle due curvo proposte , devo passar pure pel punto 
( — (5:a, — P':a') che può esser deterininato.o costruendone le coor- 
dinate , o costruendo le due rette per cui passa , le equazioni 
delle quali si cavano facilmente dalla terza c quarta delle (14) , 
ponendovi u in luogo di (5':a', c 1 in luogo di J3:a, indi riduceudo, 
mercè le prime due si troverà 


(17) tt+ 



e' d 
b' a 



a e il' 

“ + i (+ rr 0. 


946. Abbiamo veduto che le (14) cadevano in difetto allorché, 
per stabilire la condizione dcU’intersezionc.pouevasi a—o o pure 
c'—o. Or in tal caso particolare le equaz. (9) e (10) àu la forma 

(18) bxy+dy-i-ex+f—o, c'x'-\-b'xy+il'y+ex-\-f=X),o pure 

(19) ay'+bxy+dy+ex-i-f=o, b'xy-\-d'y-he'x-\- f=o; 

e se per ottenere l'equazione del circolo si volesse, coinè sopra, 
moltiplicare la prima delle (18) o la prima delle (19) per su+,5, 
c la seconda (18) o la secouda(19)pcr a'y +- (}' , risulterebbero nel 
caso delle (18) due uuovc equazioni , delle quali la seconda cou- 
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terrebbe jl termine in xy", che non conterrebbe parimente la prima; 
e nel caso delle (19) risulterebbero parimente due novelle equa- 
zioni la prima delle quali conterrebbe il termine in x'y, che inan- 
ellerebbe poi nella seconda. In tal modo non potrebbesi dall’e- 
quazione risultante fare sparire questo termine, senza cadere in 
assurdo. Ma se nella seconda (18) o nella prima (19) mancasse il 
termine in xy, allora nc'prodotli indicati mancherebbe il termine 
o 1’ altro x*y ; quindi è, che , secondo questa osservazione , 
e ragionando particolarmente sulle (18), si potrò fare sparire dalla 
sccconda il termine in xy , combinando insieme le stesse (18) , 
col moltiplicare la prima per V c la seconda per b, e quindi sot- 
traendo; in tal modo ne risulta una novella equazione 

(20) bc'x'+(bd' — db')y+(be' — cb')x+bp— fb'~o, 
che può essere sostituita alla seconda (18). 

Quindi per trarre l’equazione d'un circolo dalla prima (18) c da 
questa (20), basterà nelle condizioni generali (14) porre a=o c 
b'= o, c così la prima diviene identica , e le altre tre serviranno 
a dare i valori di a:a',£:a',£':a', che entrano nell’ equazione del 
circolo; bene inteso che nelle dette equazioni converrà invece di 
e', d', e', [' porre rispettivamente be', bd' — db'; be' — cb\ bf — fb', 
che rappresentano i coefficienti della (20). 

947. Se nella eliminata di due equazioni di 2° grado fosse nullo 
I’ ultimo termine, vi sarebbe una radice eguale a zero , ed in tal 
caso uno dei quattro punti d’ incontro delle due curve avrebbe 
per ascissa zero. Questo punto dunque sarebbe cognito intera- 
mente, determinandone l’ ordinata col porre :r=o in' una delle 
equazioni date, csi tratterebbe allora di determinare l'equazione 
del circolo, che passa pergli altri tre punti comuni alle dette curve. 
Per determinare questo circolo osserviamo, da prima, che potreb- 
besi prendere per origine delle coordinate il punto determinato 
come ora si ò detto, e ciò col passare ad assi paralleli; in lai caso 
le nuove equazioni saran mancanti del termine nolo ; c poiché 
inoltre si può fare sparire uno de’ quadrati da ciascuna, cosi sup- 
porremo i due luoghi geometrici a costruirsi messi sotto le forme 

(21) ay*+bxy+dy+ cx=o , (22) c'x^-hb'xy-hd'y-ì-e'x^o ; 

c così passeranno insieme per l’ origine delle coordinate, c avranno 
tre altri punti comuni. Orse le precedenti equazioni si mettono 


Digitized by Google 



DEI.LB CONICHE 


«5 


sotto la forma seguente: 

(fly-t-(f) Jf= — ( by+é)x , (b'x+d')yz=—(c'x-hc')x , 
e si dividano l' una per l' altra, s' avrà la nuova equazione 

(23) ( ac ' — W)xy+ ( ae ’ — Ixf )y+ (de' — eb’)x-i-de' — ed'— o, 
appcrlcnente a un’ altra curva, che passerà per gli stessi punti 
comuni alle (21) e (22), escluso però quello che è all’ origine, 
poiché la (23) non è verificata dal sistema ar=o,y=o; ciò avviene 
appunto perchè la divisione delle (21) e (22) à fatta sparire questa 
soluzione comune ad esse. Dunque la (23) à tre soli punti comuni 
con una qualunque delle (21) e (22), e perciò, come nel n.° 946, 
potrà determinarsi il circolo che passa per questi tre punti, clic 
sono pure quelli' comuni ai due luoghi geometrici dati. 

948. Abbiamo fin ora supposto che alle due curve coniche a co- 
struirsi , si volesse sostituire una di esse, e un circolo. Questo 
metodo e di sommo vantaggio, quando una delle curve sia data 
nell’ enunziato del problema. Ma si può ancora, più generalmen- 
te, supposte date due equazioni del secondo grado , determinare i 
punti ove te curve da esse rappresentate s’ incontrano , per mezzo 
d’un circolo e d'uno sezione conica. Per risolvere questa questione, 
osserviamo da prima, che a una delle date equazioni se nc può 
sostituire un’altra priva del termine noto, qualora lo ammettesse, 
e ciò si farà eguagliando i termini noli delle date equazioni c 
quindi sottraendo. Ond’ò che supporremo le due equazioni pro- 
poste ridotte alla forma seguente: 

(24) ay % +bxy+cx'-{-dy+cx=o, 

(25) a'y t -+-b'xy-t-c'x t -+-d'y+c'x+f'=o. 

S’ immagiui il punto (xy) , comune a queste due curve , con- 
giunto coll’ origine delle coordinate, e dinotando con 

(26) l y=ax 

I’ equazione di questa congiungentc, essa deve sussistere insieme 
colle (24) e (25). Or, se tra queste equazioni si elimini x ed y, ne 
risulterà un’ equazione di coudizione, propria ad indicare che il 
punto (xy) comune alle (24) c (25) sta pure sulla retta (26). Per- 
tanto, sostituendo nelle (24 ) e (25) l’y della (26), si à 

.™. | (aa*+ba+c)x+da-\-e=zo, 

( (a'a*-i-b’a-\-c')x t -ì-(d'a-\ e')x-\-f =o, 
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= 0 . 


eliminando la x tra queste quazioni s’à l'indicata condizione 

(a'a‘- J rb'a.-\-c')(tla.-\-c)' 1 — (da+ c)(<fa+e')(aa.'+ba+c) I n 

-t ~f (oa*-i-6a4-c)*( 

Inoltre, se, per [issar la posizione della retta (26), chiamiamo l,u 
le coordinate d’ uu suo punto qualunque , dovremo avere u=ai f 
e quindi ou=u:( ; ma questo valore di a deve soddisfare pure la 
precedente equazione , dunque avremo 




(28) 


(a'— + 6'- +c ')( ( r_ +2de - +e*)d-f (a ^4-6-4- e)' 


—o. 


u 


— [ild’ t- (de -\-cd')j+ee'} (a^- +b j -t -c) 

Laonde il punto (lu) starà situato sul luogo geometrico di que- 
st* equazione, il quale è, ad evidenza, il sistema di quattro rette, 
che sono appunto quelle che congiungnuo I’ origine con ciascuno 
de' punti comuni alle (24) c (25). E poiché il punto (tu) è stato 
arbitrariamente preso sulla retta (26), potrem [issare tra le coor- 
dinate t ed u una seconda relazione , che insieme con la (28) nc 
determinassero completamente la posizione. Chiamando pertanto 
ih il coseno dell'angolo degli assi, porremo 

(29) u % +l'+2mul— 2nl=o, 

clic rappresenta I' equazione d' uu circolo; allora cavandosi da 
questa relazione il rapporto u’:t* , c sostituendo nella (28) si à 
i [{b 1 — 2u'm)ttH-(c' — a')H-2a'n][2d(e— <Im)u+(e*— d*)t4-2dn*]) 

f -+-/*( (6 — 2 am)u+(« — a)l4-2an]* 

la quale equazione appartiene ad una conica. 

Il punto ((u) verrà dunque dato dalla intersezione del circolo 
(29) e della conica (50), e congiungendolo coll'origine darà la po- 
sizione della retta sulla quale deesi trovare il punto comune alle 
(24) o (25) ; e poiché 1’ ascissa di questo punto soddisfà le (27), 
così, se nella prima di esse poniamo in luogo di a il suo valore 
u:t, ne trarremo 

m 


X—- 


2 a(n—mu) - al+bu-\-cl 
Costruendo dunque quest’ascissa, ove le t ed « sono già cognite, 
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essendo le coordinate d’uno qualunque de' suddetti punti d'inter- 
sezione ; e menando l' ordinala corrisponde, il suo incontro culla 
retta che congiungc l’ origine col punto (tu) darà i punti cercali. 

ART. II. 

Custrasloac delle equazioni determinate. 

919. Si è dello nel n.° 912 che talvolta, per fissare la posizione 
d’ un punto, s’ anno due equazioni a due incognite , che son le 
coordinate di quel punto , e che , se la eliminazione riuscir do- 
vesse complicata, o del tutto impraticabile, varrà meglio costruire 
i due luoghi geometrici di quelle due equazioni. Ma, se l’elimi- 
nata potesse facilmente ottenersi c risultar di forma piuttosto 
semplice , gioverà talvolta prender questo partito , per ricavare 
due altre equazioni di luoghi geometrici, di più semplice costru- 
zione che non sieno i due proposti. D’ altronde v’ à de’ problemi 
i quali ammettono di loro natura una sola ignota , che nell' e- 
quazione Gnale del problema può elevarsi a un grado supcriore 
al primo. Importa dunque aver delle regole , come elfettuarc la 
composizione del problema in simili circostanze, e queste regole 
appunto ci faremo ad esporre nel presente articolo. 

950. Sia dunque data 1’ equazione 

(1) F(x)=x M +A,x'*--hA,x m -+ . , ..+A m _,x+A m =o, 
c, dinotando con y un’ altra variabile, poniamo 

(2) y^T(x) : 

quest’ equazione possiamo sempre considerarla come quella d’un 
luogo geometrico.e volendo trovare i punti ov’csso incontra l’asse 
delle ascisse converrà porre y=o ; allora si à l’ equazione F(aj)=o. 
le cui radici daranno le ascisse de’ detti punti d'incontro. Or que- 
st'equazione è la stessa proposta (1), dunque le radici d'un'equa- 
zione a una incognita x del grado m mo , tono le ascisse de’ punii 
ove incontra f asse di questo nome, la curva che avrebbe per ordi- 
nata il primo membro dell' equazione data. 

951. Secondo questo teorema, potremo quindi risolvere un'e- 
quazione determinala con un metodo diverso dall’ordinario alge- 
brico. Intanto, trattandosi di dover effettuare delle operazioni 
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graffile , convinti cercare dei mezzi onde conseguire , nel modo 
più semplice che si possa, la soluzione della questione proposta. 

E perciò si riHetta.chc un'equazione algebrica a una sola ignota 
e di qualunque grado, possiamo sempre supporla come l'eliminala 
tra due altre equazioni a due ignote ; quindi la (1) può essere ri- 
guardata come T equazione che dà le ascisse de’ punti comuni a 
due curve, luoghi geometrici di due equazioni a due ignote. Bene 
è vero che, in generale , il sistema di due curve che possono pas- 
sare per gli stessi punti , può essere infinito , corno del pari infi- 
nito può essere il numero delle equazioni a due variabili , dalle 
quali eliminatene una, ne risulti la (l).Cosi essendo, porremo che 

(3) z=fjy) 

rappresenti una delle indicate equazioni a due variabili ; allora 
l'altra, dovendo esser tale che combinata con questa desse per ri- 
sultamento la (1) , dev' esser quella che ottiensi dalla combina- 
zione delle (1) e (3). Sia 

(4) H>,y)=o 

questa nuova equazione ; allora avremo nelle (3) c (4) rappresen- 
tali due luoghi geometrici, che anno de' punti comuni, le cui a- 
scisse sono le radici della (1). Costruendo pertanto questi luoghi 
geometrici, c cercando le ascisse de’ punti comuni, avremo le ra- 
dici della proposta. Anzi è da riflettere che se questa equazione 
data si possa metter sotto la forma 

(5) F,(x)=F,(x), allora ponendo 

(6; tf=F,(x), verrà y=F,(«) , 

e s’ avranno subito i due luoghi geometrici, che con la loro in- 
tersezione determinano le radici della proposta; perchè nc’punti 
comuni alle due curve si à F,(x)=F,(x), cioè F(x)=o. 

952. Nel far uso di questo metodo generale ò d’ uopo tener 
presenti alquante osservazioni , per riuscire con semplicità e si- 
curezza. E da prima è chiaro che la prima equazione di posizione, 
come la (3) , dev'essere scelta in modo, che essa c la risultante 
(4), presentassero costruzioni le più semplici che si possa. E per 
fissar meglio le idee a questo riguardo scendiamo al caso parti- 
colare d'un’ equazione del secondo grado 

1 (7) « , -4-/l 1 *-4-^,=0. 
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Se per equazione di posizione si prenda quella d' una parallela 

( 8 ; af=ay, 

combinandola colla (7) si avrà la risultante 

( 9 ) ay-^A t x+A t =M, 

che rappresenta una retta ; o quindi per determinare Te radici; 
della (7) saremmo in tal modo obbligati a costruire una parabola; 
mentre già sappiamo, che più facilmente posson determinarsi le 
dette radici , mercè la intersezione d' una retta con un circolo. 
Ma se T equazione di posizione è 

(10) x=ay , 

rappresentante una retta, allora combinandola con la (7) ne risulta 
l’altra flY+d^y+d,^, esprimente il sistema di due altre rette 
parallele all’ asse delle x. In questo secondo modo dunque la co- 
struzione, se non riesce più facile, per essere quest’uttima equa- 
zione della stessa forma della (7), non è neppure più complicata, 
come si presentava con la posizione (8). 

Oltre a ciò, f assunta equazione di posizione deve soddisfare 
a un’ altra condizione, qual’ è quella di dare, ad operazioni finite, 
tutte quante le radici reali della proposta: ciò s’ottiene, se la 
nuova incognita y, che s’ introduce con l'equazione di posizione, 
è una funzione uniforme di quella x, che entra nell’equazione 
data; imperciocché l’incognita y, secondo questa forma, non può 
assumere che valori reali, per quelli parimente reali di x, operò 
se i due luoghi geometrici dell'equazione di posizione (S) c della 
risultante (4) s'incontrano, le ascisse dei punti d’intersezione de- 
vono necessariamente rappresentare le radici reali della proposta. 
Se, in grazia d'esempio, questa sia del 4° grado, come 
«‘-évi ,x s -f- A m x'-hA ,x-hA 4 =o , 
c l’ equazione di posizione sia quella d’ una parabola 
x*+òx=ay , 

ove la y è funzione uniforme della x, la risultante sarà 
aV-f-a^, — 2b}xy-+-{A a —A l b+b')x , ‘-t-(A,—AJ))x-i-A t ay-hA i -=o r 
la quale rappresenta una conica , che intersegando la proposta 
porubola , darà necessariamente le radici reali. Anzi , poiché le 
a c 6 sono arbitrarie, nc segue che vi sono infinite curve di 2° gra- 
do , che combinate con la parabola , danno le radici d' una data 
equazione del 4° grado, c per conseguenza, dovendo queste varie 

&8 
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curve passare per i meilesimi punii , si possono prendere ifinr 
qualunque tra di esse, per determinare sempre quelle radici. É da 
osservare però che queste due coniche non possono essere en- 
trambe circoli ; imperocché le costoro equazioni anno, in gene- 
rale, la forma 

y'-i-x t -\-Axy-\-Ii\i+Cx-+-D-o,y*-\-x t -\-Ajc\)-irlì , ij-\-Cx-ir-D'=o f 
e la eliminata tra queste equazioni non eccede il 2° grado. 

953. Comincercmo pertanto ad applicare i princìpi precedenti 
alia costruzione dell’equazione di 1° grado 

(11) ax-\-b=o, 

supponendo essere i coefficienti a e 6 dei polinomi; allora la (11) 
può mettersi sotto la forma 

(12) a'x+b'^=a"x+b", e facendo 

(13) y=^i'x+b', risulterà (14) j p=a"x+b", 

si che il valore di x della (11) sarà 1’ ascissa del punto comune 
alle due rette (13) e (14). Or si potrà, in generale, fare la ridu- 
zione della (11) alla (12) in modo che la forma delle (13) c (14) 
riuscisse quella di rette facilmente assegnabili , dietro la posi- 
zione degli altri elementi geometrici, dati dalla natura stessa del 
problema , come sarebbero, per più chiarezza , delle rette paral- 
lele o perpendicolari ad altre rette date, o pure che passano per 
punti dati. In tal modo si potrà evitare il gran numero di terze 
e quarte, o medie proporzionali, che si devono mettere in opera, 
secondo le regole del ii° 210. 

954. Passando all’ equazione di 2° grado esporremo un nuovo 
mezzo di costruzione . dovuto al prof. Parità ( Raccolta di pro- 
blemi, ce. n° 363). Questo metodo è applicabile a tutte quelle c- 
quazioui di 2 U grado , il cui primo membro è un quadrato , e il 
secondo è il prodotto di due fattori, necessariamente di 1° grado; 
vale a dire a tulle quelle equazioni riducibili alla forme seguente 

(15) m ( x — a)*— — «*( x — b)(x — c). 

Per ciò si faccia 

— (x — b){x — c)— ;/*, o vero (16) if+x* — (h+c)x+bc—o 
e la (15) si ridurrà ad n*ji*=m*(x — a)*, da cui 

(17) ny=m(x — a). 

Or il luogo di quest' equazione è una retta , e quello della (16) è 
un circolo, avente il suo centro situato sull' asse delle ascisse , a 
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>\ma disianza J(6+c) daH'originc; c il diametro è uguale a e — 6(‘). 
Quindi supposto die OX ed OY sienoduc rette ortogonali, e sia 
Y , OA— a, OB=6, OC=c, sarà 

,^-i* 1) , punto medio della BC , 

il centro del circolo, c sarà 
ì\/ '^ BC=c — 6 il suo diametro. 

^ \ La retta (17) passa pel punto 

"o ,\ ^ è i' ir t: v X A, avente a per ascissa, e 

Torma coll'asse delle ascisse un angolo, che à per tang.trig. m:it, 
e perciò presa AF=n , e dal punto F innalzala la perpendicola- 
re FG-ro, si conginnga AG, e sarà questa retta il luogo della (17): 
e poiché essa incontra il circolo descritto col diametro BC ne’punti 
H.K, le ascisse OK, OI. di questi punti saranno i valori delle ra- 
dici della (lii). 

Osservazione. Propriamente nella (17) avrebbesi dovuto rite- 
nere il segno ±; ma non perciò avremmo avuto risultamene di- 
versi, facendo uso di un segno piuttosto che dell’altro; imperoc- 
ché, se, prendendo il segno-f-, abbiamo avuto la retta AG, ritenendo 
il segno — , avremmo avuto una retta AG' simmetrica della pri- 
ma, al di sotto di OX, che avrebbe date le stesse radici OE, OL. 
Supponiamo ora che 1’ equazione a costruirsi sia la 
(18) m’(.r — a)'=n'(x—b)(x — c). 

Seguendo lo stesso metodo , cioè ponendo (x— b)(x — c)= y* , non 
più ne nasce un circolo , ma un’ ipcrbola equilatera, avente per 
uno degli assi la BC; però anche qui può aversi il circolo, perché 
. ponendo (x — b)(x — c)=y* , e 

[ I) supponendo che sia OM=x, 

I \\ OB=ft, OC=e, sarà MB=x 

— b, MC=x — c; e perciò, dc- 
\ scritto sulla BC come diame- 

\,fn / tro il circolo BNC, e menata 

° A ^ y ** X * a t fln 8 ente MN , sarà MN* 

V ^ ==BM.CM=(x — 6)(x — c)=t/ a . 


(■) In fatti posto y=o nella (1C) si trac x' — (M-c)r -t-tic=o , c le radici 
di questa equazione dànno le asrissc de’ punti, ove il circolo incontra 
l’asse delle ascisse; e poiché su quest’asse si trova un diametro, la differenza 
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c quindi, secondo la (18), s’ avrà 

m*(x — a)*=n*.MN\ tn(x— a)— n.MN. 

Or presa OA=a, sarà AM=x — a, e menala pel punto A la AD 
perpendicolare ad OM , e prolungata In tangente MN sino ad in- 
contrare la AD in D, s’ avranno i due triangoli ADM, ENM evi- 
dentemente simili, da' quali si trae AM :NM::AD:EN , o vero 
•X — a : MN :: AD : EN ; quindi se s’ avesse AD : EN :: n : m, o vero 
AD:J(c — b)::n:m, sarebbe parimente z-a:MN::n:m, o siax — a: 
y::n:m ; mix — a)=ny, m*(x — <i)’=n , (x — e)(x — b). Donde si vede 
clic il valore OM verifica la proposta equazione (18). Ed è chiaro 
che l' altra tangente DN' determina sulla stessa OX un’altra por- 
zione OM', soddisfacente egualmente alla stessa (18), e n’è perciò 
la seconda radice. 

Pertanto, se I’ equazione di 2° grado à la forma 
m*{.x — a)*=n , (x — c) (x — b) , 

se ne troveranno le radici, prendendo le ire disianze OA=a,OB= b, 
OC— e,; descrivendo stilla JIC il circolo JÌNC; tagliando sidla AD, 
perpendicolare ad OM, una parte AD quarta proporzionale in or- 
dine ad m, n, e alla metà di BC ; e finalmente dal punto I) menando 
le due tangenti DN, DN' al circolo , le quali determineranno sidla 
OX le porzioni OM, OM', che saranno le radici richieste. 

955. Passiamo ora all’ equazione di 3° grado 

(19) x s -f-ax*-+-6x-t-c=:o. 

Mercè l’elegante soluzione data dal Prof. Padlla, per determi- 
nare i punti d’ intersezione di due curve del 2° grado, che si ta- 
gliano in tre punti soltanto, mercè una di esse e un circolo, s’ot- 
tiene ancora la soluzione dell’equazione determinala di 3° grado, 
senza più elevarla al 4°, come una volta si richiedeva. E per fermo, 
se , seguendo il metodo generale (n.° 942) , si prenda un’ equa- 
zione del secondo grado, e si combini con la (19) ne risulterà un 
altro luogo del 2° grado, così che questo e il precedente, dovendo 
con le loro intersezioni dare le tre radici della proposta, non pos- 
sono ammettere più di tre punti comuni, e però.secondo il metodo 

di ipiesto ascisse rappresenta la lunghezza di esso diametro; ora x'—oc"= 
2\/ — be=(b — c). E bisogna riflettere che , essendo il diametro una 

‘pianti là assoluta come il raggio , cosi, se b — c risulta negativa , bisognerà 
cambiare il segno c prendere c — b. 
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del n. 045, si potrà invece costruire un solo di essi c un circolo. 

056. Poniamo da prima che l' equazione di posizione sia quella 
della parabola 

(20) x*=py ; 
allora, mercè questa relazione, la (19) diviene 

(21) pxy-±-apy-hbx-hc=o, 

c rappresenta un’iperbola, che incontrerà la parabola, come sopra 
è detto , in tre soli punti- Per trovare ora quel circolo che passa 
pe' medesimi punti, e sostituirlo iu conseguenza a uno de' luoghi 
(20) e (21), basterà paragonare le (20) e (21) colle \9) e (10) del 
n.° 945 e si troverà che a=o, b=p, d=ap, e=b, f=c, b'=t'—f-o, 
e==l, d'= — p; e con ciò le (14,945) divengono 

pa-+-a'=o, aa.+$=2ma ' , òa-+-p'= — pa'. 

La prima di queste equazioni dà 

(22) v a:o'= — l:p, 

e ponendo nelle altre due in luogo di a il suo valore tratto da que- 
st' ultima, si trae 


(23) 


$ b — p* . (3 a — 2 mp 

■ , — > — 

a p a. p 


Nel tempo stesso l'equazione (15,945) del circolo diviene 

„ , /T p\ AP e a \ cg 

y*+2mx+x + I —, — a— 1 y — I - — H -, I r r --=o, 

\rt a / 3 \p a p a'/ p a 

c questa, tenendo presenti le (22) e (23), si riduce Analmente a 


( y*-+-2mx-t-x a 
(24)j 


I) — a* — p*+2mp b(a — 2mp) — c 


x) 


P 

c(a — 2mp) 

V 


= 0 . 


Questo circolo pertanto può sostituirsi alla parabola (20) o all’ i- 
perbola (21) , e la sua intersezione con una di queste curve darà 
le radici della (19). Ma come si è visto nel n.° 946 , esso incon- 
trerà le dette curve in altri punti che non sono comuni ad en- 
trambe. Cosi incontra l’ iperbola in un punto che à per ordinata 
y=— P' : a'=(p* — b) : p, e perciò, secondo la (21) , à per ascissa 

— a. E similmente incontrerà la parabola (20) in un 

punto che à per ascisse x — — (2:a=a — 2 mp,e conseguentemente per 
ordinata y=(a— 2 mp)’:p. Questi punti, come è detto sono estranei 
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alla questione, ma la loro conoscenza può in qualche caso servire 
a determinare più facilmente la posizione del circolo, qualora la 
determinazione del raggio mercè l’equazione {22} risultasse molto 
complicata. Così determinati il centro, che à per coordinate 

c—b(a—2mp) a'-+-p' — ft — 2mn 

(25) X — 577, . y — - 




2 P 


e uno de’ due anzidelti punti 
ab — c p’ — b 


(26) *= 


p . a. y -=-y- * ( 27 ) *=«-2 mp, y 

s' avranno i dati sufficienti per poterlo descrivere. 

Se le coordinale sono ortogonali , tn=o e le (24) , (25), (26) , 
(27) divengono più semplicemente 

. . (b — a’ \ ab — r ac 

( 28 ) y+y+(— v)y — 

, nm c — ab a’+p'—b 

(29) »=-•• a— • 

a6_ ' c 6 /«>|\ a * 

(30) x=— , a,y=p~-, (31) *=a, y=-- 


(a — 2mp)* 


É importantissimo il tener presente che p è una quantità ar- 
bitraria, e quindi potremo, nei cosi particolari, assegnarle tale 
valore, da far risultare queste equazioni della forma la più sem- 
plice che si possa, per ottener più elegante costruzione. 

Potrebbero darsi altre forme all' equazione di posizione, e de- 
durre nuove equazioni pel circolo; ma ci basta aver dichiarato il 
metodo. 

197. Supponiamo ora che l' equazione di posizione sia quella 
d'un'ellisse. o d’un’iperbola, perchè può alle volte avvenire che la 
proposta (19) siesi ottenuta dalla soluzione d’ un problema , che 
fra i dati conteneva pure una di queste curve ; ed è chiaro che 
se si potesse a una delle curve che risolvono la proposta , sosti- 
tuire quella data nel problema, questo risulterà di più facile com- 
posizione, poiché si tratterà allora di fissare soltanto la posizione 
d’un circolo. Pertanto pougasi nella (19) 

(32) X=CL3, 

essendo z una retta incognita come la x,c a un rapporto arbitra- 
rio, allora la (19) diviene. 

(33) a’s'+aaV+àas-t-c— o; 
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ed è chiaro che se si determinassero le rette s che soddisfano 
quest’equazione, s’avrebbero le x della preposta, descrivendo un 
triangolo rettangolo, che abbia per cateto z e per angolo obbliquo, 
adiacente a questo cateto, quell' angolo che à per tangente trigo- 
nometrica a. Sia parimente 

(34) y'—mx+nx* 

l'equaz. della conica data; e poiché a è un rapporto, polrem porre 

(35) a=u:t , 

e supporre che (Cu) è il punto in cui la retta che parte dall'origine 
e forma con l’asse delle ascisse l’angolo che à per tangente a, in- 
contri la conica (34) : in questo modo le (33) e (34) divengono 

u* , u* . . uz u 1 2m 

(36) -p 2 -+- a s +6— +c=o, (37) ——— — bn ; 

e ponendo nella prima in luogo di u'-.t' il valore preso dalla se- 
conda e dividendo per z‘, se ne trae 

/ b\ii /u a\2m an c 

(38) ( n +p) t +(rt)T + T + ?- 0 ’ 

Quest' equazione può sostituirsi alla (36) ; e dovendosi determi- 
nare tre quantità z , t , « , e non avendo che due sole equazioni , 
le (37) e (38), potremo stabilire una terza equazione: sia questa la 

(39) n5*-bò=o, 

che ci determinerà s, e nel tempo stesso la (38) diviene 

(40) ^nn-t-7i^t , -t-2am/-t-2i«5u=o , 

ove per z devesi intender messo il valore dato dalla (39). Questa 
equazione (40) unitamente alla (37; serviranno a delerminarc le 
t ed n: or la (37) rappresenta la curva data , e la (40) una para- 
bola. alle quale si può sostituire un circolo; in fatti, addizionando 
la (40) con la (37), dopo aver fatti sparire i denominatori da que- 
st' ultima e averla divisa per 1-f-n, si trae 


(41) u*-N*-+ 


2 m(az* — e) 2m(»M-l) 


¥ J 




-u=o. 


anz'+c anz'-hc 

Costruendo pertanto questo circolo, esso incontrerà la curva data 
in quei punti , che ànno per ascissa ( c per ordinata u, di modo 
che il rapporto tra queste coordinate, relative a ciascun punto 
d' intersezione, ci darà i valori di a ; la (39) poi ci darà i valori 
numerici di z, e finalmente la (32) quelli di x, proprii a verificar 
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la proposta (19). Ma invece di effettuare questo calcolo numerico» 
si osservi che, determinali i punti d' intersezione del circolo con 
la curva data , le congiungenti questi punti coll’ origine forme- 
ranno con l' asse delle x angoli aventi per tan. trig. u: l c quindi 
le perpendicolari a queste congiungcnti formeranno con quello 
delle y, lo stesso angolo di tangente u;f; laonde se le parti tagliate 
da queste perpendicolari sull' asse medesimo , a partire dall’ ori- 
gine , fossero lunghe quanto le z della (39) , allora si verrebbe a 
formare il sopra indicato triangolo rettangolo, di cui l'altro cateto 
darebbe i valori di x. 

In conclusione, dopo aver menate le congiungcnti l' origine coi 
punti d’ intersezione del circolo e della curva , descritti com’ è 
detto, e prese sull’ asse delle y, a partire dall’ origine, delle lun- 
ghezze eguali a quelle dedotte risolvendo la (39), si meneranno, 
dagli estremi di queste lunghezze, le perpendicolari alle dette 
congiungcnti, ed esse prolungate andranno ad incontrar 1’ asse 
delle ascisse in quei punti, le cui distanze all’origine saranno ap- 
punto le radici della proposta. 

958. È da avvertire intanto che i valori di z , dati dalla (39) 
sono due , eguali e di seguo contrario , e di essi uon può pren- 
dersene clic un solo; poiché chiamando z ' , z" queste radici, una 
positiva e 1’ altra negativa, e sostituendole successivamente nel- 
l'equazione (41) s'avranno due circoli, pel doppio segno che pren- 
derà il termine in u. Quindi è che quella parte che devesi ta- 
gliare sull’ asse delle ordinate, come sopra è detto, verrà pure nel 
senso delle y positive, o in quello delle y negative , secondo che 
nella (41) si sarà messa la radice positiva o la negativa della (39). 
Inoltre le dette radici potrebbero divenire immaginarie, ed in tal 
caso scomparirebbe ogni soluzione. Questo fatto dipende unica- 
mente dai segni di n e di b , come dalla (39) si rileva ; cioè di- 
pende dalla particolare specie di conica, c dal coefficiente in £ a 
1° grado , nell’ equazione proposta. Nò si potrebbe d' altronde 
conchiudcrc , dalla immaginariclà delle radici della (39) , quella 
delle radice della proposta; poiché le radici di quest’ ultima pos- 
son bene esser tutte reali , e le intersezioni de' due luoghi geo- 
metrici esser immaginarie ; il che avviene propriamente quando 
l’estensione di essi luoghi non é contenuta fra i limiti delle radici 
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(Iella proposta. Intanto, quando uno dei due luoghi geometrici è 
dato di specie, grandezza, e posizione, come tìn’ora si è supposto, c 
vogliamo farne uso , si potrà fare una trasformazione sulla pro- 
posta equazione, aumentando o diminuendo le radici in modo, che 
quelle della trasformata avessero limiti tali da contenere in essi 
le ascisse tutte del dato luogo geometrico. 

989. Pertanto posto x+a. in luogo di x nella (19), si à 

(42) ® , H-(3a-t-a)a;*4-(3a a -+-2aa-t-à)a;-(-a 3 -haa’-(-à*-(-c=o, 
di modo che il coefficiente di x al primo grado, c che formerà da 
termine noto nella (39) sarà 3a*-t-2atx-t-i , e però, affine di aver 
sempre per z valori reali, bisognerà dare ad a tal valore, che que- 
sto trinomio risulti positivo, se n è negativo, e risulti negativo, 
se n è positi vo.Or, come è dimostrato in algebra (E.A. n.° 177), 
detto trinomio sarà positivo, per tutti i valori di a minori della 
più piccola, e maggiori della più grande radice dell' equazione 

(43) a*-+-’aa*f-sò=o , 

supposte queste radici reali; e quando sono immaginarie, il va- 
lore di a può esser qualunque. Se per contro il detto trinomio 
vuoisi rendere negativo le radici della (43) devono essere reali, e 
converrà dare ad a valori compresi tra la più piccola e la più 
grande di questa radici. Quindi tutte le volte che la conica data 
é un' ellisse, nel qual caso appunto n<o, sarò sempre possibile 
« ostruire secondo il metodo ora indicato; ma se la conica è un’ i- 
perbola, potrà non aver luogo la detta costruzione. 

960. Per avere una trasformazione valida in ogni caso, pongasi 
nella (19) cc , -t-ax*-+*6x+c=o 

t 

(44) x — — -3, c s’ avra 


(48) ru J — bztu*-\-az'l ! H—z I t'^=.n, e poiché per ipotesi 

(46) 

sostituendo, s' otterrà 

fi 

(cn-ww )— -f-2 cm-ji — bz(2‘j-±-rì)-~-z =i() : 


u _ m 

~? = 2 i + "' 


tu 


ed eguagliando a zero il coefficiente di —, col porre 
(47) cn-HJs*=o, 

Ì9 
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si otterrà, dopo aver moltiplicato per I*, 

z(z M -hbrì)l'+2mbzt — 2mcu=o, 

c perciò, addizionando quest'equazione, divisa per s(s*-+-6»), con • 
la (46) divisa per 1 -hn, ne risulterà l’ equazione del circolo 

il quale incontrerà la curva proposta (34) in quattro punti, com- 
presa l’origine ; ed è chiaro che la (44) rappresenta le parti che, 
sull’ asse delle ascisse, tagliano le rette menate, a una distanza 
eguale a z, dall’ origine sull’ asse delle y, e parallelamente alle 
congiungenti 1* origine co’ punti d’incontro del circolo e della 
conica data ; e quelle parti saranno appunto le radice delia pro- 
posta (19). Or la (47) ci mostra che z riuscirà pure immaginaria, 
qualora la quantità nc:a non risulti negativa; ma. Tacendo prima 
sulla proposta (19) quella trasformazione effettuata nel n.° 959, 
i coefficienti del secondo termine c dell’ ultimo della trasformata, 
che entreranno nella (47) invece di a e c saranno rispettivamente 
a'^=3a-ha f c'=st’-haa 7 -hba+c, 
e perchè z risulti reale è necessario che queste quantità risultino 
dello stesso segno o di segno contrario, secondo che n è negativa 
o positiva; c però convien cercare qual’ è il valore della quantità 
arbitraria a che soddisfa tale condizione.Pertanto, eguagliando a 
zero le precedenti espressioni, otticnsi 

(49) 3a+a=o, (50) a 1 -f-aa®-+-òa+-c=o, 

e per render completa la discussione, supponiamo che nella pro- 
posta equazione (19) sieno a e c dello stesse segno , e propria- 
mente ambiduc positive. Allora la (50) ammetterà necessariamente 
una radice reale negativa, che dinoteremo con a! ; or , se questa 
radice à un valore assoluto maggiore di; a, che è quello di a della 
(49), allora messo —Sa in luogo di a nella (50), il primo membro 
diverrà positivo (*), e sarà anche tale per altri valori negativi, ma 


(’) Ciò si fa chiaro osservando che se a’, a", a'" sono le tre radici della (50), 
e la prima è negativa , le altre due dovranno , nell’ ipotesi ammessa di r<(o , 
aver lo stesso segno, o pure essere immaginarie; per modo che essa potrà as- 
sumere una delle tre forme seguenti: 

(*-+—*')(* — *")(* — *"')=o, |7-Hi')U-Hv"l(*~Ki'")==o, (*-(-« , )^f*=o , 
essendo Al* una ijuantità essenzialmente positiva. 
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assolutamente maggiori di ì a, e <a' ; mentre questi valori poi 
rendono negativo il primo membro della (49). Ma se detta radice 
*' abbia un valore assoluto minore di ~ a, allora ponendo nella 
(50) de’ valori negativi c in valore assoluto minori di ] a, il suo 
primo membro diverrà negativo, mentre questi stessi valori ren- 
dono positivo il primo membro (49) : pertanto in entrambi i casi 
a' e c' saranno di segno contrario. Che se a'=’a , i primi mem- 
bri (49) e (50) divengono nulli , e la proposta (19) , trasformata , 
prende la forma x*-ha'x= o , che si scompone nelle due x=o. 
x*-+-a'=o, e qust’ultima è costruibile con la retta e col circolo. 

Da quest’analisi risulta che ..essendo a e c ambidue positive 
ed n>o, vi saranno sempre de’ valori di a, che permetteranno la 
costruzione della proposta (19) con una data iperbola e un circolo. 
Questi valori di a sono facilissimi a trovarsi ; poiché se , posto 
nella (50) — Ja in luogo di a, s’abbia un risultamento positivo, si 
prenderà un valore qualunque < — ja.che renda positivo il primo 
membro della (50); e se all’opposto la sostituzione di — |fl in luogo 
di a renda negativo questo primo membro.si prenderà per a qua- 
lunque valore > — J-a, che rende quel primo membro negativo. 

961. Supponiamo ora che a e c sieno ambedue negative, ed « 
continui ad esser positiva ; allora la (50) ammetterà necessaria- 
mente una radice a! reale positiva, e quindi se questa è maggiore 
o minore di J a vi saranno per a, nel primo caso, dei valori >',« 
e minori di detta radice , i quali renderanno negativo il primo 
membro (50), mentre questi medesimi valori renderanno positivo 
il binomio 3a-t-a; c nel secondo caso vi saranno de'valori,<*«,ma 
maggiori di a', che renderanno positivo detto primo membro, men- 
tre renderanno negativo quello della (49). Dunque anche in que- 
sto secondo caso o' e c' son di segno contrario e può essere o|>c- 
rata la succennata costruzione , prendendo per a uno qualunque 
di que’ valori >Ja, che rendono positivo il primo membro (49) , 
o uno di quelli <*a, che lo rendono negativo. 

962. Supponiamo (inalmente che a e c abbiano segni contrarii, 
e propriamente che sia c negativa, allora il primo membro (49) sarà 
positivo per qualunque valore positivo di a ; e nel tempo stesso 
la (50) ammetterà una radice a' positiva e le altre due a', a!" sa- 
ranno delio stesso segno, e perciò, se, in valore assoluto, %' è mi- 
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noie di a" e a"', qualunque valore <ca' renderà negativo il primo 
membro della (bO). Se poi fosse , all' opposto , « negativa e c po- 
sitiva, si prova egualmente che vi saran sempre per a de' valori 
proprii a rendere di segno contrario i primi membri delle (49) 
e (bO) e quindi ancora a' c c. 

963. Applicando l' analisi precedente al caso di n<o , si tro- 
verà esser possibile rendere a e c' dello stesso segno, e però è 
sempre possibile la costruzione d’ un’equazione del 3° grado per 
mezzo d’una data ellisse o d’una data iperbola ed un circolo, tras- 
formando prima la proposta nella (42) , e su questa applicando 
l’ esposto nel n.° 960. Quando, la curva data ò una parabola, n=o, 
e le equazioni (39) o (47) dànno z infinito o nullo; sicché l'anda- 
mento tenuto nei numeri precedenti non è applicabile alla para- 
bola; ma abbiamo veduto nel n.° 957, come si operi in questo caso. 

964. E da notare che nel caso in cui è necessario di fare la tras- 
formazione precedentemente indicata sulla proposta , col porre 
cioè JH-ain luogo di a, allora le perpendicolari (n.° 957) o le 
parallele (n.° 960) clic devonsi menare alle «ingiungenti l’origine 
coi punti d’ incontro della curva e del circolo, dovranno esser me- 
nale da quel punto dell' asse delle y , che à per ordinata s e per 
ascissa a. 

965. Finalmente , se la curva data è un' iperbole riferita agli 
asintoti, la cui equazione è 

(51) xy=k * , 

combinando quest'equazione con la data (19), s' à 1' altra 

(52) ' x' , -hax-h~ i y-i-b=o C) 

li 

la quale appartiene a una parabola , che incontra l’ipcrbola (51) 
in tre punti; e perù seguendo l'esposto nel n.° 945 potremo de- 
terminare il circolo clic passa per quei tre punti. Descritto que- 
sto circolo, prendendo per assi gli asintoti dell’ iperbola , si me- 
neranno, pc’ punti d'incontro di queste due curve, delle parallele 

A‘* h'x 

f) Questa equazione s'ottiene, osservando che la (51) dii ir—— ) > 

fi 7 e* 

-e 1 —---- allora sostituiti '(desti vaioli nella (l‘J), e moltiplicando per y, il ter- 
mine bx do iene bxy—bk*, o, dividendo tutto per A’, si a la (52). 


Digitized by Google 


DELLE CONICHE 


461 

a quello degli asintoti eh’ è preso per asse delle y, e le parti che 
queste parallele , a partire dall' origine , taglieranno stillatilo a- 
sinloto saranno le radici cercate. 

966. Passiamo all’ equazione di 4° grado 

(53) x i -\-ax 1 +bx'-hcx-\-d=o, 

c supponiamo che l’ equazione di posizione sia la 

(54) x*+\ax=py , 

appartenente a una parabola: elevandola a quadrato c togliendola 
dalla (53), si ottiene l’ altra 

(55) p’y*-+-(6 — la*)x*-)-ca: 

che può ridursi , in generale, a rappresentare un circolo , osser- 
vando che p è arbitraria, si che, qualora sia ò>’a“, si potrà fare 
p= \/ (6 — la,*), e cosi la (55) avrà eguali i coefficienti di y* ed x', 
e divisala per uno di essi, diviene quella d’ un circolo, cioè 

c d 

(56) y +x t +- i x-ì-jj I =o , 

967. Ma se non è 6>’a“, non si può porre p=\/ (b* — ’n“), per- 
chè si cadrebhe nell'immaginario: intanto, anche in questo caso, 
è possibile costruire la proposta per mezzo duna parabola e d’un 
circolo: in fatti diasi all' equazione (54) la forma più generale 

(57) x*+' t ax+\b=py ; 

indi si elevi a quadralo quest' equazione, c si sottragga dalla (53); 
cosi s’ avrà 

(58) pY-yx'—{[ab-r)x+d—yr=o: 

era addizionando la (58) con la (57), moltiplicata perp’+Ju’.si à 

( P‘(y'+xlH[ a {P'+W+c—' t ab]x—p(p % +la % )ij )_ 

' ( +ib( P ’+y)+d-y ) °* 

c quest’ equazione appartiene a un circolo. Anzi, come la p è inte- 
ramente arbitraria , se ne potrà disporre in modo che la (59) as- 
suma forma più semplice. 

968. È da notar che nell’equazione del circolo si può far entra- 
re anche il termine in xy, se gli assi rispetto ai quali si costruisce 
fanno tra loro un angolo obbliquo di coseno ni. lu fatti, pouendo 

( 60 ) 
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e combinando quest’equazione colla proposta (53) s' ottiene 

. _ 2bm 4 cm* 4 dm* 

y'+2mxy+ — y+ — =o, 


e addizionata quest' equazione colla (60) dà l’ altra 

... , . . (2bm a\ 4cm* 

( 61 ) y +x -i-2mxy+y-^ *-+ 



che appartiene a un circolo , riferito ai nominati assi obbliqui. 

969. In tutto il precedente abbiamo supposte le equazioni di 
di 3° e 4° grado non mancanti del secondo termine , e ne abbialo 
dedotto la costruzione coll’ impiego d’ una parabola e d' un cir- 
colo. Questo metodo che non trovasi negli ordinarii trattati di 
geometria analitica ove, al contrario, si dà per regola che si debba 
fare svanire il secondo termine, è dovuto al prof. Padcla. Ed or 
si vede che il fare svanire il secondo termine da un' equazione , 
se non è un’operazione intricata, è per lo meno superflua. 

970. Passiamo ora a costruire la data equazione per mezzo di 
una conica qualunque 

(62) y % =.2mx+nx*; 


e pria d' andare innanzi cerchiamo se l'andamento tenuto nel caso 
che la conica era una parabola , possa egualmente applicarsi nel 
caso attuale. E per ciò si osservi che l’ equazione del circolo, che 
se ne deve trarre combinando la (62) colla proposta 
(53) x i -irax'-+-bx , -\-cx-\- d=o 

sarà , in generale , della forma y'+x'-hhy-t-kx+l—o , essendo 
h, k, l delle funzioni indeterminate delle coordinate del centro c 
del raggio, e sottrattala dalla (62) darà un risullamcnto della for- 
ma x*-\-px+q=ry, si cho combinando quest’equazione colla stes- 
sa (62) per eliminarne la y, si avrà l’ equazione 
(63) x t +2px s -\-(p t -\-2q — nr’)x* -tl2pq— 2mr*)x+q*—o ; 
questa dunque dovrà risultare indeutica alla (53) , e per ciò do- 
vrà essere 


2 p=a, p*+2q—nr t =b, 2pq—2mr % =c, q*=d: 
or queste equazioni sono , in numero , più che le ingnote a de- 
terminare, cioè le coordinate del centro ed il raggio del circolo; 
dunque uon può la identità stabilirsi , a meno che qualche coti- 
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dizione particolare non riduca quelle equazioni a tre sole e di- 
stinte. Quindi non si può sempre la proposta (53) costruire con 
una qualunque conica data e un circolo, seguendo 1’ andamento 
tenuto pel caso della parabola. Ma facendo sulla (53) la trasfor- 
mazione operata su quella di 3° grado, col porre 


(64) 


u 

x =f z > 


ci sarà facile costruirla, facendo uso d' una conica data e d’ un 
circolo. In fatti in virtù della (64), la (53) prende la forma 
u 4 au * b u* cu d 

(65) F + + + 

Or, essendo (iti) un punto della curva (62) dev’ essere 
m* 2m 


( 66 ) 


i r= T +n, 


e, mercè questa relazione, la (65) può prendere la forma 

2am u d bn 


4m* / 2mò\ t fan c \u 


3 t 


75 ■+ 


Hs* 


4-n*=o , 


, 2atn n 

■+■ u4"2wi 

2 


H) (+4m*=o 


(69) 


la quale sarà priva del termine in ut, ponendo 

(67) anz*-\-c=o (*) 
e, facendo sparire i denominatori, diviene 

(68) (n*-t-|+^)t*- 

Or combinando quest’ equazione colla (66), se ne può facilmente 
dedurre quella d' un circolo. In fatti, ponendo Ia(66)sotto la forma 

1 / , bn d\ 

u*=2 rol-t-nt*, indi moltiplicando per ^1 n I , e 

addizionando il risultamento con la (68), se ne trae 

2am . 

H u-i-4m"=o 


1 / . 6n d\ f . n bz* — d\ 2mt 

+»V‘ + ? + ? )K+n+(» , +a«+ — }r^ 


l+n\ 

che rappresenta un circolo. 


(") So gli assi sono obbliqui, si pone a«3*-|-e=2m, essendo m il coseno del- 
l’ angolo degli assi , e così si può ritenere nell’ equazione del circolo il ter- 
mine in ut. 


Digitized by Google 



404 


ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA 


Pertanto, ricavandosi i valori di z dalla (07) c ponendo o l'Uno 
o l’alrro nella (69) s’avrà l’ equazione d' uno o d’ un altro deter- 
minato circolo , atteso che il termine in u contiene z a potenza 
impari; indi, costruendo uno di questi circoli, esso incontrerà la 
proposta conica in quattro punti.chc congiunti coll'origine, deter- 
mineranno la posizione di quattro rette aventi per equazioni 

(70) ty=ux. 

Se quindi sull’asse delle ordinate, a partire dall'origine, si tagli 
una porzione eguale a quel valore di z che si è messo nella (09), 
per avere l'equazione del circolo, e per I’ estremo di quest' ordi- 
nata, tagliata sull'asse, si menino quattro rette perpendicolari alle 
(70), queste perpendicolari avranno per equazione u(y — z)— — tx 
c le parti clic taglieranno sull' asse delle x , saranno x=us:l , 
cioè i valori delle radici della proposte (53). 

971. Per tutto ciò che concerne disamina dell’equazione (07), 
relativamente ai valori che essa dà per z, ci rimettiamo ad un 
simile caso trattato nel n.° 960 per l'equazione di 3* grado. 

972. Problema. Per un punto dato condurre una normale a 
una conica. 

Supponiamo la conica riferita al suo asse e alla tangente con- 
iugata; e sia (a(5) il punto dato , c (tu) il punto d' incontro della 
normale con la curva: avremo le due equazioni 

(71) u’=2mt-Hif*, (72) (l-+-n) fu-t-(m — a)u — £nt — pm— o, 
la prima dinotante clic (tu) sta sulla conica; l'altra indicante che 
la normale condotta per (af.) passa per (fu) (43, 707). Per appli- 
care le teoriche esposte per la costruzione delle equazioni deter- 
minate, s' elimini u tra le (71) c (72) e s’avrà 1' eliminala 

(73) P’(m-t-nf) , =(2mf+nl , )[(l -t-n)H-m — a]*, 

la quale, perchè 2mf-t-nf’= ^ [(m-t-iif)*— m*], e fatto per brevità 

,, „ , a?+-a— m 

(74) (1 — a— 3- , donde f— - . , 

si cambia nella seguente 

\ n , a^+2ii(iB+ua)x 5 -H[(m-hna)’ — m*(l-t-»)*— n*P*}x* 
10 j — 2n*S’(m+na)jK=np a (m-|-na)*. 

Ora, per costruire quest'equazione, si paragoni con la forinola 
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generale (53,906) , e, tenendo presente quanto si è esposto nel 

u' 

n.® 970, bisognerà porre x=-jr s, ove il z à il valore determinato 

dalla forinola (67,970) la quale, col sostituire 2n(m+na) in luogo 
di a, e — 2n*p*(m-t-na) in luogo di c , diviene z*=g® , e quindi 

Su' 

a=p. Pertanto, ponendo x=-y nella (75), e tenendo presente 

che dev’ essere u'*=2 mt'+nt'* , poiché (t'u) si suppone esser 
punto della conica , s' ottiene 


„ 2[(m-+-wa)* — m*(l-t-w)*-t-n , p*) 4s(m-t-na) 4 ng* 

* mn(l-t-n) wi(l-t-n) U (l-t-a)®^' 

e addizionando quest’ equazione con l’ altra u"=2m('-|-wt'’ , di- 
visa per 1-t-n, e riducendo, si à finalmente l’equazione 


i. .« 2(2m<z+-wa* — m*+n* g*) , , 4 »0* 

^ ' U m(Ì-Mi) »«(l-v-n) U l-+-n 


spettante a un circolo, che intersegando la curva darà de’ punti, 
che uniti con l’ origine determinano delle rette , sulle quali bi- 
sogna abbassare le perpendicolare da quel punto déll’asse delle y, 
che à per ordinata 3 , e queste perpendicolari poi prolungate an- 
dranno ad incontrare l’ asse delle x in punti, le cui distanze al- 
1’ origine determinano le radici della (75) ; trovate queste, si a- 
vranno quelle di t della (73), mercè la relazione (74). Ma appunto 
in virtù della ;74), l’ equazione (72) diviene ux= r }{m-\-ut), e dà 

x u' m-f-nt „ n ... „ 

— , o vero -r= • Or y — u- -(x — t) è ( equazione 

p tu m-H»< ' 1 

della normale alla curva nel punto ( lu ) , quindi le rette che anno 
per tangente trigonometrica u' : <’ sono perpendicolari alle nor- 
mali richieste. E però si eviterà di determinare il valore di t, 
dopo trovato quello di x, come sopra è detto , perchè , una volta 
assegnate le rette che congiungono l’origine coi punti d’ interse- 
zione della curva e del circolo (76), si meneranno pel punto dato 
le perpendicolari a queste congiungenti , c queste perpendicolari 
saranno le normali cercate. 

Per costruire intanto il circolo (76) , osserviamo che le coor- 
dinate del suo centro c il raggio sono 

G9 
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2ma+na*-*-m’+n’P* „ *(«-«)•+»*?■ 

(77) p= rr ~ — i — za— m-t- 


m(l-t-n) 


m(l+-n) 


w (79) r=y/V+,M-i^. 



Posto ciò, la parte intera 2p dell’ ordinata (78) è il doppio di 

DB , perciò sul prolunga- 
mento di questa retta si 
prenderà DB'=DB. Quindi, 
osservando che se si prenda 
AG=m, e si meni la GH pa- 
rallela alla regolatrice AR, 
sarà HB— GB. tanHGB = 
(a — m) n ; d'altronde BI.= 
AB.tanLAB=an, dunque la 


parte frazionaria della (78) diviene 


B B'.HH 

AG-+-HL 


; si che prolungata la 


BB' d’ una quantità B'T quarta proporzionale in ordine ad AG+ 
HL, BB' e BH, sarà BT la lunghezza dell ordinata q. 

Per costruire l’ ascissa p s’osserva, che la precedente espres- 
sione di B'T serba alla parte frazionaria di p, un rapporto espresso 
«S* 

da 2 p:(a — ). Or, se dal punto D si abbassi sulla retta AR 

la perpendicolare DE e si prolunghi sino ad incontrare AA', sarà 
BE=DB.tanBl)E=DB.tanBAR=pn; d'altronde a — m=BG, dun- 
«P* BD.BE 

que -^==— , c quindi, presa GK quarta proporzionale in 
ordine a BG , BD , BE , il precedente rapporto sarà espresso da 


2BD _ Btf 
BK BK ’ 


Pertanto, tirata TQ parallela ad AA', c condotta la 


KB'N, sarà TN la parte frazionaria della forinola (77) ; e quindi 
presa NQ=BG=a— m, l’ascissa del punto Q sarà appunto quella 
dinotata da p (77), e conseguentemente Q sarà il centro del cir- 
colo. Finalmente per determinare il raggio r (79) si costruisca 
dapprima la frazione contenuta sotto il radicale , la quale dinota 
un quadrato che sta al quadrato 4p\ cioè al quadrato di BB', co- 
me n:(n-t-l) , o sia come AA' : RA'-t-AA'. Indi, trovalo questo 
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quadrato, si congiunga la AQ, e sarà AQ e perciò me- 

nata, perpendicolarmente ad AQ, la AS eguale al lato del prece- 
dente quadrato, e congiunta SQ, sarà questa retta il raggio cerca- 
to. Pertanto pel punto dato D ti meni la perpendicolare DB all'asse 
A A! della curva, e sul prolungamento si prenda DB'=DB; indi si 
conduca la regolatrice AR, si tagli AG eguale al semipar amelro, e 
si meni GH parallela ad AR; si prenda B'T quarta proporzionale 
in ordine ad AG+HL , BB' ed HB , e si meni per T la TQ pa- 
rallela ad A A’. Si prenda parimente GK quarta proporzionale in or- 
dine alle tre rette BG , BD, BE , e si conduca la KB'N, e tagliala 
Ii'Q=BG, sarà Q il centro del circolo. Finalmente congiunta AQ, 
e menata la perpendicolare AS eguale al lato del quadrato, che sta al 
quadralo di BB' \:AA' :RA l -\-AA' ,si unisca SQ.esarà quesloil rag- 
gio del circolo, che, incontrandola data conica, determina que'punti, 
che congiunti con D fissano la posizione di quattro rette, alle quali 
menate le perpendicolari pel punto dato D danno le normali cercate. 

Osservazione. — In tutte le forinole precedenti , che àn con- 
dotto a questa soluzione, si ò supposto n positiva , e però essa so- 
luzione , si riferisce al caso dell’ iperbola. Nel caso dell' ellisse , 
essendo n negativa , vi saranno le modificazioni seguenti : 1 .° il 
punto T dev’essere preso da B' verso B, e le distanze da B e B' de- 
vono essere nella ragione di AG — HL:BII; 2.° la GK deve tagliarsi 
da G verso A': e il quadrato del raggio dev’ essere uguale alla dif- 
ferenza de’ quadrati di AQ e di AS , essendo quest’ ultimo quel 
quadrato che sta al quadrato di BB' come AA':AA' — RA'. 

Nel caso delia parabola n=o, e allora, mancando nell’equazio- 
ne (75) il termine noto, vuol dire che il circolo passa per A; ma 
questa è una soluzione estranea alla questione , poiché nel caso 
che consideriamo le (71) e (72) riduconsi a tali , che, eliminan- 
done t, s’ ottiene un’ equazione del 3° grado in u; si che da un 
punto dato non si possono mentire che tre normali alla parabola. 
Per altro si possono in questo caso della parabola ricavare delle 
soluzioni piò semplici ed eleganti , come può vedersi nella più 
volle mentovata Raccolta di problemi ; pag. 84 c seg. 

973. La precedente composizione del propostoci problema con- 
duce all’ importante teorema : le perpendicolari condotte dai ver- 
tici d' una conica sulle normali alla curva , menate da un punto 
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dato, incontrano la curva data in punti allocati sulla circonferenza 
d'un circolo. 

Questo teorema fu per la prima volta trovato dal prof. Pad e la, 
al quale è dovuto l' intero andamento analitico precedente ; indi 
il Joachimstahl lo trovò egualmente , dando una più elegante 
costruzione di detto problema ( Cuflle. — Journal filr die rtine 
und angewandle mailtmalik, to. XLV1I1, pag. 377.) 


PINE DELI. A PRIMA PARTE. 


C4'i 996 
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